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ANOTACE

Cilem prace je matematicky formulovat popula¢nich modely od jednoduchych, které popisuji

moznosti aplikace téchto modeld v ekonomické teorii a praxi.
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TITLE

Population models and their economic applications

ANNOTATION

The goal of the work is to mathematically formulate population models, from simple ones that
describe the development of one population to more that deal with the coexistence of competing
species, and to describe the possibilities of applying these models in economic theory and
practice.

KEYWORDS

population, population models, economic application, competition



OBSAH

SEZNAM ILUSTRACI A TABULEK .......ceosiuiiuiteeieieieieie st sssseess e s 9
UV OD ..t bbbttt bbbt bbb bbb bt 10
1 ZAKLADNI TEORIE.......coooiiiiiiiiieieiieneinseieesesiesesies s 12
1.1  Tvorba matematického modelu..........cccoooviiiiiiiiiii e 12
1.2 Diferencidlni rovnice 1. FAQU........cooviiiiiiiiieiie e 13
1.3 AULONOMNT SYSEEIMY .uvriuviiiiiieiiitiestiete ettt e bbb e e e b e enne s 14
1.3.1  Autonomni SYStEM Na PIIMCE ....eeveevvirieeiiiiiiiieieee e 15
1.3.2  Autonomni SYStEMY V TOVINE ......civieeirieriieeieiiesiieiesieesieere s sne e snee s 15
1.3.3  Stacionarni body linedrnich Syst€mull V TOVINE ........ccovvveviiiiriiieniiiiesee e 16

1.4 SEADIITA ..o 17

2 JEDNODUCHE DYNAMICKE POPULACNI MODELY .......c.cooocummmriiariiinniinneri 18
2.1 RUStOVE MOAELY.....ccviiiiiiiiiiiii i 18
2.2 Model rlstu populace Zivych organiSmill .........ccccvvvveiieiiiiiiieiiie e 18
2.3 Model rovnovahy poctu druhii na ostrové / Macarturv model...........ccocevveiinnnnnnn. 20
2.4 Obecny logisticky rUSt POPULACE .......eervieiiiiiiiiciiiec e 22
2.5 Dynamika Klimaxove populace..........ccceeriiiiiiiiiiiiiicie e 23
2.6 Dynamika populace pod preda¢nim tlakem...........cccooveiiiiiiiiiiiiiiiiceccce 24

3 MODELY KOEXISTENCE DVOU DRUHU .........ccoovoiimicieieeeeeeeeeeee e es e, 27
3.1  Model konkurence mezi dvéma biologickymi druhy...........c.ccoovvriiiiiiiiiiiiciic 28
3.2 Model symbidzy dvou druhill ..........ccociiiiiiiiiiiciee 31
3.3 Klasicky Lotkliv-Volterriv model dravec-Korist ........cccoverieiiiiiiiniiiienie e 33
3.4 Model dravec-kofist s vnitrodruhovou konkurenci KOFisti........ccocerereneninienininnnne 35
3.5  Model dravec-koiist GAuSENO Y PU .....civeevieeieiieii e 38
3.6  Koexistence dvou konkurujicich si populaci zprostiedkovana dravcem................... 40
3.7  Modely chovani — vyvoj vZorcli ChOVANT .........cccoviiiiiiiiiic 42
3.7.1  Obecny Model SOUPETENT ......ccvveviiiiiiiiiiiiieiie s 42



3.7.2  Model soupeteni ,,jestiabli* a ,,holubic™.........ccooieviiiiiiiii 46

4  MOZNOSTI VYUZITI DYNAMICKYCH POPULACNICH MODELU V EKONOMII
48

4.1  Vyuziti modelu rastu populace Zivych organiSmull.........cccvvvvieiiiieiiies e 48
4.2  Vyuziti modelu konkurence dvou druhtl............coooeoiiiiiiiiii 51
4.3  Vyuziti modelu symbidzy dvou druhil.........cccooveiiiiiiiiiiiiic 54
4.4  Vyuziti modelu spolecenstva dravec-KOoTist .........cooviiiiiiiiiiciiiic e 58
5 PRIKLAD APLIKACE VYBRANEHO MODELU V OBLASTI EKONOMIE............ 63
ZAVER ..ot 69
POUZITA LITERATURA ....ootvtrrirtiirtiiressesssssssssssss sttt 72

SEZNAM ILUSTRACI A TABULEK

Obrazek 1 — Obecny logisticky st pOPUIACE .......ccvviiiiiiiiiii e 23
Obrazek 2 — Dynamika KIimaXove pOPULACE .........coiiiiiiiiiiiiiiiie e 24
Obréazek 3 — Model slabé KONKUIENCE..........eeiuiiiiieiiiiii e 30
Obrazek 4 - Model symbiozy dvou druhtll ..o 33
Obrazek 5 - Klasicky Lokta-Volter model dravc a kofist — rlizné poc¢atecni hodnoty ............. 35
Obrazek 6 - Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti — vyhynuti dravce, €2 = 2,2 ........... 36
Obrazek 7 - Stacionarni bod je ohnisko, v tomto piipad€ —€2 = 1.....ccoeiiiiiiiiiiiiieie 37
Obrazek 8 - Vyuziti modelu SYMDIOZY ........cccviiiiiiiiiiiiiiii e 58
Tabulka 1 - Mira inflace a praimeérné realné Mzdy..........ccooceriieiiiiniiiiceec e 59
Tabulka 2 - Praimérna roéni mira inflace .........ccovveriiiieiiieii e 59
Tabulka 3 - Meziro¢ni rust/pokles redlné mzdy ...........ccvevviieieeie i 60
Tabulka 4 - Mira zaméstnanosti a mira hrubych narodnich tspor v letech 2007-2021............ 63
Tabulka 5 - Mira zam@&stnanosti V CASE (1) .....ververrereeieriirienieniesiesiisesee e 64
Tabulka 6 - Mira hrubych narodnich GSpOr v €ase (1).......eoervereririiiiiieienese s 65



UvVOD

Téma této diplomové prace je Populacni modely a jejich ekonomicka aplikace. Cilem
prace je matematicky formulovat popula¢ni modely od jednoduchych, které popisuji vyvoj
moznosti aplikace téchto poznatkli v ekonomické teorii a praxi. Diplomova prace je délena do
péti Casti.

V prvni ¢asti diplomové prace je popsana potiebna zakladni teorie. Nejprve je
vysvétlena tvorba matematického modelu, kde se budu zabyvat jak tvorbou, tak i tfidénim
modeld riznymi zptsoby. Poté pfijdou na fadu diferencialni rovnice prvniho fadu, jejich
uptfesnéni, formulace a mozna feSeni. Pak se budu vénovat autonomnim systémim, které
muzeme rozdé€lit na autonomni systémy na piimce nebo v roving. A na zavér této kapitoly

zjistime, co je to stabilita.

V druhé ¢asti této diplomové prace jsou popsany jednoduché dynamické populacni
modely. Zac¢ina se od nejjednodussich popula¢nich modeld, mezi které se fadi riistové modely,
model ristu populace Zivych organismi a model rovnovahy poctu druhii na ostrové, kterému
se také fika Macarturtiv model. Nasleduji jednoduché dynamické populaéni modely, mezi které
se fadi obecny logisticky rast populace, dynamika klimaxové populace a dynamika populace

pod preda¢nim tlakem.

Ve tieti Casti této diplomové prace jsou vysvétleny modely koexistence dvou druhti.
Nejprve budou popsany typy modelti souziti dvou populaci a néasledné budou pfiblizeny
vybrané modely. Jako prvni je vysvétlen model konkurence mezi dvéma biologickymi druhy,
ve kterém jde hlavné€ o soupeteni mezi druhy. Pokracovat budeme modelem symbidzy dvou
druht, ktery jak uvidime zavisi na spolupraci dvou druhti. Poté bude ujasnén klasicky Lotkiiv-
Volterritv model dravec a kofist, kde je jeden druh potravou druhého. A bude nasledovat model
dravec-koftist s vnitrodruhovou konkurenci kofisti, v némz ptibyde dals$i proménna a vyuzijeme
i kapacitu prostfedi. Potom se piesuneme k realisti¢téjSimu modelu dravec-kotist Gauseho typu
a jako posledni bude ukidzdn model koexistence dvou konkurujicich si populaci
zprostifedkovanou dravcem, ten je uz zafazen mezi modely se tfemi proménnymi. Na zavér této
kapitoly budou vysvétleny modely chovani, konkrétn€ vyvoj vzorci chovani, mezi které patfi

obecny model chovani a model soupeteni ,,holubic* a ,,jestrabu.

Ve CcCtvrté Casti je popsdna moznost vyuziti dynamickych popula¢nich modela

v ekonomii. Prvni bude uveden piiklad Malthusovského modelu, ktery je typ ristového modelu,

10



a jeho vyuziti v ekonomice s pyramidovym systémem (napiiklad multilevel marketing). Potom
bude pieveden model konkurence dvou druhit do ekonomického prosttedi. Dalsi vyuziti bude
ukézdno na modelu symbidzy dvou druhti, kde budou popsany dva ekonomické subjekty, které
se zabyvaji vyrobou vzijemnych komplementii. Nasledné¢ bude vysvétlen a pieveden do

ekonomického prosttedi model dravec-kofist.

V paté posledni casti je zobrazen piiklad aplikace vybraného modelu v oblasti
ekonomie. Pro toto vyuziti jsem si zvolila model dravec-kofist s vnitrodruhovou konkurenci
koristi, ktery budu pfevadét na prostiedi trhu prace. Bude zde vyuzita mira zaméstnanosti a

mira hrubych narodnich tspor.
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1 ZAKLADNI TEORIE

V této kapitole bude predstavena tvorba matematického modelu a diferencialni rovnice
1. fadu. Dale pak autonomni systémy, mezi které¢ budou zahrnuty autonomni systémy na piimce

a v roviné. Na zavér této kapitoly bude vysvétlena stabilita.

Model mtze byt chapan jako jednodus$si zobrazeni reality, ktera vede k ur¢itému cili.
V ekonomii si mizeme piedstavit zkoumani ekonomického jevu, problému fizeni, systému
s ucasti lidi apod. Zobrazeni reality se mize oznacit nazvem original, prototyp nebo predmét

modelovani. Za pomoci vlastnosti modelu znazornuje proces modelovani vlastnosti prototypu.
1.1 Tvorba matematického modelu

Existuje né¢kolik druhti modela, které se tiidi nejriznéjSimi zptisoby. V této podkapitole

budou uvedeny néekteré z téchto modelt.

Délit modely muzeme podle zobrazovanych vlastnosti predmétu modelovani,
v takovémto piipadé mluvime o substitu¢nich modelech, ve kterych se rovnaji vS§echny nebo
pouze ¢ast zékladnich vlastnosti s prototypem, naptiklad ingredience. Dale se jedna o funk¢éni
modely, které popisuji chovani pfedmétu modelovani, respektive jeho funkce. Strukturni
modely jsou ty, kde je original zkoumén z pohledu struktury vnitiniho uspotadani prvku, své
vyuziti maji pfedev§im v matematice, fyzice, chemii apod. A poslednimi jsou smiSené modely,
které jsou kombinaci pfedchozich modeld. Kombinovat mizeme dva i vice modelt a sestava

se mize liSit. Pro svou sloZitost jsou vSak smiSené modely malo vyuzivané.

Clenit modely Ize také podle zobrazujici funkce na materialni a idealni. Materialni
modely funguji na principu matematickych, chemickych &i fyzikalnich zakoni. Clovék mize
preménovat pouze podminky existence objektu. Tyto modely se mohou dale d€lit na fyzické,
ty s fyzickou podobou originalu a na matematické s logickou vystavbou. Idealni modely jsou
zalozeny na zakonech logiky a jsou pouze soucasti ¢innosti lidstva. Délime je na predstavy

puvodem v procesu védeckého vnimani a na znakové modely.

Modely umime Kklasifikovat i vzhledem k tvar¢im vyhovujicim poZadavkim
na matematické, utvorené diky matematickym vyrazovym prostredkim a na schematické
(vSechny ostatni). U matematickych modelt rozliSujeme stochastické, u kterych jsou nékteré
prvky nahodné veli¢iny, a deterministické. Dle zavislosti na Case rozliSujeme jesté staticke,

které¢ nejsou zavislé, a dynamické, které zavislé na Case jsou. Matematické deterministické
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dynamické modely Ize dale rozdélit na spojité a diskrétni, podle toho, s jakymi veli¢inami se

pracuje. Obvykle maji spojité deterministické modely podobu diferencialnich rovnic

Cely proces utvaieni matematického modelu miizeme délit na tyfi ¢asti. Do prvni ¢asti
se fadi sestaveni samotného modelu, které zahrnuje zapis vlastnosti a zkoumanych zvyklosti
za pomoci matematickych termint. V druhé ¢asti se provadi matematicka analyza a ziskavaji
se teoretické dusledky. Do tieti Casti se zafazuje pruzkum, zda teoretické disledky modelu
souhlasi s vysledky pokusii a pozorovani, a v piipadé shody néasledné piijeti modelu. A posledni
Ctvrtou ¢asti je analyza modelu ve vztahu se ziskanymi informacemi provéfovaného objektu a

Vv ptipadé potieby nésledné vylepseni modelu.

Identifikaci koeficientli oznaime ureni hodnot parametri, které model obsahuje. Pti
této ¢innosti mzou nastat problémy, protoze matematické modely jsou pouze zjednodusenym
popisem redlné skutecnosti. Ve velké mife mohou byt modely akceptovany pouze Vv piipadé,
kdy veli¢iny dosahuji dostateéného mnozstvi hodnot, naptiklad pfi vyuziti statistickych dat.

Matematicka analyza ma hned né€kolik vysledki, mezi néz se obvykle fadi analytické,
numerické a grafické feSeni. V analytickém feSeni nejcastéji hleddme jeho kvalitativni
vlastnosti, protoZe ziskat takové feSeni je velmi obtizné, nékdy az nemozné. Numerické feSeni
dostaneme pomoci numerickych metod, nej¢astéji se pro tento typ vypoctu pouziva pocitacova

simulace. A grafické feSeni ma podobu funkce grafu v ¢ase [9].
1.2 Diferencialni rovnice 1. Fadu

Diferencialni rovnice maji podobu matematickych rovnic, v nichz v roli neznamych se
vyskytuji funkce a derivace téchto funkci. Necht’ G je podmnoZina eukleidovského prostoru
R?. Je-li f redlna funkce vymezena na této podmnoziné G, pak diferencialni rovnice prvniho
fadu ma tvar

y'=f&xy).
@
Vysledkem této rovnice je funkce y, ktera je diferencovatelna v kterémkoli intervalu J,
s hypotézou platnosti podminky [x,y(x)] € Gay'(x) = f (x, y(x)) pro kazdé x € J. Jedna
diferencialni rovnice mize mit hned nékolik vysledkt, az nekone¢n€é mnoho.
Reseni rovnice (1) spliujici pocatedni neboli prvotni podminku y(x,) = y,, kde

[X0, Yol € G, nazveme pocatecni tlohou (Cauchyovou tlohou) neboli po¢ateénim problémem.
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Muzeme se dostat i do situace, kdy dana pocate¢ni uloha nemé zadny vysledek nebo jich ma

nékolik.

Reseni y pocate¢niho problému nazveme uplnym fesenim, pokud spliiuje pocatedni
podminku a pokud toto feSeni neni obsazeno v zadném dal§im feseni tohoto problému. Pokud
ma tento pocatecni problém 1 dalsi jiné feSeni, které je souc€asti uplného feSeni, pak fekneme,
ze dany problém ma prave jedno feSeni.

Obecné feseni rovnice (1) bude g, pokud plati rovnost g = g(x, C) a jestli pro kazdé C
mizeme zapsat funkci ve tvaru y(x) = g(x,C). A pro vSechna (xy,V,) € G se vyskytuje
takové Cy, ze y(x) = g(x, Cy) je vysledkem pfislusného problému (1), ktery splituje prvotni
podminku. Tvar y(x) = g(x,C) ma kazdé feSeni rovnice (1) a tento vyraz pojmenujeme

partikularni feSeni rovnice.

Pfedpokladejme, Ze jsou na mnoziné G € R™, f(y,x) = (i(¥, X1, ) Xp), oor
fn(y, x4, ..., %)) vymezené funkce fi, f5, ..., fn @ X = (X1, X3, ..., X,). Systém diferencialnich

rovnic:
x1 = 10 X1, s X)),

xé = fZ(yl X1, ---;xn);

Xn = fn(0 X1, s Xp),
Ize zapsat ve tvaru rovnice:
x" = f(y, x).

Rovnice x" = f(y, x) pfedstavuje systém n oby¢ejnych diferencialnich rovnic 1. ¥adu a nazyva

se také n-vektorova obycejna diferencialni rovnice 1. fadu [5], [8], [18].
1.3 Autonomni systémy

Jsou systémy obycejnych diferencidlnich rovnic, které neobsahuji Zadnou nezavislou

proménou. Rovnice
x' =f(x),
)

se oznaCuje jako autonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic, pokud x =

(x1, %3, ..., Xy), vektorova funkce f(x) = (fi(xq, %2, o, Xn), s fn(X1, X2, 0, X)) Q=
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R™, Q € R je mnoZina bez izolovanych bodi a s neprazdnym vnittkem. Pfedpoklada se, ze f je
spojita a pocateéni problém x’ = f(x), x(t,) = x, ma pouze jediné feseni, které je uplné fesent,

pro jakékoliv (ty, xg) € R X ). Mnozina Q je fazovy prostor a proménna t oznacuje Cas.

Uplné neboli celkové feseni systému rovnic (2) x = @(t) mize byt vyobrazeno jako
graf zobrazeni @: R — (1 nebo jako kiivka ve fazovém prostoru  ve tvaru parametrické rovnice

x = @(t). Tato kiivka se nazyva trajektorie.

Pokud f(x*) = 0, pak bod x* miZeme oznacit jako stacionarni (rovnovazny, kriticky,
singularni) bod rovnice (2). V pfipadé, ze je trajektorie uzaviena kiivka, lze ji definovat jako
cyklus. Autonomni systém rovnic (2) mize mit jen jeden typ trajektorie. Za prvé cyklus neboli
uzavienou trajektorii, kterd odpovidd nekonstantnimu periodickému feSeni. Za druhé
trajektorie, které se navzajem nikdy neprotnou, nebo stacionarni bod, jenz odpovida

konstantnimu feseni [6].
1.3.1 Autonomni systém na primce

Zkoumanim fazového prostoru se budou dostavat data o postupu vysledku rovnice x' =
f(x) pron = 1.
Rovnice je pocitana v prostoru Q, ve kterém se omega rovna intervalu nebo jeho sjednoceni.
Vysledna trajektorie mize mit podobu piimky, poloptimky bez krajniho bodu, vnitini tsecky

nebo stacionarniho bodu. Podrobnéji:

e piimka — funkce f neméni znaménko, tedy zlstane kladna nebo zaporna a fesenim je R,

e polopiimka bez krajniho bodu — je-li ¢islo a € R takové, Zze a € Q nebo f(a) = 0, pak
miiZe nastat jeden nebo vice ptipadi (—o0; a) € Q, f(x) # 0 pro x < a nebo (o0; a) <
Q,f(x) #0prox > a,

e vnitfek use¢ky — existuji-li ¢isla a,b € R takova, ze (a,b) € Q,f(x) # Oprox €
(a,b) azaroven f(a) = O nebo b & QO nebo a & Q asoucasné f(b) =0,

e stacionarni bod x* € Q, jestlize f(x*) = 0 [16].
1.3.2 Autonomni systémy v roviné

Jsou systémy, které obsahuji dvé spojité funkce dvou proménnych, které jsou
definované na né&jaké mnoziné. Pfedpokladany jsou dva autonomni systémy rovnice X' = f(x),

tedy pron = 2, v prostoru Q € R?. Systémy budou mit tvar

x; = f1(x1,x3)
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X = fo(x1,%2)

®)

Dale je predpokladdana jednoznacnost a existence feSeni vSech pocateCnich, prvotnich

problémd. Singularnimu bodu x* = (x7, x3) rovnic (3) se fika bod rotace, stfed, ohnisko, uzel

nebo sedlo, podrobnosti jsou uvedeny nize:

>

1.3.3

bod rotace — pokud existuje v kterémkoli okoli bodu x* alesponi jeden cyklus, ktery
obsahuje ve svém vnitiku bod x*,
stired — pokud muzeme definovat ryzi okoli V bodu x* takové, ze vSemi body z tohoto
okoli prochazi jedna trajektorie, ktera je uzaviena a ve vlastnim vnitiku obsahuje bod
x* (stfed je specialni druh bodu rotace),
ohnisko — pokud Ize definovat ryzi okoli V bodu x* takové, ze bod x(t) z trajektorie x
zacinajici z kteréhokoliv bodu z tohoto okoli V ma atribut konvergovat pro t — oo nebo
pro t - —oo Kk x* tak, ze rozmér orientované¢ho thlu a(t), ktery svira vektor
(x1 (), x, (t)) — (x1,x3) Sn&jakym pevnym vektorem, kde x; je pevny bod z Q, ma
nevlastni limitu,
uzel — pokud existuje ryzi okoli V bodu x* takové, ze pro bod X(t) z trajektorie X
vybihajiciho z kteréhokoliv bodu z tohoto okoli V plati
tl_i)g_rnoox(t) =x",
a zaroven rozmeér orientovaného thlu a(t), ktery svira vektor (x1 (), x5 (t)) — (x1,x3)
s n¢jakym pevnym vektorem, kde x; je pevny bod z Q, ma konec¢nou limitu,
sedlo — pokud existuje pouze konecny pocet trajektorii x = x(t) takovych, ze
tErinwx(t) = x".
Stacionarni body linearnich systémi v roviné

Pro tento vypocet Ize predpokladat, ze mame linedrni homogenni autonomni systém

s konstantni matici. Nasledn€ je dan dvourozmérny systém

kde

!

x' = Ax,

a1 Qg2 X1
A= <a21 aZZ)’ aij € ]R, X = (xz).

Jedinym stacionarnim bodem tohoto systému x' = Ax je pro det(A) # 0 bod (0, 0). V ptipadg,

ze se det(A) = 0 je stacionarnich bodi nekone¢né mnoho. Kvuli zjisténi, o ktery typ bodu se
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jedna, prozkoumavame vlastni ¢isla matice A. Pro zavedeny systém X’ = Ax, za piedpokladu
det(A) # 0, ziskdme dv¢ vlastni Cisla A4,4,. Pak se podle hodnot vlastnich cisel fika

stacionarnim bodim uzel, sedlo, stied nebo ohnisko a pro singularni bod (0, 0) plati:

> UZEI — pOkUd Al,ﬂ.z € R a zaroven All Az >0 nebO 11112 < O,
» sedlo—pokud 1,4, € Razaroven 4; >0aA, <0nebod; <0ad, >0,
» stired — pokud A4, A, = £, to znamena, ze A4, A, jsou ryze imaginarni ¢isla,

» ohnisko — pokud 44,4, = a £+ fi,a # 0.
Vysledky 44,4, = 0aA; = 4, jsou v bézném systému nepravdépodobné a jejich vyskyt témet
nulovy, proto zde nebudou vysvétleny [14], [16].

1.4 Stabilita

Stabilita jinak nazveme také stalost vazeb zajiSt'ujicich udrZzitelnost systému. Pfi analyze

modelu pomaha stabilita provétovat chovani modelu v okoli stacionarnich bodu.

Reseni & systému diferencialnich rovnic x’ = f(t, x), za podminky pro viechna feseni
|x(t;) — X(t1)| < 8, je stabilni, kdyz pro kazdé € vétsi nez nula a pro kazdé t; € R existuje
5 =6(s,t;) >0 tak, e pro kazdé t > t; plati |x(t) — %(t)| < e. ReSeni ¥ se nazyva
nestabilni, pokud neni stabilni.

Reseni & systému diferencialnich rovnic x’ = f(t, x), za podminky pro viechna feseni
|x(t;) — X(t1)] < &, je stejnosmérné stabilni, jestlize pro kazdé e vétsi nez nula a pro kazdé
t; € Rexistuje § = §(g) > 0 tak, Ze pro kazdé t > t, plati |x(t) — X(t)| < e.

Pro autonomni systémy plati, ze pokud je feSeni stabilni, pak je i stejnosméerné stabilni,
ale neplati to obracené — pokud je feSeni stejnosmérné stabilni neznamena to, Ze je i stabilni.

Reseni % systému diferencialnich rovnic x” = f(t, x) je asymptoticky stabilni, pokud je

stabilni a kdyz existuje § vétsi nez nula tak, Ze pro kazdé t; z redlnych ¢isel plati

x(t1) — X(t)] <& = lim|x(¢) — %(O)] = 0.

Reseni ¥ systému diferencialnich rovnic x’ = f(t,x) je stejnosmérné asymptoticky

stabilni, pokud je asymptoticky stabilni a zaroven stejnosmérn¢ stabilni [6], [11].
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2 JEDNODUCHE DYNAMICKE POPULACNI MODELY

V této kapitole budou vysvétleny zakladni populacni modely a jednoduché dynamické

popula¢ni modely.
2.1 Riistové modely

V Case t necht’ x(t) spada do kterékoliv ¢iselné miry rozsahu zadané populace. Touto
populaci rozumime souhrn jedinct, kterymi mohou byt spole¢enstva zivych organismu v¢etné
lidi, ale napf. i ¢astice zneCistujici pfirodu, dievni hmotu zivého stromu apod. Spravna mira
rozsahu populace mize mit podobu poc¢tu miliont korun tvoficich kapitalové zasoby podniku

ey

nebo pocet milionti obyvatel zijicich na Zemi atd.

Necht’ je dana velikost populace X v ¢ase t. Funkce b(t, x) udava rychlost ristu populace
na jednotku populace. Obdobné d(t, x) ukazuje miru ubyvani neboli aumrti jednotek z populace
za jednotku ¢asu na kazdou jednotku populace pii velikosti populace x v Case t.

Piedpokladejme, Ze b(t,x) a d(t,x) jsou spojité nezaporné funkce a velikost populace
Xx= X(t) je diferencovatelna funkce. Bereme-li v ivahu zménu velikosti populace na ¢asovém

intervalu (t, t + At), kde zména t je mala, lze pfedpokladat:

x(t + At) —x(t) = [b(t, x(£)) + o(D]AL[x(t) + 0(1)] — [d(t, x(D)) + o(D)]At[x(t) +

0(1)], kde 0(1) znazortiuje libovolnou funkci konvergujici k 0 pro At — 0.

Z tohoto vztahu vyplyva

XEI7O — [b(8,x(6)) + 0(D][x(6) + 0o(D] = [d(t, (D) + o(D][x() + o(D)].

At B
A limitnim pfechodem At — 0 dostaneme diferencialni rovnici

% = u(t, x)x, kde u(t, x) = b(t,x) — d(t, x).

Funkce u(t,x) muZe obecné zaviset na t a X, ale také na mnoha dal$ich parametrech a
proménnych. Této funkci fikame specificka mira rastu [4].
2.2 Model rustu populace Zivych organismi

Tento model se vyuziva naptiklad pii zjiStovani ristu populaci mikroorganismd, ale 1ze jej

pouzit i pro populaci lidi. Pro tento model se pfedpoklada nekonstantnost specifické miry riistu

a zéaroven jeji zavislost na mnozstvi dostupné potravy. Pfi malych populacich miizeme vyuzivat
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Malthustiv model, ktery patii mezi jednodussi modely a je zaloZen na zavislosti specifické miry

rustu « na velikosti populace x:
x' = px.

Vysledem uvedené rovnice je x(t) = x(0)ePt. V ptipadé malé populace a za kratké
casové obdobi se Malthusiiv model ptiblizuje statistickym tdajim. Na druhou stranu pii velké
populaci by bylo jeji vyvijeni neomezené, coz by zapficinilo nedostatek potravy. Proto je

V realném svété nutné tento model modifikovat.

Vlivem omezenosti zdroju dochazi v tomto modelu uvnitt populace k vnitrodruhové
konkurenci. Konkurence se zvétSuje s pfibyvajicim mnozstvim jedincd, zvySuje tmrtnost a
zmensuje porodnost. Proto zavadime hypotézu, a to specifickou miru ristu u jako klesajici

funkci velikosti populace.

Linearni klesajici funkce u(x) = a — bx, kde a je koeficient rustu (v idealizovaném
prostiedi s neomezenymi zdroji, vV realném prostiedi nemozné) a b je koeficient zpomaleni ristu
(znéazornuje konkurenci uvniti populace). Vzhledem ke kladné hodnot¢ koeficientu b lze zapsat

rovnici nasledovné:

dx
i (a — bx)x.

Této rovnici fikaime Verhulstova nebo logisticka, jejimz grafem byva logisticka kiivka. Je-li
a> 0, ma tato rovnice s pocate¢ni podminkou x(0) = x, = 0 feSeni:

ax

x(0) = bxy + (a — bxy)e~ 4t

Pokud na pocatku monitorovaného obdobi byly jiz pfitomni néjaci jedinci z uvazované
populace, z feSeni miizeme vidét, Ze k ustaleni populace dojde na hodnoté a/b. Pokud vsak na

pocatku sledovani Zaddn4 populace neexistuje, uz se neobjevi.

Dalsi linearni klesajici funkce v celém intervalu (0, o) bude rovna: u(x) = —a ln (%)

kde a, K > 0. Dostaneme rovnici

dx x
— = —axlIn=,
dat K

jejiz teSeni s pocate¢ni podminkou x(0) = x, > 0 je

x(t) = K exp (e‘“tln %) .
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Grafické teSeni této rovnice nazyvame Gompertzova kiivka. Populace se ustali na hodnoté

parametru K [1].
2.3 Model rovnovahy poctu druhii na ostrové / Macarturiv model

Tento model se zabyva rastem populace na novém neosidleném misté¢ s omezenou
rozlohou pusobnosti. Lze si ho pfedstavit jako novy opustény ostrov, kam imigruji z pevniny
ruzné druhy organismi. S ptaky se napf. na ostrov dostanou semena rostlin, vitr pfinese drobné
¢lenovce, s lidmi piipluji hlodavei apod. Nékteré druhy se na ostrové usadi trvale, jiné vymfiou.
Cely proces se opakuje, dokud nenastane urcitd rovnovaha poctu druht. Pro matematické

modelovani Ize predpokladat:

1) Srostouci vzdalenosti ostrova od pevniny klesa za jednotku ¢asu pocet imigrujicich
druht.

2) Se zvétSujicim se poétem imigrujicich druhti roste za jednotku ¢asu pocet druht, které
uspesné kolonizuji ostrov, a S rostoucim poctem druhi, které jiz na ostrove sidli, klesa
za Casovou jednotku pocet druht, které uspésné kolonizuji ostrov.

3) Sklesajici velikosti ostrova (klesajici zdroje) a s rostoucim po¢tem druhti na ostrové

roste za jednotku ¢asu pocet druhd, které na ostrové vymiou.
Oznaceni:
S ... rozloha ostrova,
d ... vzdalenost ostrova od pevniny,
Ni ... intenzita migrace,
N(t) ... pocet druht sidlicich na ostrové v Case t,
Nk(t) ... pocet druht, které ostrov kolonizovaly za Cas t,
Nv(t) ... pocet vymielych druhti na ostrové za Cas t.
Pak je zfejmé, ze:

N(t) = Ni(t) — Ny, (D).

4

K sestaveni nejjednodus§siho mozného matematického modelu uvazovaného procesu,
ktery spliiuje podminky 1-3, je potieba ptevést predpoklady na rovnicovy tvar. Z predpokladu
jedna plyne:
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C
N; =,

O
kde c je kladna konstanta. Pocet druht, které za Casovy interval At kolonizuji ostrov je

N, (t + At) — N, (t) a z ptredpokladu dvé vyplyva:

Ny(t+A8) — No(t) = bt pr =261 4
k(t + At) — N (t) = m t—gm L,

(®)
kde b je kladna konstanta a f nezaporna konstanta. Pocet druhd, které na ostrové vymiou

za Casovy interval At je N, (t + At) — N, (t) a z pfedpokladu tfi dostaneme

N,(t + At) — N,(t) = a%N(t)At,

(6)

kde a je kladna konstanta. Z rovnic (4), (5) a (6) nyni dostavame tvar

bc 1 a
N(t) = Ny (t + At) —gmm — N, (t + At) +§N(t)At,
po Upravé
N({t+At)—N(t) b 1
( )-N@® _ b ~ N,
At dNt)+p S

Oznacenim a = %, y = Z, kde a a y jsou kladné konstanty a provedenim limitniho pfechodu
At — 0, ziskdvame model vyvoje poctu druhil na ostrove (pocatecni tlohu)

dN_ a N
dt N+p vy

Pocate¢ni podminka N (0) = 0 odpovida situaci, kdy byl na poc¢atku ostrov neosidleny.
Je-li B > 0, feseni pocatecni ulohy s pocatecni podminkou je v implicitnim tvaru
NN (N, = NP,
1 1
kde N ZE(‘/BZ + 4ay — B), N, =5(,/,32+4ay+,8).

Pro stacionarni feseni N(t) = N pocatecni ulohy je N feSenim algebraické rovnice

N+p



kde Ni, -N2 jsou kofeny této rovnice. Zaroven N; > 0,N, > 0, z ¢ehoz vyplyva kladné

stacionarni feSeni

N(t)=N =%(\/,82 +4ay—ﬁ).

U]

Staciondrni feseni je asymptoticky stabilni, jestlize F(x) > 0 pro x € (0, N ) a

_ 1
F'(N)= Y]

(N+p)° V¥
kde F(x) = ﬁ — % Reseni N pocateéni tllohy s po&ateéni podminkou roste a asymptoticky se
piiblizuje k hodnoté N.
Je-li B = 0, pak prava strana pocateéni ulohy neni definovana pro N = 0, coz znamena,
7e nemize byt uvazovana pocateéni podminka N(0) = 0. ReSenim po¢atedni Glohy bude

Bernoulliova rovnice za podminky tlirglJr N(t) = 0, dana vyrazem

N(t) = |ay <1 — exp (— %))

Pro toto feseni plati limita tlim N(t) = ay.

Pocet druhti na ostrove se po urcité dob¢ ustali na néjakém dynamickém rovnovazném
stavu. Pro § = 0 je tento rovnovazny stav dan vyrazem (7) a pro f > 0 je tento rovnovazny

stav pfiblizné roven % V obou ptipadech plati, ze je tento rovnovazny stav poctu druha

na ostrové tim vétsi, ¢im veEtsi je rozloha ostrova a ¢im mensi je vzdalenost od pevniny, a
naopak, ¢im je ostrov mensi a ¢im vétsi je jeho vzdalenost od pevniny, tim je mensi rovnovazny

stav druhu [9].
2.4 Obecny logisticky rust populace

Zakladni rovnici tvaru Z—IZ = N(e — BN) je popsan vyvoj velikosti N = N(t) populace
v &ase t. Resenim této rovnice na intervalu (0, ) je tILrg N(t) = ; jestlize € >0, >0 a

N(0) > 0. Nosna kapacita nebo Gzivnost prostiedi piedstavuje velikost populace, kterou je

’ v 17 Ve s v &€ . ’ o rv
dané prosttedi schopno uzivit, a znaci se K = 5 Specifickou miru rstu populace, u niz by se
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neprojevovala vnitrodruhova konkurence, predstavuje parametr €. Zakladni rovnici lze prevést

na tvar
d—N=BN(K—N), nebo d—N=eN<1—E>.
dt dt
®)
Jestli
d*N

dN
dt? d

= (K —-N) NdN— (K 2N)dN—0
=P NG =F de
tedy kdyz N = %K , pak graf feSeni rovnice (8) ma inflexni bod. V polovin¢ kapacity prostiedi
nebude inflexni bod, jestlize redlna populace bude mit ristovou kiivku. V takovém piipadé 1ze

rovnici (8) zobecnit a zapsat ve tvaru, kde g, a, b jsou kladné parametry

v _ N%(K — N)b

= BNO(K = NP,

©9)

Pouze pro N € (0, K) je obecné definovana prava strana rovnice (9). Proto je k této rovnici
pfidana pocatecni podminka

N(0) = N, € (0,K).
Reseni rovnice (8) s pocateéni podminkou (9) s riznymi hodnotami parametrti a, b (viz.

Obrazek 1).

Obrazek 1 — Obecny logisticky riist populace

Zdroj: [20]
2.5 Dynamika klimaxové populace

Pro tento model se pfi vyvoji populace pouziva specifickd mira ristu p = u(N). Tu

mizeme povazovat za kladnou, tedy u > 0, pokud N € (0, K) nebo za zapornou, tedy p < 0,
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pokud N € (0,0) U (K, ). A model ma jedno lokalni maximum, coz je bod, ve kterém se
funkce méni z rostouci na klesajici [10]. Hodnota ® > 0 a ukazuje prah pieziti populace,

konstanta K > @ interpretuje nosnou kapacitu prostredi. Funkce spliujici tyto podminky je

u(N) = (g — 1) (1 - %) Diferencialni rovnice popisujici vyvoj populace ma tvar

o33

Najit presné feSeni této rovnice je slozité, takze pro zjednoduSeni pouzijeme kvalitativni
analyzu. Rovnice ma tfi singularni body N; = 0, N, = @ a N; = K. Funkce u(N) je derivaci
funkce N (t) a plati: funkce N (t) je klesajici na intervalu (0, @) U (K, o) a rostouci na intervalu
(0,K), kde t zobrazuje ¢as. Odtud plyne, Ze stacionarni feseni N; a N5 jsou asymptoticky

stabilni a stacionarni feseni N, je nestabilni.

Obrazek 2 — Dynamika klimaxové populace

Zdroj: [14]
Pro rizné pocatecni populace s parametry r = 2,0 = 2 a K = 5 (Obrazek 2). Jestlize je prah
pieziti populace vétsi nez pocatecni populace, tak tato populace vymira. Pokud je pocate¢ni
populace mezi hodnotami prahu pteziti populace a nosnou kapacitou prostiedi, tak se populace
zvétsuje. Pokud je pocatecni populace prilis velkd, vymira, dokud se hodnota nedostane k nosné

kapacité prostiedi [2].
2.6 Dynamika populace pod preda¢nim tlakem

V tomto modelu se jedna o populaci, se kterou je v prostiedi i jeji predator neboli
konzument. Zaroven neni uvazovana populace hlavnim zdrojem obzivy pro predatora nebo neni
jedinym zdrojem. Velikost populace v ¢ase t budeme oznacovat jako N(t). S pfitomnosti dravce

se zpomali vyvoj populace. Tuto situaci pfedstavuje rovnice
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v _ N(K—N N
== BN(K = N) = p(V),

kde konstanty g > 0a K > 0. Funkce p vmodelu vyznacuje zpomaleni rustu populace
nasledkem Cinnosti predatorti, 1ze ji chapat 1 jako ubytek populace, kterou znicili predatoii
za jednotku ¢asu. Funkce p ma esovity pribéh. Piedpokladame, Ze:
e funkce p je rostouct, je-li vice kofisti, predator ji zni¢i vice,
e p(0) = 0, jestlize se v prostiedi nevyskytuje zddny jedinec populace kofisti, predator si
najde jiny druh obzivy,
e 3da,a > 0 takové,ze Al’im p(N) = a, predatofi lovi do své hladiny nasyceni nikoliv
neomezené, 1 kdyZ je v prostfedi mnoho potencialni kofisti,

e proN < b (b je prahova hodnota) s ristem N roste p pomalu, pokud je populace kofisti

pfilis mala, predator ji nevyhledava a dé prednost alternativnimu zdroji obZivy.

2
Funkce splnujici vSechny dané predpoklady je p(N) = bZa+LNZ' Vyvoj uvazované populace se

bude pocitat nasledovné

dN aN?

ar - PNE=N) =~y

, . N a . bKp K o, .
Pomoci substituce u = 2 T=y t aoznaceni r = — 9 = 5 prepiseme rovnici na

du_ (1 u) u
T q 14+ u?

2

Protoze jsou v rovnici obsazeny jen dva bezrozmérné parametry I, g, stava se tato rovnice pro
analyzu vyhodné;jsi. Kapacita prostiedi je imérna parametru g a specificka mira rastu populace

SK je tmérna parametru r [14].
Po oznaceni

2

u u
T, = 1__>_—I
fwr,q) ru( q 1+ u?

fiw;r,q) =T(1—g>; fo(w) =ﬁ,

jsou kotfeny rovnice

fitw;r,q) =0
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. et . du u\  u? T AT,
singularni body diferencidlni rovnice =T (1 — 5) ~ T Jedno ze stacionarnich feseni je

u = 0, dalSim staciondrnim feSenim by bylo feSeni splitujici rovnici

(1-2)=1%
4 q) 1+u?

26



3 MODELY KOEXISTENCE DVOU DRUHU

Jedna se o modely, kde uvazujeme dvé rizné populace v jednom teritoriu. Oznacme
velikost v ¢ase t prvni populace Ni(t) a druhé populace Nz(t). Pokud jsou k sobé tyto dveé

populace navzajem neutralni, 1ze jejich vyvoj, podle piedeslych poznatkd, zapisovat rovnicemi
Ni = (&1 — a1 NNy, Ny = (&2 — azN3) Ny,

kde a;, @, > 0 a g, &, > 0. Pokud se ve skute¢ném prostiedi objevi dvé odlisné populace, byva
mnozstvi jedné ovlivnéno existenci druhé a naopak. Pravdépodobnost, Ze se potkaji dva jedinci
ruznych populaci je imérna tomuto vlivu. A ¢islo ziskané vyndsobenim velikosti jednotlivych
populaci bude tmérné této pravdépodobnosti. Popis vyvoje velikosti dvou vzijemné se
ovlivitujicich populaci Ize zapsat pomoci nasledujiciho matematického modelu, soustavou dvou

diferencialnich rovnic
N{ = (&, — a;N;)Ny + ¥ Ny Ny,
N; = (&2 — azN3)N; + v, Ny N,
Znaménko y; urcuje vliv druhé populace na prvni:
e y; > 0: druha populace podporuje rist prvni populace,

e ¥; < 0: druhd populace omezuje riist prvni populace,

e y; = 0: druhd populace neovlivituje rist prvni populace.
Znaménko y, urcuje vliv prvni populace na druhou populaci:

e Yy, > 0: prvni populace podporuje vyvijeni druhé populace,
e ¥, < 0: prvni populace omezuje vyvoj druhé populace,

e Y, = 0: prvni populace neovliviiuje vyvoj druhé populace.
Vztahy dvou populaci mizeme ¢lenit na zaklad€ znamének koeficientd nasledovné:

e + + mutualismus,

e + 0 komensalismus,
e +-predace,

e -0 amensalismus,

e - - konkurence,

e 00 neutralismus [17].
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3.1 Model konkurence mezi dvéma biologickymi druhy

Tento model je zaloZzen na konkurenci dvou druht, které se vyskytuji ve stejném

prostiedi, soupefi o potravu, své teritorium apod. Budeme pouZzivat oznaceni nize:
N1 ... velikost populace prvniho druhu,

N2 ... velikost populace druhého druhu,

g > 0 ... stiedni rychlost ristu prvni populace na jednoho jedince,

&, > 0 ... stfedni rychlost riistu druhé populace na jednoho jedince.

Kvili omezenému mnozstvi zdroji zivin (potravy) dochazi u rozsitenéjSich populaci ke

zpomaleni jejich vyvoje. Toto zpomaleni piedstavuji nasledujici funkce f; (Ny, N,), f>(N;, Ny):

dN.
d_tl = (51 - fl(leNZ))Nli
dN
d_tz = (32 - fz(NpNz))Nz-

Pro zjednoduSeni budeme piedpokladat, ze f;(N;,N,) = a;;N; + a;;N, (i =1,2), kde
a;j > 0 (i,j = 1,2). Matematicky model bude znazoriiovat soustava dvou diferencidlnich
rovnic

Ni = (&1 — 11Ny — a;oNo)Ny,

Ny = (&2 — a1 Ny — azaNo)N,.
Pro tyto rovnice maji vSechny pocatecni problémy jediné uplné feSeni. Vénovat se budeme

feSenim v prvnim kvadrantu. Pomoci dimenzionalni analyzy modelu a substituce dostaneme

nasledujici systém dvou diferencialnich rovnic
Ni{ = (1 =Ny —aN;)Ny,
N; = (¢ = bN; — N;)N,,
(10)

a a €
kdea=-"2p=-"2c==2
a22 11 €1

Tento systém ma singularni body [0, 0], [1, 0], [0, c], jako dalsi je potieba najit feSeni dvou

rovnic

N1+aN2=1
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le +N2 = C.

Podle vyc¢isleni parametru a, b, ¢ zjistime, jestli ptibude diky témto rovnicim dalsi singularni

bod obsazeny v prvnim kvadrantu. Nejcastéji se setkame s pripady:

. b<cac<]l,
II. b>cac>1,
M. b<c,ac>1,
IV. b>cac<]1.

Piipad I. je model slabé konkurence a musi platit ab < ac < 1. Soustava rovnic (10) ma ¢tyfi

singularni body obsaZené v prvnim kvadrantu

1—ac c—b»b
Jacobiho matice soustavy (10) je
_ 1 - 2N1 - aN2 _aNl
](Nl, NZ) - [ _bN2 Cc — le - 2N2:|.

Vypoctem hodnot Jacobiho matice v singuldrnich bodech a naslednym ziskdnim pftislusnych
vlastnich ¢isel zjistime, ze nestabilni uzel je singularni bod [0, 0], sedla jsou singularni body
[1,0] a [0, c] a stabilni uzel je v singuldrnim bodé [N;,N,] = [(1 —ac)/(1 — ab), (c —
b)/(1 — ab)]. Po daném case se velikosti populaci ustdli na hodnotach Nj, N, coz vede

k pieziti obou populaci (Obrazek 3).
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1l/a—

Cq

Obrazek 3 — Model slabé konkurence
Zdroj: [9]
Piipad II. je model silné konkurence a musi platit ab > ac > 1. Systém (10) ma opét Ctyti

singularni body v prvnim kvadrantu

1—ac c—b>b
1—ab’1—abl

[0,0,  [1,0],  [0,c],

Vypocet Jacobiho matice a ptislusnych vlastnich ¢isel bude stejny jako v Ptipadu I., jen néktera
¢isla budou mit opacna znaménka a tim 1 opacny charakteristicky smér. Vypoctem zjistime, ze
nestabilni uzel je v singularnim bod¢ [0, 0], stabilni uzly jsou v bodech [1, 0], [0, c] a sedlo je
v singularnim bod& [Ny, N, ]. Pii t — o se musi kazda trajektorie prochazejici bodem v prvnim
kvadrantu limitné blizit k singuldrnimu bodu [1, 0] nebo [0, c]. Ptipad II. povede k vyhynuti

jednoho z druhu.

Piipad III. je model dominance druhého druhu. Systém (10) ma tentokrat jen tfi singularni
body [0,0],[1,0] a [0, c]. V bod¢ [0, 0] je stabilni uzel, v singularnim bodé [1, 0] je sedlo a
v singuldrnim bod [0, c] je stabilni uzel. Ctvrty singularni bod se nachazi mimo prvni kvadrant
nebo neexistuje. Pfi t — oo se vSechny trajektorie prochdzejici bodem v prvnim kvadrantu
limitné ptiblizuji k bodu [0, c]. Ptipad III. povede k pieziti druhého druhu, zatimco prvni druh

vymfe.

Pripad IV. je model dominance prvniho druhu. Systém (10) ma opét jen tii singularni body

v prvnim kvadrantu [0, 0], [1,0] a [0, c]. V singularnim bodé [0, 0] je nestabilni uzel, v bodé
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[1, O] je stabilni uzel a v singularnim bodé¢ [0, c] je sedlo. Pfi t = oo se vSechny trajektorie
prochazejici bodem v prvnim kvadrantu limitné¢ pfiblizuji k bodu [1, 0]. Ptipad IV. vede

k pieziti prvniho druhu a vymieni druhu druhého [9].
3.2 Model symbioézy dvou druhi

Tento model je zaloZen na souZiti dvou druhii populaci, které si vzdjemné€ pomahaji. To
znamena, ze vyskyt jednoho druhu urychluje vyvoj druhého a naopak. Tento druh spoluprace

neboli vzdjemné podpory nazveme mutualismus. Bude pouZito nasledujici oznaceni:
Ni ... velikost populace i-té¢ho druhu,
&i ... specificka mira ristu i-t¢ho druhu,

kde i = 1, 2. Tento model se od pfedchoziho modelu konkurence odlisuje opa¢nymi znaménky

koeficientll vzajemného plsobeni, a rovnice maji tvar:
Ni = (&1 — 11Ny + a15No)Ny,
Ny = (&2 + az1Ny — a3 No)Ny,
po provedeni dimenziondlni analyzy dostdvame zapis
Ni{ = (1 =Ny + aNp)Ny,
N; = (¢ + bN; — N;)N,,
(11)
kde jsou vSechny parametry kladné a plati

(247) a4 &
a=——,b=—",c=—

oY) a1 &1

Koeficienty a, b lze vysvétlit jako relativni silu mutualismu vzhledem k sile vnitrodruhové

konkurence.

Matematicky model s pomocnymi koeficienty (11) ma v prvnim kvadrantu singularni

body [0, 0], [1, 0], [0, c] a pokud je ab < 1, dalsim bodem bude

14+ac b+c b+c 1+ ac
]:[1+

[NI'NZ]:[l—ab'l—ab al—ab'c+ 1 —abl

Jacobiho matice stejného modelu bude

_ 1 - 2N1 + aN2 aN1
](Nl' NZ) o [ bNZ C + bN1 - 2N2:|.
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Pokud je ab < 1, mluvime o slabém mutualismu. Hodnota Jacobiho matice bude
v singularnim bodé& [Ny, N, ]
1+ac 1+ac
a
~ vy—| 1—ab 1—ab
](Nl)NZ)_ b+C b+C .
1—ab 1—ab

Charakteristicka rovnice této matice je

1+b+c+ac/1 (1+ac)(b+c)_0

2
A 1—ab + 1—ab ’

kofeny této rovnice jsou

—(1+b+c+ac)FVD
2(1 —ab) ’

/11,2 =

kde D je diskriminantajerovenD = (1 + b + ¢ + ac)? — 4(1 + ac)(b + ¢)(1 — ab). Vlastni
&isla A, 5 jsou odligna, zaporné a realna, singularni bod [Ny, N,] se nazyva stabilni uzel. Pii
t — oo se vSechny trajektorie prochazejici né¢jakym bodem v prvnim kvadrantu limitné blizi

k bodu [N;, N,]. Obé populace pieZiji a jejich velikosti jsou vétsi, nez kdyby byly tyto populace

bez vzajemné spoluprice v tomtéz prostiedi.

Pokud je ab > 1, jedna se 0 silny mutualismus. JelikoZz jsou obé pravé strany rovnic (11)
kladné, obé& slozky feSeni prochdzejiciho n&jakym bodem z mnoziny R% neomezené rostou a
prvni kvadrant neobsahuje zadny Singularni bod. Ale neomezeny rtst populaci neni mozny
kvuali omezenym zdrojtim (velikost prostfedi, potrava, voda, ...). Po ptiznivém obdobi pro obé
populace dojde ke zhrouceni jejich Zivotniho prostiedi. Viz. Obrazek 4, kde X piedstavuje N1
a'Y predstavuje No.
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Obrazek 4 - Model symbiozy dvou druhi

Zdroj: [9]
3.3 Klasicky Lotkiiv-Volterriiv model dravec-korist

V tomto modelu se budeme zabyvat dvéma populacemi, ve kterych je jeden druh
konzumentem druhého druhu. Prvni populaci nazveme ulovkem (kofisti) a druhou

konzumentem (dravcem). Pouzijeme nasledujici oznaceni:
N1 ... velikost populace kofisti,

Nz ... velikost populace dravce,

& ... stfedni rychlost riistu velikosti populace kofisti,

—¢&, ... stfedni rychlost rstu velikosti populace dravce.

Dravec se zivi vyhradné kofisti, bez pfitomnosti kofisti by populace dravce vymiela a tedy
&, > 0.Zaroven ma koftist dostateCny zdroj potravy pro pteziti, tedy & > 0. Pro zvySeni AN;
resp. AN, velikosti populace pii prirastku ¢asu At, existuji konstanty y;,y, takové ze y; > 0 a

y2 > 0 plati

ANl = glNlAt - lelNZAtI
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ANZ - _EzNzAt + yleNZAt'
Ubytek populace kofisti vlivem konzumovéni dravcem predstavuje vyraz y; Ny N,At. Prirtstek
velikosti populace dravce vlivem konzumace kofisti ptedstavuje vyraz y, N; N, At. Efektivnost
pfemény jednotky kofisti na jednotku dravce je podil y;/y,. Limitnim pfechodem At — 0 a

podélenim piiristkem At dostaneme klasicky model Lotkuv-Volterriv, ktery ma tvar dvou

diferencialnich rovnic
Ni = (& — ¥1N2)Ny,
Ny = (=& + y2N)N,.
(12)
Kazdy pocatecni systém ma pro tento systém rovnic jediné Uplné feSeni. Tato soustava rovnic

(12) ma singularni body [0, 0] a [:';—2, )g/—l] Jacobiho matice systému (12) je
2 1

& — 11N, —v1NV; ]

N, N,) = [
J(N3, Nz ) V2N, —& +vy.N;

Vypoctem Jacobiho matice, vypocitdnim vlastnich ¢isel této matice a naslednou integraci
zjistime, ze singularni bod [0, 0] je sedlo a singularni bod [;—z,f/—l] je sted rotace. VSechny
2 1

trajektorie soustavy (12) ruzné od singularniho bodu [%,%] leZici v prvnim kvadrantu jsou
2 1

uzaviené. Z toho vyplyva, ze stavy kofisti a dravce se periodicky opakuji a kolisaji kolem
rovnovaznych stavii. Rovnovazny stav N1 pro kofist je €,/y, a rovnovazny stav N2 pro dravce

je &, /y, (viz. Obrazek 5), [9], [21].
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Obrazek 5 - Klasicky Lokta-Volter model dravc a korist — riizné pocatecni hodnoty

Zdroj: [14]
3.4 Model dravec-korist s vnitrodruhovou konkurenci koristi

Kdyby se vtomto modelu nevyskytoval dravec, spoleCenstvi kofisti bv mohlo
neomezené rust. To v§ak neni redlné z divodu omezené kapacity prostredi (prostiedi, potravy;
v ekonomii pak napftiklad kapacita trhu, atd). Proto do klasického modelu ptibyde novy cClen,

ktery omezuje vyvoj kofisti. Bude pouzito nasledujici oznaceni

N1 ... velikost populace kofisti,

Nz ... velikost populace dravce,

& ... specifickd mira rstu populace kofisti,

—&, ... specifickd mira ristu populace dravce izolovaného od kofisti,

o ... mira vnitrodruhové konkurence kofisti, a = ;—1, kde K ptedstavuje nosnou kapacitu
prostiedi,

¥1 ... specifickd mira niceni populace kofisti dravcem,

Yo ... Y2 = KYq, Kde k je efektivnost pfemény zni¢ené kofisti na populaci dravce.

Budeme ptedpokladat, ze €;, &5, @, ¥, 2y, > 0. Pokud bude splnén tento predpoklad budeme
pouzivat nasledujici model
Ni = (&, — aN; —y1N3)Ny,
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Nz = (=& + 72NN,
(13)
Pro tento systém diferencidlnich rovnic ma kazdy pocate¢ni problém jediné uplné feseni.
Soustava (13) ma dva singularni body [0, 0] a [&; /«, 0]. A dal$im singularnim bodem v piipadé
platnosti nerovnosti y,&; > ae, je

& & —ae
;] = [ 2, B

Y2 ’ Y1Y2
Jacobiho matice ma tvar

& — 2aN; —y1N, —y1NV; ]

N;, N3 =[
J(NE, N2) Y2, —& + vy Ny

Pomoci vypoctu vlastnich ¢isel matice zjistime, Ze singularni bod [0, 0] je sedlo. Pro nasledné

pocitani mohou nastat dvé rtizné situace.
Pripad y,&; < ag,: jelikoz vlastni Cisla Jacobiho matice jsou zdporna, singularni bod [%, 0]
je stabilni. Pro t — oo se v prvnim kvadrantu pfiblizuji v§echny vysledky limitné k bodu [%1, 0].

Z cehoz vyplyva, ze populace kofisti se ustali na hodnoté &; /@, coz se rovna kapacité prostiedi

a populace dravce vyhyne (Obrazek 6).
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Obrazek 6 - Model s vnitrodruhovou konkurenci koristi — vyhynuti dravce, €, = 2,2

Zdroj: [14]
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Piipad y,&; > ae,: jelikoz vlastni ¢isla Jacobiho matice maji hodnotu, kdy jedno cislo je
zaporné a druhé kladné, singularni bod [%, 0] je sedlo. Vypoctem Jacobiho matice zjistime, ze
singularni bod [Ny, N ] je stabilni. Pfi vypo¢tu vlastnich ¢isel pomoci charakteristické rovnice
muzou nastat dvé situace. Prvni je, kdyz D > 0, v tomto ptipadé¢ ma rovnice dva zaporné
kofeny. Ve druhém piipadé mlze nastat moment kdy D < 0 a musi se k vypoctu pouzit

komplexni ¢isla. Upravami rovnice diskriminantu, pokud misto nerovnosti pouZzijeme rovna se,

dostaneme jeden kladny kofen charakteristické rovnice

~ &
a =2y, 1+—-1),
&2

» singularni bod [Ny, N;] je stabilnim ohniskem pokud ae(0, &), viz. Obrazek 7,
» singularni bod [Ny, N;] je stabilnim uzlem pokud a > @&.
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Obrdzek 7 - Staciondrni bod je ohnisko, v tomto pFipadé —e; = 1
Zdroj: [14]
Zavérem tohoto modelu je ustaleni hodnoty populace dravce na N, a populace kofisti na
hodnoté N;'. Pokud a < @ jedna se o ptipad slabé vnitrodruhové konkurence kofisti, a populace
dojdou ke svému ustaleni pomoci tlumenych oscilaci. Pokud a > & jde o ptipad, kdy mluvime
o silné vnitrodruhové konkurenci kofisti, a populace dospéje ke svému ustaleni s maximalné

kone¢nym poctem zakolisani kolem bodu ustaleni [Ny, N5 ] [9], [18].
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3.5 Model dravec-korist Gauseho typu

vvvvvv

(Ize také oznadit jako KONZUMENT-PRODUCENT nebo z Ciny napiiklad panda-bambus).

Oznaceni poctu jedinct:

e N1 = Nu(t) ... velikost populace kofisti,

o N2 =Nz2(t) ... velikost populace dravce.
Predpoklady:

1. Pokles nebo nariist osamocené populace kofisti je umérny velikosti této populace.
Populace kofisti ma v ¢ase t jedinc N1 a v ¢ase t + At jich bude mit N; + py N;At.
Zaroven je specificka mira ristu y, zavisla jen na velikosti dané populaci, u; = p, (N;).

2. Za jednotku ¢asu zahubi (sni) jeden dravec V jedincu kofisti a za ¢as At dravec zabije
VAt jedinct kofisti. Velikost tlovku zavisi na poc¢tu dravct. Dravci mohou na lovu
spolupracovat nebo si konkurovat a vzdjemné se od kofisti odhandt. Ubytek kofisti
zavisi 1 na jejim mnozstvi. Kdyz je jedinct kofisti vice, mohou se utoku ubranit
vzajemnou spolupraci. Pokud je jedincti kofisti méné€, dravciim mtiZze déle trvat je najit,
V =V (Ny, Ny).

3. Hlavnim nebo jedinym zdrojem vyzivy dravce je populace kofisti. Proto dravci zanikaji
v prostiedi, kde neziji jedinci z populace kofisti. Dalsi hypotézou je, Ze toto umrti ma
konstantni rychlost €, > 0. KdyZ ma populace dravce v €ase t jedincit N, Vv Case t + At
jich bude mit N, — &, N, At.

4. Maji-li dravci dostatek kofisti, mohou se rozmnozovat (piibyvaji dravci). Jeden dravec

ma za jednotku Casu t pravé u, potomkd, tzn. pu, N, At novych jedincti se narodi za Cas

At. Specificka mira porodnosti dravce y, je zavisla na mnozstvi snédené kofisti, tedy
a2 = pa (V).
Z téchto predpokladi vyplyvaji nasledujici rovnice:
Ny (¢ + At) = Ny (£) + pa (N1 (0))N1 ()AL = V(N1 (8), No () )N (DA,
Ny (t + At) = Ny(£) — &N, (O At + p, V(N (8), Ny (8) )N, (B)A.

Dale Ize predpokladat, ze funkce N1 a N2 jsou diferencovatelné a funkce p4, 1, a V jsou spojité.

Z ptedchozich rovnic dostaneme limitnim pfechodem At — 0 tfidu modeli

Ni = p;(N;)N; — V(Ny, Np)N,,
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N; = [~&, + 12 (V(Ny, N))N,.

Ze seskupeni modelti dostaneme vymezenim funkei py, 4, aV konkrétni modely. Prvni
hypotézou je, ze se izolovana populace kofisti vyviji podle Verhulstova modelu. Druhou
hypotézou jsou dravci, kteti si vzdjemné na lovu neptekazeji, ale ani nespolupracuji. Podil
vyvoje dravce je pfimo umérny poctu snédené kofisti. A za uvedenych ptedpokladi lze

zjednodusit modely na tvar:
Ni = (&g — aNy)N; — V(N1)N,,

N; = [—&; + KV (Ny)]N,.

(14)
Nyni je potieba klasifikovat funkci V, ktera se nazyva funkcionalni odezva, funkéni odpovéd
predatora nebo troficka funkce. Za model typu (14) lze povazovat klasicky i modifikovany
Lotkv-Volterruv model s funkcionalni odezvou V(N;) = y;N;. V tento moment vSak neni
V nijak ohranicend, a tak tato funkce neni realistickd. V redlném svété jeden dravec zahubi
pouze urcity objem kofisti i pii jejim neomezeném mnozstvi. Takto vymezené mnozstvi kofisti
nazveme hladinou nasyceni. Predpokladem bude spojitost funkcionalni odezvy a funkce V musi
splitovat podminky: pokud neni Zadna kofist k dispozici, dravci nic nezahubi (V(0) = 0).

Pokud je kofisti nadbytek, zahubi dravec maximalné¢ S jedincl kofisti za jednotku casu
(Nlim V(N;) =S ) Posledni podminkou je, Ze pokud se mnozstvi dostupné koftisti zvysi, tak
1—00

dravci ji nezahubi méné (funkce V je neklesajici). Lze rozlisit ¢tyfi typy funkcionalni odezvy,

které splnuji tyto uvedené podminky.

Typ |. se zabyva piipadem, kdy objem zahubené kofisti je pfimo umérny mnozstvi
dostupné kofisti, pokud je kotisti méné, nez predstavuje hladinu nasyceni dravce. Pocet snédené
koftisti odpovida hladin€ nasyceni dravce, jestlize je kofisti nadbytek. Funkcionalni odezvu, kde

a je kladna konstanta, je mozné znézornit ve tvaru

ax,x < S/a
Vi) = {S,x >S/a.

Typ 1. jedna se o konkavné rostouci diferencovatelnou funkci, ktera se asymptoticky
blizi k hladin€ nasyceni. Stru¢né feceno je hladkou aproximaci funkcionalni odezvy funkce
typu I. K vyhlazeni funkce dochazi, pokud dravec nevidi rozdil mezi nasycenim a skoro
nasycenim. Funkcionalni odezvu (trofickou funkci), kde a je kladna konstanta a k € (0, 1), lze

napiiklad zapsat ve tvaru
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axk

V(ix)=3S PRy
Typ 1. je rostouci funkce. Grafem je esovita hladka kiivka blizici se asymptoticky k hladiné
nasyceni. Jde o hladkou aproximaci funkce typu IV (viz déle). K vyhlazeni kiivky mlZe dojit
vyskytem skrySe kofisti a zaroven dostupnosti jinych zdrojii potravy dravce. Funkcionalni

odezvu, kde a je kladna konstanta a k > 1, Ize znazornit naptiklad ve tvaru
V(x) =5 (1-emax").

Typ V. 1ze pouzit ve dvou riznych ptipadech, které mohou nastat. Je charakteristicky
obsahovat néjaké skryse pro kofist, tato kofist se stdva pro dravce nedostupna, tim padem lovi
dravci pouze neukrytou kofist, kterd je pfimo umérna jejich poctu. Nebo zadruhé dravci kofist
nelovi, kdyz je ji mélo. Za¢nou kofist lovit az kdyz je jeji mnoZzstvi vétsi nez dana prahova
hodnota. Takovato situace nastava tehdy, pokud pro dravce neni kofist z uvazované populace
jedinym zdrojem obzivy. Tento jev nazveme preskokem preferenci dravce neboli konzumenta.

Funkcionalni odezvu, kde a, b jsou kladné konstanty, Ize vyjadfit nasledovné [9], [19].

0, x<b/a
Vx)=4ax—b, b/a<x<(S+Db)/a.
S, x> (S +b)/a

3.6 Koexistence dvou konkurujicich si populaci zprostredkovana dravcem

V tomto modelu bude spolecenstvo tvofeno tfemi populacemi. Prvni dvé populace jsou
kofist. Tyto populace si navzdjem konkuruji v oblasti omezenosti prostiedi a zdrojl, a soucasné
ob¢ predstavuji obzivu pro populaci dravce, tedy populaci tieti. Pro lepsi orientaci bude uveden
priklad: predstavme si populaci zeber a antilop, které soupeti o izemi, vodu, obzivu a ukryt;
na druhé strang si pfedstavme lva, ktery se danymi populacemi zivi. Bude pouzito nasledujici

oznaceni pro i,j = 1,2, za ptfedpokladu, Ze v§echny uvedené konstanty jsou kladné:

N; = N;(t) ... velikost i-té populace kofisti v ¢ase t,

M=M(t) .. velikost populace dravce v Case t,

& mira ristu malé a izolované i-té populace kofisti,
—&; . mira rastu populace dravce za nepifitomnosti kofisti,
Qi mira vnitrodruhové konkurence i-té populace kofisti,
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ap, L #Jj mira mezidruhové konkurence mezi i-tou a j-tou populaci kofisti,
Ny, N, . velikosti populaci kofisti jedna a dvé,

@;(Ny,Ny) ... jednotkové mnozstvi kofisti z i-t¢ populace za jednotku casu, kterou

zlikviduje populace dravce.

Dalsim piedpokladem bude velikost ptiriistku populace dravce k jeji okamzité velikosti a ¢asu,
ktera je piimo umérna velikosti zlikvidované populace kofisti a zaroven je prirtustek populace
kofisti pfi¢ten k tomuto piirastku. Na zakladé tohoto pfedpokladu bude mit model uvazovaného

spoleCenstva tvar systému tii diferencialnich rovnic:
Ni = N1(& — a1 Ny — a35N;) — My (Ny, Ny),
Ny = Ny (&7 — az1Ny — az;Np) — M@, (Ny, N,),
M’ = M(—&3 + ky91(Ny, N;) + k0, (Ny, N,)).

Dale budeme ptedpokladat, ze dravec zahubi tim vice i-t¢ populace kofisti, ¢im vice je ji
ptitomno, pokud neni pfitomna j-ta populace kofisti. Samoziejmé i v tomto modelu mize
dravec znicit jen omezené mnozstvi kofisti 1 pii jeji neomezené velikosti, toto mnoZzstvi se rovna
hladin¢é nasyceni dravce. Jestlize je soucasti spoleCenstva i j-ta populace kofisti, je hladina
nasyceni dravce i-tou kofisti mensi, protoze se dravec zivi i touto populaci. A ¢im vice je dravci
k dispozici j-ta kofist, tim méné konzumuje i-tou kofist, plati to i obracené. Za téchto
predpokladii je nejjednodussi podoba funkce ¢; s kladnymi konstantami p;, q;, y; zobrazena
nasledovné:

Yi N.
(@i +N)(g; +N) "

@i(Ny, Np) = iL,j=12, i#]j.

KdyZ neni pfitomna j-ta populace kofisti, je hladina nasyceni dravce i-tou populaci kofisti

Yi_ o
q—; = Jim_@:(Ny, Np).

Pokud oznac¢ime k; = k;y;, mizeme model uvazovaného spoleCenstva zaznamenat ve tvaru
[91:
y1N1 M
(1 + N1)(qz + N’
Y2No M
(p2 + N2)(q; + Ny’

N{ = N,(&; — a;;N; — ajpNp) —

N; = Ny(&; — a1 Ny — aN;) —
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M’ M( + KalVy + e, )
= —¢ .
T (o +ND(qz + Ny) - (02 + Ny (g1 + N

3.7 Modely chovani — vyvoj vzorct chovani

V této podkapitole bude vysvétleno modelovani dynamiky konfliktt jedinca, kteti Si
konkuruji v boji o zdroje (voda, potrava, izemi, misto na slunci; v ekonomii pak suroviny,

dodavatelé apod.).

Priklad: V jedné zoologické zahradé provedl H. Kummer pokus s pozorovanim paviant
[12]. Zaviel dva samce do jednoho vyb&éhu. Nutno podotknout, ze samci se diiv neznali. Samce
A nechal ve vybehu na volno, mél volny pohyb a samce B zaviel do mensi klece. Samec B
pozoroval chovani druhého samce a nijak do né&j nezasahoval. Pak Kummer do vybé&hu ptidal
samici, kterd se se samci nikdy diiv nepoznala. Béhem par minut se samec A zacal chovat jako
jeji ,,vlastnik®. Nasledné byl vypustén z klece samec B, ktery se vyhnul jakémukoli styku se
samcem A i samici. Toto chovani mohlo byt vysvétleno dvéma zpisoby, za prvé si mohl samec
B pripadat slabsi, a tak neriskoval konflikt se samcem A. Anebo za druhé respektoval
»Vvlastnickd prava“ druhého samce. Pot¢ Kummer pokus opakoval obracené. Samce na dva
tydny oddélil a nasledné je dal do vybéhu, kde samec B se mohl volné pohybovat a samec A
byl v mensi kleci. Tentokrat si samici pfisvojil samec B a samec A tyto ,,vlastnicka prava‘“

respektoval. Dokazal tim, Ze spravny ptedpoklad bylo druhé vysvétleni.
3.7.1 Obecny model soupereni

Bude ptedpokladano, ze kazdy jedinec z uvazované populace projevuje prave jeden z k
moznych vzorcl chovani v urCitém case. Zaroven neni vylou¢ena moznost rizného chovani
stejného jedince v riznych ¢asech. To znamena, Ze tentyz jedinec mtize v riznych ¢asech pouzit
rizné vzorce chovani. Pocet jedinct v populaci, kteti pouzivaji i-ty vzorec chovani v ¢ase t, ma
oznaceni n; = n;(t). Pak pocet jedinct populace v Case t bude

k

N=N©® = m(®

=1

a frekvence vyskytu i-tého vzorce chovani v ¢ase t bude

n.
X; = Xl(t) = ﬁl
Jk

Dale budeme ptedpokléadat, ze funkce x;,i = 1, 2, ..., k jsou diferencovatelné a plati
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Oznaceni:

® a;; ... zdatnost (primé&rny poCet potomkil za Casovou jednotku) jedince pouzivajiciho
I-ty vzorec chovani, ktery se stietl sjedincem pouzivajicim j-ty vzorec chovani,
koeficienty a;; jsou konstantni,

® X;; ... pravdépodobnost stietu konkrétniho jedince pouzivajiciho i-ty vzorec s néjakym
jedincem pouzivajicim j-ty vzorec,

e ;... primérny pocet potomku (na ¢asovou jednotku) jedince pouzivajiciho i-ty vzorec
chovani,

e n;c; ... pocet potomkl (na casovou jednotku) vSech jedinct pouzivajicich i-ty vzorec

chovani,
e m ... mortalita (primérny pocet jedinct uhynulych za jednotku Casu) uvazované
populace.
Pak plati

C; = Z aijxj

j=1

Budeme-li uvazovat kratky ¢asovy interval At bude po upravé

n;(t + At) = n;(t) + n;(t)c;()At — mn;(t)At = N(t)x;(t) |1 —m Z a;;x;(t) |At

j=1
a
k k
N(t + At) = Z n(t+ A0 = N@©) [1 = [ m— Zz x(Dayx(©) | At
i=1 i=1j=1
Oznacenim
x1(t) a1t Qg
x(t)=| : a A=+ * :
X (t) A1 A

ziskame Z?:l Z§_6=1 Xi (t)al]xj(t) =x7 (t)A X(t) a tEdy
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N(t+ At) = N(©O)[1 — (m — xT (£)Ax(t))At].
Dostaneme

n; (t + At)

xi(t + At) = m

a naslednym dosazenim a upravou ziskdme

Y1 agx;(t) — xT(£)Ax(t)
1-— (m — XT(t)Ax(t))At '

xi(t + At) - xi(t) _
At = x;(t)

Pomoci limitniho pfechodu At — 0 obdrzime systém obycejnych diferencidlnich rovnic

K
Xi(®) = 10| ) ayy(® - x (04X )
j=1

(15)

kde i =1,2,..k. Ma-li systém (15) asymptoticky stabilni stacionarni feSeni x(t) =X =
[£1, %5, .., £]7 na mnozing S = {[xy,x,, .., %, ]T € RF: 3% x; = 1}, Ize & povazovat za
ustalené rozlozeni vzorcii chovani. Frekvence jednotlivych vzorct chovani zlistavaji v populaci
konstantni, jestlize se neméni koeficienty matice A (vnéj$i podminky). Kdyz by se frekvence
vzorcl chovani zménila a tato zména by nebyla piili§ velkd, po case by se frekvence
jednotlivych vzorct chovani v populaci vratila ke stavu . K tomuto mtze dojit v ptipad¢, Ze
se v disledku naptiklad mutace budou néktefi potomci chovat jinak nez jejich rodice. Proto

takovémuto rozlozeni vzorcti chovani X fikame evolu¢né stabilni strategie.

Pro snadné&jsi nalezeni stacionarniho feSeni systému (15), 1ze zjednodusit jeho pravou

stranu. Plati

Z(Tin® - 1)

) =1 = —xT(t)Ax(2).

Integraci této rovnosti v mezich od 0 do t a upravou ziskdme

0

k k
Z x;(t)—1= (Z x;(0) — 1) exp fxT(s)Ax(s)ds

i=1 i=1 t

Z &ehoz vyplyva, ze pro viechna t > 0, plyne z rovnosti ¥, x;(0) = 1 platnost rovnosti
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k

in(t) ~1.

i=1
Toto poukazuje na to, ze S* je invariantni mnozina systému (15). Tento poznatek umoziluje

zredukovat dimenzi systému o jedna. Pii nasledujicim vypoctu bude pro zkraceny zéapis pouzito

Kroneckerovo delta (matematicka funkce dvou proménnych), kde

P _{1 je—lii=j
U0 je—lii=#].

Ze vztahu x;, = 1 — X521 x; plyne

k

k k k
Z al-jxj + —XTAX = z al-jxj - Z Z xlaljxj,

j=1 j=1 1=1 j=1

naslednymi upravami dostaneme

k—1k—1
2(51'1 - Xz)[(alj — Qe — ag; t akk)xj + ag — apr].
=1 j=1

Oznaceniproi,j =1,2,..,k—1

dij = Qjj — Qg — Agj + Ak, by = Agg — Ay,

b1 6i1
P, e = : ,

Sitk-1)

Ay G-
d(k—l)l &(k—l)(k—l)

by-1
kde e; je i-ty prvek standardni baze vektorového prostoru R¥~1. Z p¥edchoziho vypoétu

vyplyva, ze systém (15) Ize zredukovat na
x{ = x;(e; — x)T(Ax — b),
(16)
pro vSechna i=1,2,..,k—1. Vuvazované populaci je systtm (16) modelem vyvoje

frekvence vyskytu prvniho az (k-1)-tého vzorce chovani. Reseni tohoto systému pro t € (0, ),

ktera spliiuji nasledujici nerovnost jsou relevantni

k-1

Z x;(t) < 1.

i=1
a7
Invariantni mnozinou systému (16) je mnozina
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k-1
RF=1 =[xy, x5, o, Xpo_q1] € REL: le- < 1}.
i=1
Proto kazdé feseni systému (16) spliujici podminku Y%= x;(0) < 1 splituje i nerovnost (17).
Z tvaru systému (16) je také vidét, Ze pokud se v populaci néjaky vzorec chovani nevyskytoval
na zacatku, nemiZe se v ni objevit (kazd4d podmnozina mnoziny R*~! je jeho invariantni

mnozinou). Tento systém ma K stacionarnich feseni v mnozing R*¥~1
xt) =X, =¢,i=1,2,....,k—1, x(t) =X, =[0,0,...,0].

Pokud vmnozing R¥™1 existuje feSeni X* = [x],x3,..,X5_,] soustavy linearnich

algebraickych rovnic Ax = b, pak stacionarnim fesenim systému (16) je také x = x* [9].
3.7.2 Model soupereni ,,jestrabi“ a ,,holubic*

Budou uvazovany dva druhy chovani, jiny druh se v populaci nevyskytuje. Jedinec,
ktery pouziva prvni druh chovani, se nazyva ,,jestrab*. Pii tomto chovani jedinec bojuje o zdroje
a ustoupi pouze po prohraném boji. Jedinec, ktery pouziva druhy druh chovani, se nazyva
,holubice®“. Pti tomto chovani jedinec o zdroje nebojuje. Spotifebovava je pouze, pokud jeho

protivnik ustoupi. Oznaceni:

¢ ... zdatnost jedince nespotiebovavajiciho zdroj,

V>0 ... uzitek ze spotfebovaného zdroje neboli ptirtstek zdatnosti,
D >0 ... ndklady na boj neboli ubytek zdatnosti,

X ... frekvence ,,jestiabu* v populaci.

Predpoklada se, Ze vSichni jedinci pouzivajici prvni druh chovani ,,jestfab®, jsou stejné silni. To
znamena, ze pii stfetu dvou ,,jestrabi* bude pravdépodobnost spotfebovani zdroje obou jedincii
stejna a rovna 0,5. Pti setkani dvou holubic je pravdépodobnost spotiebovani pro kteroukoliv
z nich také stejna, protoze kterakoli z nich miiZze ustoupit a ptenechat zdroj druhé. Pfi setkani

jesttdba‘ s ,,holubici zdroj spottebuje ,,jestrab*. Tedy

V—-D %
> a,=c+V, a;; =c, a22=c+E,

a11:C+

4 D
—(c+V)—c+c+z=—=

aj, =c+ )

b, = +V (c+V) = 4
1—c2 c =~
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Model (16) je nyni ve tvaru

x'=x(1—-x) (—%x +g)

(18)
Stacionarni feseni rovnice (18) jsou:
e x(t) =0...vpopulaci jsou pouze ,,holubice®,
e x(t) =1...vpopulaci se vyskytuji pouze ,,jestiabi‘,

e x(t)= V/D’ jelikoz x € (0, 1), m4 toto feSeni vyznam pouze pokud V < D.

Pravou stranu rovnice (18) ozna¢me f(x) = %x(x — 1)(Dx — V), pak jeji derivace bude

3 |74
fl(x) = EDx2 —(V+D)x+ >

tedy

% D-V V>:V(V—D)

FO=3 ro=— 1G)=-"75

Z toho plyne, ze prvni stacionarni feSeni x(t) = 0 je nestabilni. Pokud je D <V, je staciondrni
feSeni x(t) = 1 asymptoticky stabilni. Pokud je V < D, je stacionarni feSeni x(t) = V/ D
asymptoticky stabilni a x(t) = 1 je nestabilni.

Zavérem je, ze v populaci prevladnou ,,jestiabi, je-1i uzitek ze zdroju vétsi nez naklady
na boj o zdroje (D < V). Pomér frekvenci vyskytu ,,jestiabi* a ,,holubic* v populaci se ustali

na hodnoté V/ (D — V) pokud jsou naklady na boj vétsi nez uzitek ze zdroji (V < D). Podil

,holubic® v populaci roste s rostoucimi naklady na boj [9].
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4 MOZNOSTI VYUZITI DYNAMICKYCH POPULACNICH
MODELYU V EKONOMII

V této kapitole bude ukazano nékolik druhl vyuziti popula¢nich modelti v ekonomii.
Jako prvni bude ukéazan ptiklad modelu ristu populace zivych organismi a jeho vyuziti
v ekonomice s pyramidovym systémem (napiiklad multilevel marketing). Nasledn¢ bude
pfeveden model konkurence dvou druht do ekonomického prostiedi. Dalsi vyuziti bude
vysvétleno na modelu symbidzy dvou druhi, kde budou popsany podniky, které¢ vyrabi

vzajemné komplementy. Na zavér této kapitoly bude zobrazeno vyuziti modelu dravec-kofist.
4.1 Vyuziti modelu ristu populace Zivych organismii

Jako priklad jsem si vybrala vyuziti modelu v multilevel marketingu s pyramidovym
systtmem. Budou ukazany dvé mozné situace, které mohou nastat za pouziti Malthusova
modelu. Budeme ptedpokladat, Ze specificka mira riistu neni konstantni, ale zavisi na mnozstvi

dostupnych potencialnich spolupracovnik.

Priklad 1

Vyuziti Malthusova modelu v multilevel marketinku. Uspé&$nost nové najatych
spolupracovnikii bude 25 % (specificka mira riistu), pticemz budeme predpokladat, ze ne kazdy
spolupracovnik bude UspéSny a ziistane u této prace. Nartst spolupracovnikii mizeme
modelovat diferencialni rovnici ve tvaru x'(t) = 0,25x(t). Za jednotku ¢asu bude nartstat
ubytek spolupracovnikii o jedna. Jednotka Casu bude v nasem piipad¢ jeden mésic a na zacatku
pokusu se domluvi 14 kamaradt, ze zacnou spolupracovat. Mnozstvi spolupracovnikl v Case
vyjadiime diferencialni rovnici:

x' = 0,25x — 1t.

Na zac¢atku mame 14 kamaradt, poc¢ate¢ni podminka je tedy x(0) = 14. A zajima nas, kdy
bude mnozstvi spolupracovnikti dosahovat maxima. Homogenni tloha ma tvar x' = 0,25x a
jeji obecné feseni je ve tvaru x(t) = ce®?5t. Reseni linearni nehomogenni rovnice budeme

hledat ve tvaru x(t) = c(t)e®?°" a po dosazeni do rovnice vyse ziskdme
¢’ (£)e%?5t + 0,25¢(t)e%?5t = 0,25¢(t)e%?>t — ¢,
odtud jednoduchou upravou dostaneme

c'(t) = —te™925¢,
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Vypodet provedeme integraci pravé strany —te~ %25 k ¢emuz budeme potiebovat metodu per

partes [ fg' = fg — [ f'g. Pi volbé&

e—0,25t
f=-t, f'=-1, g = e—0,25t’ g = o35
dostaneme
e—O,ZSt e_O’ZSt
f_te_ow "0 f Tlggs M S 4f e =
-0,25¢t
= 4te~ 025t — 4 025 + k = 4te 025t 4 167025t 4 k.

Obecné fesenti je tedy
x(t) = 16 + 4t + ke®25t,

V ¢aset = 0 je x(0) = 16 + k = 14, coz znamen4, 7e k = —2. Reseni Cauchyovy tlohy pak
bude

x(t) = 16 + 4t — 2e%2°¢,
Ted budeme potiebovat vypocitat prvni a druhou derivaci X(t)
x'(t) = 4—0,5e%?%, x" =-0,125e%2%

Jelikoz je x"'(t) < 0 pro kazdé t a funkce je konkavni, maximum bude dosahovat hodnoty, kdy

x'(t) = 4 — 0,5e%2% = 0. Resenim rovnice
4 —0,5¢%%5t =
dostaneme

3 In(8)
~ 0,25

tmax = 8,3178.
Dosazenim t,,,, do Cauchyovy ulohy dostaneme maximalni pocet spolupracovnikii
x(8,3178) = 32.

Maximalni pocet spolupracovniki dostaneme po zhruba 8,3 mésice a bude to pfiblizné 32

spolupracovnikd, poté bude jejich pocet opét klesat.
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Priklad 2

Pokud bychom udélali pesimistictéjsi odhad a zvolili za specifickou miru rastu pouze
10 %, miru Ubytku za jednotku €asu 3 a pocate¢ni podminku ponechali 14 spolupracovnikii,

x(0) = 14, pak by mnozstvi spolupracovnikii v ¢ase bylo vyjadieno diferencialni rovnici
x' =0,1x — 3¢t.

Homogenni tiloha m4 tvar x’ = 0,1x a jeji obecné feseni je ve tvaru x(t) = ce®1t. Reseni
linearni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru x(t) = c(t)e®!t, coz miizeme piepsat

na tvar
c'(t)e%t + 0,1c(t)e't = 0,1c(t)e®'t — 3¢,
odtud jednoduchou upravou dostaneme
c'(t) = —3te 01,

Vypocet provedeme obdobné jako u piikladu 1, integraci pravé strany —3te~ %1t k cemuz
budeme potiebovat metodu per partes [ fg' = fg — [ f'g. Oznacent:

e—O,lt

= —3t = — = _0'1t’ = X
f 3 ) f 3' g e g _0,1

Vypocet:

e—O,lt e—O,lt
f—3te‘°'1t ==3t—7 " f 37" 30te~01 — 30[ e 0l =

-0,1t

e
= 30te ™M — 30— —+ k = 30te™"1* +300e™"' + k.

Z ¢ehoz vyplyva, Ze obecné feseni je
x(t) = 300 + 30t + ke®1t,

Pomoci pocate¢ni podminky spocitame konstantu K, tedy x(0) = 300 + k = 14, coz znamena,

7e k = —286. Reseni Cauchyovy alohy pak bude
x(t) = 300 + 30t — 286e%1,
Ted budeme potiebovat vypocitat prvni a druhou derivaci X(t)
x'(t) = 30 — 28,6e%1t, x" = —2,86e%'t

Jelikoz je x"'(t) < 0 pro vSechna t a funkce je konkavni, maximum bude dosahovat hodnoty,
kdy x'(t) = 30 — 28,6e%!t = 0 a. Resenim rovnice
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30 — 28,6e%1t =0

dostaneme

‘o In(30) —In (28,6)
a 0,1

tmax = 0,4779.
Dosazenim t,,,, do Cauchyovy tlohy dostaneme maximalni pocet spolupracovnikd.
x(0,4779) = 14,3.

Maximalniho poctu spolupracovnikii s pesimistickym odhadem dosahneme po necelém ptl

mesice od zacatku, ovSem jejich pocet neptesahne Cislo 14, se kterym zac¢iname.

Zavér: V multilevel marketingu mtizeme dosahovat kratkodobé zisku, ale z dlouhodobého
hlediska tento typ podnikani neni dle mého nazoru pfili§ vynosny. K velkym ziskiim bychom
museli mit velké procento uspéchu pii hledani novych spolupracovniki a malou miru tbytku

v podob¢ pracovniku, ktefi z podnikani odejdou.

U proménné x se piedpoklada spojitost a diferencovatelnost, coz v uvadénych
ptikladech neni splnéno. U pocetnéjSich populaci by bylo mozno tento piedpoklad bez
vazngjSich disledkli ignorovat, ovSem 1 u téch méné pocetnych 1ze ziskat pomérné ptesné

vysledky.
4.2 Vyuziti modelu konkurence dvou druhi

Pro vyuziti modelu konkurence vyuzijeme dva podniky, které pilsobi ve stejném
prostedi, soupeti spolu o Gizemi, zdroje (v naSem ptipad¢ dodavatele), o své zdkazniky apod.
Oznacime N; velikost prvniho podniku, &; stfedni rychlost rustu prvniho podniku na jednoho
zaméstnance, N, velikost druhého podniku a &, stfedni rychlost ristu druhého podniku na
jednoho zameéstnance. Vlivem omezenosti zdrojii (dodavateld) mize dochazet u vétSich
podnikii ke zpomaleni jejich rastu. Pfi vypoctu budeme dale potfebovat: a;; predstavuje
maximalni rychlost riistu prvniho podniku neboli potencidl podniku, a,, pak obdobné¢ bude
maximalni rychlost ristu druhého z podnikii. @, znazoriuje intenzitu konkuren¢niho tlaku
druhého podniku na prvni, kterou miZzeme vypocitat pomoci sily konkurenéniho tlaku druhé
populace na prvni a uzivnosti prostfedi pro druhy podnik @, = a,,K,. Pak a,; vyjadiuje
intenzitu konkurenc¢niho tlaku prvniho podniku na druhy, ktery lze vyjadfit pomoci sily

konkuren¢niho tlaku prvni populace na druhou a uzivnosti prostfedi pro prvni podnik, tedy
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a,; = a,1K;. Pro vypoclet pouzijeme matematicky model zalozeny na systému dvou

diferencialnich rovnic
N1, = (1 - N1 - aNz)Nl,

N2, = (C - bN1 - Nz)Nz,

kde a = %,b = %, c= z—z Stejné jako u modelu konkurence mezi dvéma biologickymi
22 11 1

druhy rozlisujeme i tady silnou konkurenci, slabou konkurenci a dominanci jednoho z druhd.
Jako ukazku vyuzijeme dva podniky, které vyrabi vzajemné substituty. To jsou vyrobky,
které za sebe lze vzajemné vymeénit, aniz by zménily sviij potencidl, naptiklad rohliky a housky,
¢aj a kdva nebo Kofola a Pepsi a dalsi. Pro nés ptiklad pouzijeme pekaistvi, kdy jeden podnik
bude vyrabét rohliky a druhy housky. Prvni podnik bude mit 250 zaméstnanct, stiedni rychlost
rustu 0,15, maximalni rychlost rastu 0,35 a intenzitu konkuren¢niho tlaku, kterou na podnik
vyviji druhy z podnikii 2. Druhy podnik bude mit 200 zaméstnanci, stfedni rychlost rstu 0,3,

maximalni rychlost ristu 0,35 a intenzitu konkuren¢niho tlaku vyvijeného prvnim podnikem

2,8. Tedy
N, = 250, N, = 200,
g = 0,15, & =0,3,
a1 = 0,35, ay, =04,
A, =2, a,; = 2,8.

Nyni dopocitame parametry a, bac

i, 2
= = = 5'
¢ a, 04
a,; 035
& 0,3 _
T

Pomoci téchto hodnot parametrii ndsledné zjistime, o ktery ze ¢ty piipadi se jedna v nasem
prikladu. Protoze b > ¢, muze jit o ptipad II., model silné konkurence nebo model IV., ktery
zna¢i dominanci prvniho podniku. Vzhledem Kk tomu, Ze ac > 1, jedna se 0 druhy z pfipadu, a

tedy model silné konkurence. V tomto modelu musi dale platit nerovnost ab > ac > 1, coz je
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40 > 10 > 1. Vidime, ze vztah plati, a tedy mame v tomto piipadé Ctyfi singularni body

V prvnim kvadrantu

l1—ac c—»b
0,0, 1oL {0l |35 7= ab]'
Po dosazeni ziskame body
3 2
oL (Lol 02, |5
Jacobiho matice je
_ [1—2N; —aN, —aN;
(N1, No) = [ —bN,  c—bN,— ZNZ]'

Hodnoty matice v singularnich bodech [0, 0], [1, 0], [0, c] a jejich pFislusna vlastni ¢isla budou

jo0=[; =[5 3

C_O 2 Al=1>0J Az=2>0,

jan=3" T4=3 Z m=-1<o  i=-6<0,

J(0,¢) = [1__b‘Cw _OC] = [__196 _02], Ah=-9<0, 1,=-2<0,

V singularnim bodé& [Ny, N ] = [i:zz , f::b] bude hodnota Jacobiho matice
ac—1 1—ac
—a
](leNZ) = CCibb b_cab
-b

1—ab 1—ab
a nasledna charakteristicka rovnice bude mit tvar

_ac—1+b—c (1—ac)(c—b):

2
A 1—ab + 1—ab

0.

Po dosazeni parametra a Gipraveé ziskame rovnici
39424+ 154 -54=0
kvadraticka rovnice se vypocita pomoci vzorce

_—b++D

27 2a
kde D je diskriminanta D = b? — 4ac. Nyni dopo¢itdme diskriminant D
D =152 — 4-39-(=54) = 225 + 8 424 = 8 649.
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D > 0, takze miizeme pokracovat dosazenim do vzorce na vypocet kvadratické rovnice

_ —-15+V8649 -15+93

A = = =1>0,
1 2-39 78

4 _ —-15-+8649 -15-93 _ 54<0
z- 2-39 -~ 78 39 7

Z téchto vypocta vyplyva, ze singularni bod [0, 0] je nestabilni uzel, singularni body [1,0] a
[0,2] jsou stabilni uzly a singularni bod [Ny, N,] je sedlo.

Zéaveér: Jedna se o silnou konkurenci mezi podniky. Lze o¢ekéavat zkrachovani neboli skon¢eni
&innosti jednoho z podniki. UZivnost prostiedi neni stabilni pro oba podniky zarovef, uzivi
pouze jeden z nich. Ktery podnik nakonec vyhraje konkurenc¢ni boj a zlstane, to zalezi na
mnoha dalSich faktorech, naptiklad na dodavatelich, jejich cenach a kvalité, na kvalité
samotného vyrobku podniku, na odbératelich tedy zdkaznicich, jak budou spokojeni
s jednotlivymi podniky s ohledem na cenu a kvalitu produktu, a v neposledni fad¢ i na tom
kolik zakaznikti ma rado housky a kolik zakaznikti ma rado rohliky. Velikost podniku zde byla
vyjadiena poctem zaméstnanci, ale bylo by mozné pouzit i jiné ukazatele, napt. hospodarsky

vysledek, ro¢ni obrat apod.
4.3 Vyuziti modelu symbiézy dvou druhii

Ptedpokladem pro vyuziti symbidzy bude souziti dvou podniki, které se vzajemné
podporuji. Pfitomnost jednoho podniku na trhu urychluje rast podniku druhého. Podniky vyréabi
vzajemné komplementy, to jsou vyrobky, které se navzajem dopliiuji. MliZeme mezi n¢ zatadit
napiiklad vyrobce DVD piehravacii a vyrobce DVD filmd, vyrobce hernich konzoli a vyrobce
her do téchto konzoli, tenisovou raketu a mi¢ky nebo vyrobce tiskdren a vyrobce papiru,
vyrobce posteli a matraci apod. Ozna¢ime N, velikost prvniho podniku, N, velikost druhého
podniku, &; specifickou miru ristu prvniho podniku a &, specifickou miru ristu druhého
Z podnikd. Pfi vypoctu budeme déle potiebovat: a;; predstavuje maximalni rychlost ristu
prvniho podniku neboli potencidl podniku, a,, pak obdobn¢ bude maximalni rychlost ristu
druhého z podnikii. a1, znazoriuje intenzitu podpory druhého podniku vzhledem k prvnimu
podniku neboli relativni silu mutualismu (souziti). Pak a,; vyjadiuje intenzitu podpory prvniho
podniku vzhledem k druhému podniku neboli relativni silu mutualismu. Pro vypocet pouzijeme

matematicky model zalozeny na systému dvou diferencialnich rovnic

N1’ = (1 - Nl + aNz)Nl,
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NZI == (C + bN1 - Nz)Nz,

a a & o v . " v ’ ’ . ver
kde a = a—“, b= a—“, c= 8—2 Miizeme si v§imnout, ze mame obdobny model jako u vyuziti
22 11 1

konkurence, pouze jsme upravili znaménka. Existuji dva typy mutualismu: slaby a silny.

Pro tento ptiklad pouZijeme podniky, které vyrabi vzdjemné komplementy. Podniky se
nachazeji samoziejme ve stejném prostiedi. Prvni podnik bude vyrabét tiskarny, jeho velikost
bude ¢init 200 zaméstnancti, jeho specifickd mira ristu &; bude 0,35, maximalni rychlost riistu
pak dosahuje hodnoty 0,45 a relativni sila mutualismu ¢ini 0,6. Druhy podnik bude vyrabét
papir, jeho velikost bude Cinit 300 zaméstnanct, jeho specifickd mira rustu &, bude 0,4,
maximalni rychlost ristu pak dosahuje hodnoty 0,55 a relativni sila mutualismu ¢ini 0,4.
Vsimnéte si, ze tiskdrna papir potiebuje, bez n¢j nemulze fungovat, proto zvyseny prodej
vyrobki jednoho podniku znamena zvysSeny prodej a tim i zisk pro druhy podnik. JelikoZ papir
ma vicero vyuziti a muze se prodavat 1 bez potieby tiskarny jeho sila mutualismu je nizsi nez

sila podniku, ktery vyrabi tiskarny. Tedy
N; = 200, N, = 300,
g = 0,35, & =04,
a1 = 0,45, a,, = 0,55,
a, = 0,6, a,; = 0,4.
Nyni dopocitame parametry a, b a c

_a;; 06 12

‘T, 055 1T

poGan_ 04 8
ay; 045 9
& 04 8

T 7035 7

Pomoci téchto hodnot nyni zjistime, o jaky typ mutualismu se jedna. JelikoZ ab = % : g = g <

1 jednd se o typ slabého mutualismu. V tomto pfipadé¢ mame v prvnim kvadrantu Ctyfi
singularni body
[0,0, [10], [0,c], [N, No],

l14+ac b+c
1—ab’1—abl

kde [V, ;] = |
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Po dosazeni ziskdame nasledujici body

[0,0] [1,0] [O 8] 519 1 408]
) ) ) ) ) 7 ) 7 ) 21 -
Jacobiho matice je
_ 1 - 2N1 + aN2 aN1
J(N3, Nz) = [ bN, ¢+ BN, — ZNZ]'

Hodnoty matice v singularnich bodech [0, 0], [1, 0], [0, c] a jejich pFislu$na vlastni ¢isla budou

10
8
]moy_l ﬂ_L)§r W=1>0, 2,=2>0,
7
12
_[-1 e | 11 __ _ 128
1(1,0)_[0 b+c]_ o 12| M=-1<0,  A=—2>0,
- 63
173
1+ac 77 173 __§
(Olc) [ ]_ 64 8 )] Al_ 77 0 Az— 7<0
63 7

V singularnim bodé [N;, N,] bude hodnota Jacobiho matice

1+ ac 1+ ac

- a
S - —ab
J (N3, Nz) = 1b +02b 1b ie

1—ab 1-—ab

a nasledna charakteristicka rovnice bude mit tvar

1+b+c+ 1+ac)(b+
c acl_l_( ac)( c):

2
A"+ 1—ab 1—ab

Po dosazeni parametri dostaneme

8.8,12 8 12 8 (8, 8
ettt 7+117A+@+d17)®+7):0
128 12 8

19 119

2965 22144
A+ =

2
At 21 147

a pro zjednoduSeni vynasobime rovnici 147 a ziskdme

1472% + 20 7551 + 22 144 = 0.
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Opét jako v predchozim prikladu vypocitame kvadratickou rovnici pomoci diskriminantu a ten

se rovna
D =20755% —4-147-22 144 = 417 749 353.

D > 0, takze miizeme dosadit do vzorce na vypocet kvadratické rovnice

_ —20755++/417 749 353
1= 2-147

—20 755 — V417 749 353
Ay = RV = —140,115 < 0.

= -1,075<0,

Z téchto vypocti vyplyva, ze singularni bod [0, 0] je nestabilni uzel, singularni body [1, 0] a
[0, g] jsou sedla a singularni bod [Ny, N, ] je stabilni uzel, protoZe jsou vlastni &isla realna, rizna
a zaporna.

Zavér: Jedna se o model symbidzy dvou druhti typu slabého mutualismu (obr. 8). Oba podniky
pteziji a budou prosperovat. Jejich hodnoty se ustali na hodnotach, které jsou vétsi, nez kdyby
byly podniky osamoceny v tomtéz prostiedi, bez vyuziti symbiozy. Kdyby Kk souziti neboli
vzajemné vypomoci mezi podniky nedochazelo, podniky by také prosperovaly a uzivily by se,
ovSem jejich hodnoty by nedosahovaly takovych vysledkil jako pfi vyuZiti spoluprace a mély
by pomalejsi tempo ristu. Podle mého nazoru se tato spoluprace vyplati a je dobré si ji udrzet.
Velikost podniku zde byla vyjadfena poctem zaméstnanci, ale bylo by mozné pouzit jiné

ukazatele i v tomto modelu.
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N2

8/7 ¢

= N1
0 1
Obrazek 8 - Vyuziti modelu symbiozy

Zdroj: Vlastni zpracovani

4.4 Vyuziti modelu spolecenstva dravec-korist
Tento model ma v ekonomii pomérné Siroké vyuziti. Da se vyuzit napiiklad aplikaci
Goodwinova modelu pfi nezaméstnanosti, kdy N; by byla mira zaméstnanosti v procentech a

N, podil mezd na celkovém produktu [7]. Témito hodnotami se zde vSak zabyvat nebudeme.

Pro vypocet vyuzijeme matematicky model znazoriujici systém dvou diferencidlnich
rovnic
N{ = (&1 =1 NNy,
Ny = (=&, + Y2 NN,
Stejné vyuziti mtize mit model i pfi vypoctech, kdy N; bude primérnd ro¢ni mira inflace
v procentech a N, meziro¢ni rist/pokles realné mzdy neboli index realnych mezd. Tyto hodnoty
si mizeme najit a budeme S nimi nyni pracovat. Pfi vyuZziti modelu si musime nejprve dopocitat

parametry &;, &, Y1 @ ¥,. V nasleduyjici tabulce lze vidét hodnoty primérné ro¢ni inflace

v procentech a meziro¢niho rastu/poklesu realné mzdy v letech 2012 az 2021.
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Rok 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021

Primérnarocnimira | 33 |\ 14 | 04 | 03 | 07 | 25 | 21 | 28 | 32 | 3,8
inflace v %

Meziro¢ni rist/pokles
redlné mzdy v %
Tabulka 1 - Mira inflace a priumérné redlné mzdy

-0,8 | -1,5 | 2,5 2,9 3,7 | 4,2 5,9 5 1,4 1

Zdroj: Vlastni zpracovani podle [3]

Nejprve si vypocitame parametry & a y,. Tyto parametry ziskdme pomoci linearni

aproximace dat prumérné rocni miry inflace v ¢ase t, viz nasledujici tabulka a graf.

Cast 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Primérna rocni 33114040307 |25|21]281]32]3,8
mira inflace v %

Tabulka 2 - Priimernd rocni mira inflace

Zdroj: Vlastni zpracovani podle [3]

Priamérna roéni mira inflace v %

S

:\? (@]
> 3,5
S 3 °© (6}
% (6}
= 2,5 (o]
E 5 (6} y=0,22x+0,84
= R?=0,2708
'8 15 5}
O
c 1
@
£o0s5 > °
a (0]

0

0 2 4 6 8 10 12

Cas (t)

Graf 1 - Prumérna rocni mira inflace

Zdroj: vlastni zpracovani

Linearni trend ma rovnici y = 0,22x + 0,84 a z Graf 1 muzeme vycist prvni dva potiebné

parametry, tedy:
g = 0,84, y1 = 0,22.

Nyni je potfeba dopocitat zbyvajici dva parametry €, a y,. Opét je ziskdme pomoci linearni
aproximace dat meziro¢niho rastu/poklesu realné mzdy v ¢ase t. Hodnoty mizeme vidét

Vv nasledujici tabulce a grafu.
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Cast 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Meziroc¢ni rist/pokles
realné mzdy v % -08(-15|251|29 |37 42|59 5 1,4 1

Tabulka 3 - Mezirocni rist/pokles redlné mzdy

Meziro¢ni rist/pokles realné mzdy (v %)

Zdroj: vlastni zpracovani podle [3]

Meziroc¢ni rast/pokles realné mzdy v %

y=0,3545x+0,48
R*=0,1972

Graf 2 - Mezinarodni rist/pokles redalné mzdy

Cas (t)

10

Zdroj:

12

Vlastni zpracovani

Znovu jsem vyuzila pro aproximaci linearni trend, ktery ma rovnici y = 0,3545x + 0,48. Tim

jsme ziskali dalsi dva potfebné parametry, tedy:

£, = 0,48,

¥, = 0,3545.

A v tuto chvili uz miizeme sestavit systém diferencialnich rovnic, ktery bude mit tvar

N/ = (0,84 — 0,22N,)N;,

N} = (—0,48 + 0,3545N,)N,.

Tento systém ma dva singularni body

Po dosazeni zjistime, ze t€émito body jsou

Jacobiho matice bude rovna

(0,01,

[0,0], [y
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& — V1N, —¥1Ny
Ny, N,) = [ !
J (N, N2) Y2N —& + 72N
a vypocet vlastnich ¢isel bude
0,84
J(0,0) = ] "0 _oagls M=084>0,  2,=-048<0,

z ¢ehoz vyplyva, Ze singularni bod [0, 0] je sedlo. Vypocet vlastnich ¢isel pro bod [:/—2, %] bude
2 1

rozepsan nize

& 81) Y2 Yi€2 V2& 2

2 5) = (00— ,1)—(—— —)=A &8
]<V2 no|r&E Y2 1N e
£1

Vlastni ¢isla v tomto pfipad€ nabyvaji komplexnich hodnot

Aip = ti& &

a tedy
67 67
A =1i,/0,84- 048—El A, = —i,/0,84 - 048——fl
Z ¢ehoz vyplyva, ze singularni bod [% H] je stfed, ohnisko nebo obecny bod rotace. Podle

dikazu ([9], s. 71) lze fict, ze tento bod je stied.
Dale si spocitame rovnovazné stavy obou hodnot N; a N,. Rovnovazny stav pro N; oznac¢ime
N,z a obdobné rovnovazny stav pro N, ozna¢ime N,p, tedy

& 960 N & 42
Ry 709’ Ry T 1T

Zéavér: Hodnoty primérné rocni miry inflace a mezirocniho rastu/poklesu realné mzdy se
periodicky opakuji, pficemz kolisaji kolem svych rovnovaznych stavi. Hodnota N; kolisa
kolem % a hodnota N, kolisa kolem %

Kdyby se provadéla regulace inflace, napiiklad zménou tirokové miry (sniZzeni urokové
miry inflaci zvySuje a obdobné€ zvyseni tirokové miry inflaci snizuje), snizenim hodnoty &;, pak
by mira inflace kolisala okolo stejného rovnovazného bodu, jako v nasem piipade %, ale
rovnovaznd hodnota meziro¢niho rastu/poklesu redlné mzdy by kolisala kolem mensi hodnoty

£ y NP “r . 42
y—l, V naSem piipad¢ kolem mensi hodnoty nez o
1
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Pokud bychom provadéli regulaci pomoci zvyseni hodnoty &,, ktomu mutze dojit
napiiklad zménou miry zdanéni mzdy (sniZeni miry zdanéni vede k ndrtstu realné mzdy a

obdobné zvyseni zdanéni vede k poklesu realné mzdy), pak by stav miry inflace kolisal kolem

Vv &€ v v vr ’ F vy y ;
vyss§i hodnoty V—Z, nez v naSem piipadu, zatimco rovnovaznd hodnota, okolo které kolisa
2
mezirocni rust/pokles realné mzdy, by ziistala stejna jako v nasem piipade¢.

Na tomto modelu vyuziti jsme mohli pozorovat dynamiku vztahu dravec-kofist, u které
jsou vSak ve zna¢né mife uplatnény i jiné vlivy. Obecné pak plati, ze dynamické modely
v ekonomii podavaji jen velmi zjednoduseny obraz skute¢nosti. Velikost podniku zde byla

vyjadfena poctem zameéstnancd, ale bylo by mozné pouzit 1 jiné ukazatele.
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5 PRIKLAD APLIKACE VYBRANEHO MODELU
V OBLASTI EKONOMIE

Jako ptiklad aplikace v oblasti ekonomie jsem si vybrala model dravec-kofist
s vnitrodruhovou konkurenci kofisti. Model aplikuji na trh prace, kde N; bude mira
zamg&stnanosti a N, bude mira hrubych narodnich Gspor. Miru zaméstnanosti 1ze chapat jako
podil zaméstnanych osob ku osobam zaméstnanym 1 nezaméstnanym. Miru hrubych narodnich
uspor Ize chapat jako hrubé narodni uspory pod€lené hrubym disponibilni dichodem (suma,
kterou lidé maji po zaplaceni dani a béznych vydaji). Déale budeme potiebovat konstantu K,
které v naSem piipadé predstavuje volnou kapacitu trhu prace. Hodnota K v prosinci 2021 ¢inila
343 148 volnych mist [13]. V modelu budeme zkoumat hodnoty za poslednich patnact let, tedy
roky 2007 az 2021. A k tomuto modelu budeme déle potiecbovat parametr a, ktery udava miru
vnitrodruhové konkurence, v nasem ptipad¢ je to mira vnitini konkurence mezi zaméstnanymi
o volna pracovni mista. Pro vypocet vyuzijeme matematicky model znézorfiujici systém dvou

diferencialnich rovnic
N{ = (g, — aN; —y1N;)Ny,
N; = (=&, + y,N;)N,.

V nasledujici tabulce mizeme vidét vstupni data potiebna k vypoctu [2], [3].

Rok 2007(2008(2009(2010|2011|2012|2013 (2014 |2015|2016|2017|2018 (2019 2020|2021
Mira

saméstnanostil 55,6 | 55,9| 54,8| 54,2 | 54,4| 54,5 55,2 | 55,7 | 56,4 | 57,6 | 58,5( 59,2| 59,2| 58,7 | 58,7
Mira hrubych

narodnich 29,8(28,7|25,0| 24,2 24,2|25,8|25,4|26,7| 28,5|28,0(29,1|28,5|28,7|28,5| 29,2
Uspor

Tabulka 4 - Mira zaméstnanosti a mira hrubych narodnich uispor v letech 2007-2021
Zdroj: Viastni zpracovani podle [2], [3]
Vyvoj miry zaméstnanosti a miry hrubych narodnich Gspor mizeme vidét na nasledujicim

grafu.
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Mira v %

Graf 3 - Vyvoj miry zaméstnanosti a miry hrubych narodnich uspor v letech 2007 az 2021
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Zdroj: Vliastni zpracovani

Nejprve potiebujeme ziskat parametry &; a y;. Toho docilime linearni aproximaci hodnot miry

nezamestnanosti v ¢ase t, hodnoty pro aproximaci mizeme videt v ndsledujici tabulce

Cas (t) 112 |3|4|5)|6 |7 |8 | 910111213 | 14 | 15
Mira 55,6 55,9 |54,8 54,2 |54,4|54,5|55,2 |55,7|56,4 57,6 |58,5(59,2|59,2 | 58,7 | 58,7
zameéstnanosti

Tabulka 5 - Mira zaméstnanosti v ¢ase (t)

Zdroj: Vliastni zpracovani podle [2]

Nyni provedeme aproximaci dat miry zaméstnanosti linedrnim trendem, ktery mizeme vidét

v grafu niZe. Linearni trend ma rovnici y = 0,3579x + 53,71. a z této rovnice zjistime

potiebné parametry K dal$im vypoctim.
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Nase potiebné parametry tedy jsou

& = 53,71,

]/1 = 0,3579

y =0,3579x + 53,71
R%?=0,7245

12 14 16

Zdroj: Viastni zpracovani

Nasledné potiebujeme ziskat dalsi dva parametry, tentokrat je dostaneme linedrni aproximaci

hodnot miry hrubych narodnich investic v ¢ase t. Data mizeme vidét v tabulce nize

uspor

Cas (t) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Mira hrubych
narodnich 29,8(28,7|25,0(24,2|24,2|25,8|25,4|26,7|28,5(28,0(29,1|28,5|28,7|28,5|29,2

Tabulka 6 - Mira hrubych narodnich uispor Vv case (t)

Zdroj: Vliastni zpracovani podle [3]

Z téchto dat vytvotime opét graf, ktery prolozime linedrnim trendem a dostaneme rovnici

linearniho trendu y = 0,1867x + 25,856. Z této rovnice ziskdme dalSi dva potiebné

parametry.
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Potiebné parametry ziskané k dalsimu vypoctu jsou
&, = 25,856, Yy, = 0,1867.
Nyni musime dopocitat parametr «

L& 5371
=K T 343148

Zdroj: Vliastni zpracovani

= 0,000 156 521.

Vyuzivany systém dvou diferencidlnich rovnic pro tento vypocet ma singularni body

€
[0,0], [El 0|
Nasledné potifebujeme posoudit nerovnost y,&; > ag, pro
singularniho bodu.
Y2€1 > ag;
0,1867-53,71 > 0,000 156 521 - 25,8

10,0277 > 0,004 047

ptipad existence dalSiho

56

Tato nerovnost plati, coz znamena, ze existuje dalsi singularni bod

&y V281 — Q&

;g = [2 —] — [138,49,150,01].

Y2 ' Y1Y2

Vypocet vlastnich ¢isel
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e 071 _[5371 0 ] B _
J(0,0) = [ _82]_[ 0 _asgsel M =5371>0,  1,=-25856<0,
e _h&
](6_1 o)— 1 a _[—53,71 —122 812,98
)T, rETee|T o 64 040,03 |
a

A, =-5371<0, A, =64040,03 >0,

z ¢ehoz vyplyva, ze bod [0, 0] je sedlo a bod [%1, 0] je také sedlo. Jacobiho matice pro bod
[N{, N5 ] bude mit tvar

& — 2aN; — y1N —y1N;
N*,N* — [ 1 1 14V2
J(NE, N2) Y2 —& +vy.N;

a jeji charakteristicka rovnice bude

as & & — QA&
2/1+ 2 (V281 2) _
Y2 Y2

A2+ 0

po vynasobeni y,, ziskame upraveny tvar kvadratické rovnice
VoA + agd + 55(yp6, —agy) =0

a jejimi kotfeny budou

kde D = a%e2 — 4y,&,(y,&, — a&,). Nyni dosadime do vzorce a vypocitame diskriminant,
D = —193,5485. Jelikoz je D < 0 vlastni ¢isla matice jsou komplexné sdruzena a singularni
bod [Ny, N;] je stabilni. Jestlize v nerovnosti D < 0 vyménime znaménko nerovnosti za rovna

se takto
a’es — 4y,6,(y,6 —agy) =0,

bude mit tato rovnice jeden kladny koten a to

~ €1
2

Vysledny kofen rovnice je @ = 0,2816. Jelikoz a € (0, @), tedy 0,000 156 521 € (0,0,2816)

je singularni bod [Ny, N;] stabilnim ohniskem.
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Zavér: Jelikoz a < @ jedna se vnasem piipadé o slabou vnitrodruhovou konkurenci
zamg&stnani Si mizou s velkou pravdépodobnosti najit novou, piipadné i lepsi praci. V idealnim
ptipad¢ by se hodnota miry zaméstnanosti ustalila tlumenou oscilaci na hodnoté Ny, coz je
138,4896. To ale v realném svété neni mozné. Hodnota miry hrubych narodnich uspor by se
ustalila na hodnoté N;, coz je 150,0093. V realném svéte se uplatiuji vlivy, které model nebere

Vv tvahu. Jeho zptesiiovani by presdhlo rdmec této prace.
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ZAVER
V tvodu této diplomové prace byla vysvétlena zékladni teorie. Vzhledem k tématu byla
do zakladni teorie zahrnuta tvorba matematického modelu a teorie diferencialnich rovnic

prvniho fadu. Poté jsme si vysvétlili, co jsou to autonomni systémy, kde jsme se zabyvali

systémy na piimce i v rovingé. V zavéru prvni kapitoly byl vysvétlen pojem stability.

Dalsi ¢ast byla vénovana jednoduchym populacnim modeltim, mezi které patii v prvni
fad¢ rastovy model. O néco realistictéjsi je model riistu populace Zivych organismi, ve kterém
jsme si predstavili Malthusiiv model a Verhulstovu neboli logistickou rovnici. Nasledovalo
vysvétleni rovnovazného modelu poctu druhi na ostrové, kterému se také fika Macarturiv
model. V tomto modelu nam piibyly proménné jako rozloha ostrova, vzdalenost ostrova od
pevniny nebo intenzita migrace. Poté jsme se uz presunuli k dynamickym modeliim jedné
populace, mezi které na zaCatek patii obecny logisticky rast populace. Pak pfisla na fadu
dynamika klimaxové populace, kterou vystihuje specifickd mira ristu. V zavéru této kapitoly

byla vysvétlena dynamika populace pod predacnim tlakem.

Ve treti Casti této prace jsme se zacali zabyvat modely koexistence dvou druhti. Na tivod
jsme si vysvétlili, jaké druhy vztahti mizou existovat mezi dvéma populacemi, a pak uz jsme
se zabyvali konkrétnimi modely. Prvni pfiSel na fadu model konkurence mezi dvéma
biologickymi druhy, ktery se vyznacuje soupetenim dvou druhd o potravu, teritorium atd.
Ukazali jsme, Ze existuji tfi typy konkurence, a to konkurence slaba, silna a dominance jednoho
Z druhti. Nasledné byly vysvétleny vSechny CcCtyfi piipady, které mohou nastat (slaba
konkurence, silnd konkurence, dominance prvniho druhu a dominance druhého druhu). Jako
druhym jsme se zabyvali modelem symbidzy dvou druhd, ktery je specificky souzitim dvou
druhii, ze kterého maji obé populace prospéch. Poté jsme si vysvétlili klasicky Lotktiv-
Volterriiv model dravec-kofist, u n¢hoz se predpoklada Ziveni jednoho druhu druhym.
Nasledoval model dravec-kofist s vnitrodruhovou konkurenci kofisti; tento model se 1i$i od
klasického modelu pfidanim konstanty oznacujici miru vnitrodruhové konkurence, ktera se
vypocita pomoci konstanty specifické miry ristu populace kofisti a nosné kapacity prostiedi.
Ukazali jsme, Ze mohou nastat dvé situace se silnou nebo slabou vnitrodruhovou konkurenci
kofisti. Pak jsme se zabyvali modelem Gauseho typu, ktery patii mezi realisti¢téjsi modely.
V tomto modelu jsme se zabyvali ¢tyfmi moZznymi situacemi, které mohou nastat. Nasledné byl
ukazan model koexistence dvou konkurujicich si populaci s dravcem. Jedna se o model se tfemi

proménnymi, jako piiklady byly uvedeny antilopy, zebry versus lev. Na zavér této kapitoly
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jsme si ukazali modely chovani, pfesnéji vyvoj vzorct chovani. A vysvétlili jsme si obecny

model soupeteni a model soupefenti ,,jestfabi* a ,,holubic*.

Ve ctvrté kapitole jsme se presunuli k praktickym poznatkim a moznym vyuZzitim
dynamickych populaénich modelli v ekonomii. Nejprve jsme si ukazali vyuziti Malthusovského
modelu pii multilevel marketingu. V prvnim ptikladu jsme zvolili optimisticky piedpoklad
25 % uspésnosti nove najatych spolupracovnikll a zaroven jsme predpokladali nartst bytku
spolupracovnikil o jedna za jednotku casu (v nasem ptipad¢ jeden mésic). Zacinali jsme na 14
spolupracovnicich a zjistili jsme, ze maximalni pocet spolupracovnikii dostaneme po 8,3
mésicich a jejich pocet bude 32. Nasledn¢ bude jejich pocet klesat. Ve druhém piikladu jsme
predpokladali specifickou miru ristu pouze v hodnoté 10 % a miru ubytku o tfi za jednotku
casu. Opét jsme zacinali na hodnoté 14 spolupracovnikli a dospéli jsme k zavéru, ze
maximalniho poctu spolupracovnikli dosahneme po zhruba dvou tydnech, ovSem mnoZstvi
spolupracovnikl bude stale 14 (nelze pocitat jen ¢ast spolupracovnika, proto zaokrouhlujeme
na cela ¢isla). Zavérem tohoto ptikladu bylo, ze v multilevel marketingu lze kratkodobé

dosahovat zisku, ale z dlouhodobého hlediska je tento typ podnikani neefektivni.

Dale jsme ukazali mozZnost vyuziti modelu konkurence dvou druhii. Jednalo se o model
popisujici piisobeni dvou podnikt, které si vzajemné konkuruji, ve stejném prostiedi. Jednalo
se o podniky vyrabé&jici vzajemné substituty (rohliky a housky). Zavérem zkoumani a vypocti
tohoto modelu jsme dospéli k tomu, Ze se jednd o silnou konkurenci mezi podniky. A lze
ocekavat skonceni ¢innosti jednoho z podniki, IZivnost prostiedi neni stabilni pro oba podniky
zaroven. Ale oba podniky maji stejnou Sanci na preziti, zalezi to na mnoha faktorech jako
naptiklad na dodavatelich, jejich cenach a kvalit¢ dodavatele, na kvalité¢ samotného vyrobku,

na odbeératelich tedy zakaznicich apod.

Poté pfislo na fadu vyuziti modelu symbidzy dvou druhii, ve kterém jsme zvolili
podniky vyrabéjici vzajemné komplementy. Jeden podnik vyrabél tiskarny a druhy papir. Po
matematickych vypoctech jsme dospéli k zavéru, ze se jedna o typ slabého mutualismu neboli
slaby typ spoluprace/souziti. Dozveédéli jsme se o preziti a prosperit¢ obou podnikd do
budoucna. Zavérem modelu bylo ustaleni rovnovaznych hodnot na urovnich vysSich pro oba
podniky, nez kdyby ke spolupraci nedochézelo a podniky by byly v stejném prostiedi. Dle mého

nazoru se spoluprace témto podnikiim vyplati.

Jako dalsi jsme si ukédzali vyuziti modelu dravec-kofist, kde jsme si za proménné zvolili

primérnou ro¢ni miru inflace a meziro¢ni riist/pokles realné mzdy (neboli index redlnych mezd)
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v letech 2012 az 2021. Pomoci linearni aproximace jsme dopocitali potiebné parametry

modelu. Vysledkem byly periodicky se opakujici hodnoty, pticemz ob¢ kolisaji kolem svych
rovnovaznych stavii. Rovnovazna hodnota primérné ro¢ni miry inflace vysla 3%2 a rovnovazna
hodnota mezirocniho ristu/poklesu realné mzdy byla vypocitana %. Kdyby se provadéla

regulace inflace naptiklad snizenim Urokové miry, kterd snizuje inflaci, pak by mira inflace

, . v . y v 1y 960 v
kolisala okolo stejného rovnovazného bodu, jako v naSem piipadé P ale rovnovazna hodnota

meziro¢niho rastu/poklesu realné mzdy by kolisala kolem mensi hodnoty nez %. A kdybychom
provadéli regulaci pomoci zvySeni hodnoty &,, k tomu miize dojit napiiklad snizenim miry
zdanéni mzdy, ktera zapii¢ini narast realné mzdy, pak by stav miry inflace kolisal kolem vyssi
hodnoty nez 3102, zatimco rovnovazna hodnota okolo, které kolisd meziro¢ni rist/pokles realné

mzdy by ziistala stejna jako v nasem piipadé.

V posledni kapitole této diplomové prace byl ukdzan piiklad aplikace vybraného
modelu v oblasti ekonomie. Jako ukazku jsem si zvolila model dravec-kofist s vnitrodruhovou
konkurenci kofisti, kde jsem pouzila hodnoty miry zaméstnanosti a hodnoty miry hrubych
narodnich tspor v letech 2007 az 2021. Opét jsem provadéla linedrni aproximaci dat pro zjisténi
pottebnych parametrii k vypoctu. Jako hodnotu K jsem zvolila volnou kapacitu trhu prace, tzn.
kolik volnych pracovnich mist je na trhu prace k dispozici. Pomoci vypoctil jsme zjistili, ze se
poctem volnych pracovnich mist; zaméstnani si mizou s velkou pravdépodobnosti najit novou
praci, piipadné i lepsi praci. V idedlnim ptipadé by se hodnota miry zaméstnanosti ustalila
tlumenou oscilaci na hodnoté Ny, coz je 138,4896, a hodnota miry hrubych nérodnich tispor by
se ustalila na hodnoté N;, coz je 150,0093. Toto docileni v realném svéte ale neni mozné. Proto

byla navrhnuta mozna doporuceni pro dalsi postup.

Dynamické popula¢ni modely byly piivodné navrzeny pro popis jevu v oblasti biologie,
avSak pozdé&ji se ukazala i moznost jejich aplikace v ekonomii. Ve své praci jsem ukézala, ze
skute¢né existuje fada moznosti jejich uplatnéni pii feSeni ekonomickych problémd, byt je

tteba brat v tivahu to, Ze model vzdy dava jen zjednoduseny obraz redlného svéta.
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