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Abstract: The paper deals with the first digit law which is also called as the Benford law.
The history, empirical evidence and a simple explanation of its validity are reviewed.
This law showed that the data in the real world have the property that the first digit
1 appears in 100 numbers about 30 times, the first digit 2 about 17 times, and so on the first
digit 9 about 5 times. This law states that data sets from different fields leading digits tend
to be distributed logarithmically. The Benford’s distribution is verified for the set consists
of the numbers of inhabitants of all towns in Czech Republic and for the set of prices of the
medicinal drugs. Further, some cases of application of this law in the investigation
of specific economic data are presented.
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Uvod

Uvazujme libovolnou mnozinu ¢iselnych dat, které vyjadiuji hodnotu jisté ptirozené
vymezené veliiny zredlného svéta. Pfitom nezalezi na tom, zda se jednd o data
geograficka, makroekonomicka, ceny zboZi v supermarketech, tabulky fyzikalnich konstant,
hodnoty nékterych funkci na jistém diskrétnim definicnim oboru a podobné. Pfedpokladem
je, ze pocet Cisel v souboru je alespon v fadu tisicti. UrCuje se ¢etnost vyskytu jednotlivych
Cislic na prvnim platném misté. V naSem piipadé tedy prvni Cislice rtizné od nuly v zapisu
¢iselneho udaje v desitkové soustaveé. Pro jednoduchost budeme v dal$im textu pouZzivat
pouze pojmenovani ,,prvni Cislice®. Na prvni pohled se zda, Ze by pravdépodobnost vyskytu
Cislice d=12,.9 jako prvni C¢islice méla podléhat rovnomérnému rozloZeni

s pravdépodobnosti
1
P(d)=—=0,11....
(d) 5

Ve skuteCnosti v takovych datovych souborech se nejcastéji objevuje jako prvni Eislice
jednicka a Cetnost vyskytu dalSich ¢islic postupné klesa v potadi od 2 az k 9.

1 Historie a zdivodnéni zakona
1.1 Charakteristika zakona prvni Cislice
Uvazujme nejdiive pro jednoduchost &iselnou posloupnost {a,} danou funké&nim

piedpisem a, = Aa", kde A4,a jsou nenulové kladné konstanty. Pomoci programu

MATLAB ur¢ime hodnoty prvnich 10 000 clent posloupnosti tohoto typu pii A=1
a postupné pro hodnoty a =15, a =11, a =1,05. V Tab. 1. jsou uvedeny Cetnosti vyskytu
jednotlivych ¢islic jako prvnich €islic ¢lenti téchto posloupnosti.
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Tab. 1: Cetnost prvnich éislic u 10 000 &lenii posloupnosti {1 . a”}

Prvni Cislice 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a=15 3008 1761 1248 972 789 668 581 512 461
a=11 3009 1762 1249 970 792 670 579 513 456
a=105 3009 1765 1248 969 792 670 581 511 455

Zdroj: vlastni zpracovani

Z uvedenych hodnot je skute¢né ziejmé, ze v téchto souborech zhruba 30% cisel zacina
jedni¢kou a ¢im vySS8i je prvni Cislice, tim méné pravdépodobnéji se na zacatku Cisel
objevuje.

1.2 Historické poznamky

Tuto zékonitost poprvé zvefejnil vroce 1881 americky matematik a astronom
S. Newcombe [11] v casopise The American Journal of Mathematics. Jeho tvrzeni
vychazelo z pozorovéni, Ze v logaritmickych tabulkach v technické knihovné jsou evidentné
nejvice ohmatané stranky s ¢isly zacinajicimi jednickou. Dlouha desetileti vSak jeho tvrzeni
nebyla vé€novana pozornost. Az v roce 1938 tento z ur€itého hlediska pfirodni jev znovu
Prozkoumal ptes 20 000 ¢iselnych udaja ve 20 riznych souborech dat, jako byly naptiklad
delky 335 fek, mérnd tepla 1389 chemickych slou€enin, statistiky v americké baseballové
lize, ¢isla uvedena v &lancich na titulnich strankdch novin apod. Rada autorti kriticky
nahlizela na Benfordiv vybér zkoumanych soubori dat s poukazem na ucelovost tohoto
vybéru s ohledem na ocekévany vysledek. Pres veskeré vyhrady se vSak ukdzalo, ze platnost
zékona prvni ¢islice je velmi Casty jev, a 1 proto se v soucasnosti pouziva pro tuto zédkonitost
pojmenovani Benfordiv zakon.

Je zajimavé, Ze ziejmé prvni vyznamnéj$i zminkou o tomto zakoné v Cestiné je kratky
¢lanek P. Kantorka zroku 1998 v Casopise Vesmir [10]. P. Kantorek je znamy cesky
karikaturista, ktery vystudoval fyziku na Masarykové univerzité, v roce 1968 odesel
do Kanady a v soucasné dob¢ je profesorem fyziky na Univerzit¢ v Torontu. Ve svém
¢lanku konstatuje. ,, Nejde o zddny matematicky trik, ale o skute¢ny ptirodni zdkon, jimz se
fidi soubory jakychkoliv pfirozenych dat, bez ohledu na jejich podstatu nebo fyzikalni
jednotky. Jedinou podminkou je, ze data musi byt v minimalnim rozsahu tii logaritmickych
intervald.*

PtedevSim v poslednich dvaceti letech se v zahrani¢nich Casopisech objevilo mnoho
piispévki razné odborné kvality, které se vénuji tomuto ,first digit phenomenon®.
V soucasnosti webové stranky Benford Online Bibliography [3] obsahuji vice nez
600 odkazii na tyto pfispévky. I kdyz autofi tohoto ¢lanku nemohli projit vSechny tyto
odkazy, ptesto je zfejmé, ze okolo Bernfordova zakona je stale mnoho nedofeSenych otdzek,
jak zhlediska cist¢ matematického, tak ptedevSim z hlediska moznosti jeho praktického
vyuziti naptiklad v ekonomickych analyzach.

1.3 Matematické zduvodnéni a konkretizace zakona

Obratme nyni pozornost k matematické strance zékona. Je naprosto ziejmé, Ze zakon
platit nebude v piipadé soubort dat, kde jednotliva ¢isla jsou vytvarena nahodnym vybérem
Cislic na jednotlivych pozicich, pfiCemz tyto Cislice jsou vybirdny se stejnou
pravdépodobnosti, coz piedstavuje rovnomérné rozloZeni pravdépodobnosti. V literatuie 1ze
najit celou ftadu rdznych dikaz, zdivodnéni ¢i odvozeni zdkona prvni Cdislice.
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Z pochopitelnych divodl vétSina z nich je zaloZzena na metodach statistickych a z teorie
pravdépodobnosti. Pro zijemce miizeme doporucit napiiklad clanky T. P. Hilla [9],
R. A. Raimiho [15], D. Cohena [4] nebo R. S. Pinkhama [13]. Pro nase potfeby vSak postaci
nasledujici odvozeni, jehoZz zikladni ideu ptevezmeme zclanku K. A. Rosse [17],
otiSténého v Casopise The American Mathematical Monthly.

Uvazujme posloupnost danou funkénim piedpisem «, = Aa". Jako jednoduchy model

pro tuto posloupnost miizeme pouzit pocet obyvatel jisttho mésta, kde celociselna
proménna n vyjadfuje ¢as v uréitych jednotkach, naptiklad v letech. Cislo A udava podet
obyvatel ve vychozim roce, kdy » = 0. Dany ptedpis ptredpoklada, Zze pocet obyvatel se meéni
exponenciadlné, pfi¢emzZ pro « >1 roste v ¢ase a naopak pii 0 <« <1 klesa. Dale budeme
pfedpokladat, ze pocet obyvatel roste. ProtoZze vynasobenim hodnot @, mocninou c¢isla
10 se prvni ¢islice neméni, mizeme také predpokladat, ze pocateéni populace 1< 4<10
a zéklad exponencidlni funkce vyhovuje podmince. 1<a <10. Na Obr. 1 je zobrazeny
priibéh rostouci exponencidlni funkce f(¢)= Aa' mezi funkénimi hodnotami 10“ a 10**'.
Z n¢ho je jasné vidét, ze Cas, ktery odpovida tomu, kdy prvni ¢islici funkéni hodnoty je
1 urcuje interval <C1, C,), prvni &islicd je 2 urcuje interval <C2 ,C;), atd. Proto 1 je tedy prvni
Cislici mnohem déle, nez kdyz prvni ¢islici je 9.

Obr. 1: Graf ritstu populace

Zdroj:[17]

Nyni mizeme dokoncit odvozeni funkéniho vyjadieni zdkona prvni Cislice. Uvazujme
libovolnou nenulovou ¢islici d, pak jeji umisténi jako prvni Cislice odpovida intervalu
<cd, ¢;.1). Cheeme uréit délku tohoto intervalu v zavislosti na hodnoté d .

Podle Obr. 1 plati ztejmé& f(c,)= Aa =d 10

fleg)=Aa =(d+1)-10".
a po zlogaritmovani (pti zékladu 10)
logA+c,loga =logd +k
logA+c,, loga = log(d +1)+ k.

Odectenim poslednich rovnosti a jejich jednoduchou upravou dostavame

log(d +1)-1logd = (c,,, —c,)-loge .
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Uvéazime-li dale, ze vzhledem k pouziti pravdépodobnosti, 1ze interval <01» ¢0) povazovat
za jednotkovy, miizeme psat log10 —logl =1-log«, odkud plyne loga =1.

Ziskali jsme tedy funk¢ni vyjadfeni zédkona prvni Cislice, neboli Benfordova zékona,
v béZzn€ pouzivaném vyjadieni vztahu pro pravdépodobnost, Ze Cislice d bude prvni Cislici
v zapisu &isla z daného souboru P(d)= log(l +§). Ptislusné pravdépodobnosti pro jednotlivé
Cislice jsou v nasledujici tabulce. Nahodné veli¢iny, jejichz rozdéleni odpovida uvedenym
hodnotam, se n¢kdy oznacuji jako veli¢iny podléhajici Benfordovu rozdéleni.

Tab. 2: Pravdépodobnosti ze zakona prvni Cislice

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
log% 0.30103 | 0.17609 | 0.12494 | 0.09691 | 0.07918 | 0.06695 | 0.05799 | 0.05115 | 0.04576
Zdroj: [17]

2 Ovéreni platnosti zakona na vybranych souborech

V zahrani¢ni literatufe lze najit ovéfovani zakona prvni Cislice na mnoha datovych
souborech pfirodniho (pfirozeného) charakteru. Pfedchozi odvozeni ukazuje, Ze zékon jisté
plati, jestlize se jednd o hodnoty nahodné veli¢iny, které se méni podle jistého
exponencialniho ristu nebo klesani. Casto se ukazuje, Ze zakon plati vétsinou i pro veliginy
s lognormalnim rozdélenim. Rada autorti se pokousela stanovit presn&j$i charakteristiku
¢iselnych soubord, pro které zakon bude platit.

vvvvv

formulovat v téchto ctyfech bodech:

1. Ciselna data musi byt dana ve stejnych mérnych jednotkach (pocet obyvatel, délkova
¢i ploSnéa mira, penézni ména apod.).

2. Dat musi byt dostatené mnozstvi, vétSinou se pozaduje tadové tisice dat, jako
minimalni se uvadi 500 hodnot.

3. Ciselné hodnoty by mély byt v rozpéti alespoi ti1 (logaritmickych) fadi.
4. Ciselné hodnoty by nemély byt v piisluiném rozpéti zdola ani shora nijak omezeny.

Na druhou stranu se podaftilo naptiklad dokazat, ze nezalezi na zdkladu ¢iselné soustavy,
v niz jsou udaje vyjadieny, coz pravé pii pouziti v ekonomickych modelech se ziejmé jen
stézi vyuzije.

V Ceské literatufe se objevilo jen nékolik seriéznich pokusi ovéfovat nebo piimo
aplikovat zakon prvni Cislice [7], [8], [14]. Vice k t€émto ¢lankiim v nasledujici kapitole.
Rozhodli jsme se proto ovétovat platnost zakona na dvou datovée odliSnych souborech, které
jsou vetejné piistupné na Internetu. V mnoha zahrani¢nich odkazech je citovano ovefovani
zékona na urcitych demografickych souborech, konkrétné se vétSinou tykajici poctu
obyvatel. Vyuzili jsme proto toho, Ze v roce 2011 probéhlo v Ceské republice séitani lidu
a analyzovali jsme soubor tvofeny pocty obyvatel vSech 602 mést v nasi republice. Krom¢
Statistické rocenky a dalSich dokumentii, ve kterych se vysledky sc¢itani lidu objevuji, Ize
tento udaj najit 1 v internetové encyklopedii — Wikipedie [19]. Tento soubor splituje vSechny
Ctyfi vySe pripomenuté podminky na posuzovany soubor dat. Nejvétsi pocet obyvatel ma
samoziejm¢ hlavni mésto Praha, konkrétné 1272 690, nejméné 74 obyvatel ma Ptebuz.
I kdybychom vynechali Prahu, kde by pocet obyvatel mohl byt chapan jako mezni hodnota,
nebudou relativni Cetnosti zastoupeni prvnich Cislic v Tab. 3 nijak ovlivnény. I kdyz je
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vidét, Ze Cetnosti prvnich Cislic v ¢islech tohoto souboru postupné klesaji od 1 do 9 pfiblizné
podle posuzo-vaného zdkona, urc¢it¢ odchylky lze pozorovat. Domnivame se, Ze tyto
odchylky jsou ovlivnény niz§im po¢tem ¢isel v souboru.

I z téchto diivodl jsme jako druhy pouzili soubor s 9593 polozkami. “Statni ustav
pro kontrolu 1é€iv* v souladu se zakonem zvetejniuje ,,Seznam 1é¢ivych ptipravki a potravin
pro zvlastni 1€karské ucely* hrazenych ze zdravotniho pojisténi Seznam je vydavan vzdy
k 1. dni kalendarniho mésice a uvadi Uplny vycet z vefejného zdravotniho pojiSténi
hrazenych 1é&ivych piipravkil (LP) a potravin pro zvlastni lékaiské ugely (PZLU), o jejichz
thradé Ustav rozhoduje, v&etné jejich maximélnich & ohlasenych cen vyrobce, vyse
a podminek thrady vcetné jejich nejvyssi mozné tthrady pro konecného spotiebitele spolu
s vysi doplatku do zapocitatelného limitu® [18]. Ceny v tomto Seznamu se pohybovaly
pfiblizné v rozpéti od 10 do 100 000 K¢&. Prislusné relativni Cetnosti jsou uvedeny
v poslednim tadku Tab. 3. Z téchto udaji je zfejmé, ze soubor cen ze Seznamu velice dobie
odpovida Benfordovu rozdé€leni.

Tab. 3: Pravdépodobnosti vyskytu prvni Cislice d v souborech: A — pocet obyvatel mést
CR; B - cenik 1é¢iv MZCR
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A 0.26578 | 0.19601 | 0.15615 | 0.0967 | 0.09635 | 0.06146 | 0.05150 | 0.04153 | 0.03156

B 0.30304 | 0.17864 | 0.11735 | 0.08478 | 0.08607 | 0.06610 | 0.06418 | 0.05061 | 0.04923

Zdroj: viastni zpracovani

Obr. 2: Srovndani relativnich Cetnosti vyskytu prvnich Cislic v souborech
A a B s Benfordovym rozdélenim

Zdroj: viastni zpracovani

3 Aplikace zakona v ekonomii

V poslednich letech se objevila fada studii, které se pokousely aplikovat zdkon prvni
Cislice pfi analyze datovych soubor v ekonomické a financni oblasti. Cilem téchto analyz
bylo posoudit, zda Ciseln¢ udaje v jednotlivych finan¢nich vykazech a jinych ekonomickych
statistikdch odpovidaji Benfordovu rozdéleni. Pokud ano, je takovy soubor vérohodny,
pokud ne, vznikd podezieni, Ze Ciselné udaje byly upravovany. Psychologicky zaklad
pro takovyto zavér Ize vyjadfit takto. Jestlize ¢lovék védomé upravuje ¢i falSuje vétsi pocet
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udaji, zda se mu vérohodné&jsi, pouzivat na zacatku Cisel jednotlivé Cislice stejné cCasto.
Ve srovnani se zdkonem prvni Cislice pak vyskyt Cislic na prvni pozici je Castéj$i nebo
naopak méné casty. Timto porovnanim se da s velkou pravdépodobnosti vytipovat
podeziely soubor Ciselnych dat. Vratime-li se ke konkrétnim publikovanym analyzam, je
tteba konstatovat, Ze naprostd vétSina z nich ukéazala shodu s Benfordovym rozdé€lenim. Je
to celkem pochopitelné, protoze se pracuje Casto s citlivymi udaji a zvefejnéni podezieni
z falSovani idajii by pro autory mohlo mit i nepifijemné disledky. AvSak i nalezeni shody
s Benfordovym rozd€lenim ma vyznam vtom, Ze je stile znovu potvrzovana platnost
zékona prvni Cislice. Z tohoto pohledu miizeme nahlizet 1 na naSe vysledky uvedené
v predchozi kapitole.

Nyni tedy ptfipomeneme nekteré z publikovanych analyz. T. A. Mir [12] analyzoval data
ziskana ze zprav neziskové organizace Global Financial Integrity, kterd se zabyva pomoci
pifi snizovani nezdkonnych finan¢nich toki (Illicit Financial Flows) z rozvojovych zemi.
Data v téchto zpravach byla zalozend na makro-ekonomickych tudajich dostupnych
z mezinarodnich finan¢nich instituci a tykala se celkem 160 rozvojovych zemi. Analyza Ctyt
zprav tykajicich se rtznych c¢asovych obdobi ukazala v ptfipadé prvni Cislice shodu
s Benfordovym rozd¢lenim. Tim byla prakticky potvrzena relevantnost ziskanych dat.

Cilem vyzkumu autord M. Zgela a J. Dobsa [20] byla analyza finanénich vysledkt
500 vyznamnych spole¢nosti ze stfedni a vychodni Evropy v letech 2007, 2008 a 2009.
Vyzkum byl zaloZen na vyrocnich zprdvach Delloite, coZz je oznaeni, pod nimz
v nezavislych spolecnostech spolupracuji desetitisice odborniki, a poskytuji tak vybranym
klientim sluzby v oblasti auditu, poradenstvi, finan¢niho poradenstvi, fizeni rizik a dani.
I zde vysledky ukazaly shodu s rozloZzenim pravdépodobnosti ze zakona prvni Cislice.

V této souvislosti je mozné piipomenout i1 prace publikované u nds. Zda se, Ze jedinou
skute¢né rozsdhlou a fundovanou analyzu konkrétnich ucetnich dat provedl P. Hanzal
s kolegy [7] a [8]. V téchto analyzach byla na rozsahlém souboru vice nez 4 milion
ucetnich ptipadli opét potvrzena shoda se zdkonem prvni Cislice. Zavéry lze také najit
v [7] a [8], v€etné charakteristiky cilti, které podnikatelsky subjekt sleduje pfi piipadném
Lupravovani dat v jednotlivych oblastech finan¢niho ucetnictvi. V oblasti vynost i nakladt
jde o snahu ovlivnit platbu dan€ z pfijmi, v oblasti vydanych a do$lych faktur o Gctovani
fiktivnich faktur a podobné.

Pti statickém zpracovani analyz datovych souborli se zpravidla postupuje tak, ze se
stanovi jako nulova hypotéza shoda s Benfordovym rozloZzenim a vhodnym kritériem
se hypotéza testuje. NejCastéji se pouziva test dobré shody y-kvadrat. Kromé dfive

uvedenych podminek je nutné se ujistit, zda ¢iselné hodnoty nejsou vysledkem nahodného
vybéru (ve smyslu uziti metod umélé inteligence) nebo zda nejsou ovlivnény psychickymi
aspekty (ceny v marketech zacinajici napt. 999), Pfitom je samoziejmé, ze i v ptipadé, kdy
jsou splnény vSechny pozadované parametry souboru, a piesto jsou zjiStény statisticky
vyznamné odchylky od Benfordova rozdéleni, nelze to povazovat za potvrzeni hypotézy, Ze
data byla néjakym zplisobem zmanipulovana. Jedna se ale o vérohodné upozornéni
na ,,podeziely* soubor, ktery je pak nutné jinymi auditorskymi prosttedky prozkoumat. I to
vSak je jisté velmi u€innym pomocnikem auditorii v prvotni orientaci pii forenznim auditu.
Nejpozoruhodnéjsi zaveéry své analyzy ekonomickych dat predstavili némecti autofi
B. Rauch a kol. [16], ktefi zkontrolovali ekonomické statistiky vSech ¢lenskych zemi

Evropské unie za poslednich 10 let. Jejich zavéry se t&Sily velké pozornosti i v ¢eskych
médiich. Ze statd eurozony vykazuji nejniz$i shodu s Benfordovym rozdélenim Recko
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a Belgie, u kterych je tedy nejsiln€j$i podezieni na upravovani svych makroekonomickych
udaji. Naopak nejlepsi vysledky z tohoto hlediska vykazuje Nizozemsko a Portugalsko.
Pro nas je zajimavé, Ze z 11 evropskych zemi, které nepiijaly Euro, se Ceska republika
umistila na tfetim misté. Nejlep$i vysledky prokazalo Polsko, naopak nejhorsi
zase Rumunsko.

4 Diskuze

Jak uz bylo diive uvedeno on-line databaze obsahuje vice nez 600 titulti pojednavajicich
o Benfordovu zdkonu a jeho mozném vyuziti v riznych oborech. Je ziejmé, Ze se tato
databaze bude dale rozriistat. Pro matematiky je zde vSak celd fada nedofeSenych otazek.
Nekteré z nich zformuloval K. A. Ross ve svém c¢lanku [17], ktery povazujeme za stézejni
pro matematické chapani zdkona. Uvadét zde nékteré znastolenych probléma neni
pro ulely tohoto piispévku uzitecné, protoze vétSinou jde o problémy specialni, které
rozvadéji jiz dilci vyteSené situace.

Z hlediska moZzného pouziti zdkona prvni ¢islice miZzeme jeSté piipomenout jednu
situaci z politologie. Objevuji se pomérné ¢asto pokusy detekovat s pomoci tohoto zdkona
falSovani vysledku voleb v nékterych zemich. Nebudeme zde uvadét zadne odkazy, které si
v pfipadé¢ zajmu mulZe Ctenaf najit na Internetu. Nepodafilo se ndm ale v této souvislosti
objevit skute¢n¢ detailni a fundovanou analyzu volebnich vysledkli. Zhodnoceni vSak je
nutn¢é nechat na odborniky v této oblasti.

Zavér

Jako strucny zavér, ktery v jistém zjednoduSeni vyjadiuje cil tohoto piispévku, miizeme
pouzit jemné upravenou citaci z ¢lanku P. Kantorka. ,,Aplikace zdkona prvni Cislice je
dalekosahla. Méame-li vétsi soubor jakychkoliv dat, mizeme pomérné¢ jednoduchym
statistickym rozborem lehce zjistit, jsou-li data skutecna (pfirodni), nebo podeziela.
Pochopitelné ale plati zakladni pravidlo statistiky: Cim vice dat, tim lepsi souhlas
s teoretickou kiivkou. Zakon se bohuzel nedd pouzit k zlepSeni Sance vyhry v Sazce,
protoZze nahodile tazena Cisla 1 aZ 9 mohou byt sefazena v libovolném potadi. V kazdém

piipadé je to vSak zdkon fascinujici a je zajimavé, jak malo 1 renomovanych akademiki
o ném vi.*
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