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Abstract: In this paper a mathematical model of European call options prizing is presented.
This model is based on reduced Black-Scholes partial differential equation, discretized
employing the finite difference method. The results of this model and of the exact solution of
Black-Scholes equation are compared.

Keywords: Black-Scholes schema, European call options, PDE, Finite Difference Method

1. Uvod

S finanénimi derivaty se v Ceské republice obchoduje teprve kratce, ale diky svym
vlastnostem slibuji Siroké spektrum vyuziti. Zistane-1i Cesky trh témto finanénim néstrojim
otevien, v priStich letech se budeme pravdépodobné setkavat se stale novymi typy derivati.
Vzhledem k tomu, Ze analytické feSeni je znamo jen pro nékteré zakladni druhy derivati, je
nutno tyto fesit také pomoci numerickych metod.

Snahou kazdého subjektu obchodujiciho na finan¢nich trzich by mélo byt eliminovat
nejistotu a zajistit se proti riziku z ni plynouciho. Na finan¢nich trzich je k dispozici znacné
mnozstvi instrumentd, které slouzi k zajisténi téchto rizik. V soucasné dobé, kdy jsou trhy
velice volatilni, banky neustdle méni své Urokové sazby, aby ptiznivé ovlivnily trhy, se
setkavame s ¢im dal tim vétsi oblibou finan¢nich derivatl. Pomoci nich se subjekty zajistuji
proti nepfiznivym a neocekdvanym vykyviim urokovych sazeb, cen komodit, kurzii mén
a cennych papiri a umoziuji subjekttiim trhu vydé¢lavat i1 za neptiznivého vyvoje. Subjekty
také finan¢ni derivaty vyuzivaji ke spekulacim, které vedou k jejich dodate¢nym ziskim,
a ziskavaji tak finance k dalSim investicim.

2. Zakladni pojmy

2.1. Opce

Opce jsou burzovni nebo OTC derivaty s pravem jednoho partnera, kupujiciho opce,
na vypotradani obou podkladovych nastroji v jednom okamziku v budoucnu, tzv. evropska
opce, nebo béhem urcitého obdobi, tzv. americkd opce. Druhy partner je prodavajicim opce a
obdrzi od kupujiciho opéni prémii. Opcni prémie je obvykle splatnd v okamziku sjednani
opce, ale existuji opce, které jsou splatné pozdéji, nejcastéji v okamziku splatnosti opce.

Takova opcni prémie je vyssi neZ hodnota opce v okamziku jejiho sjednani a to o nab&hly
urok odvozeny od rizikové urokové miry v obdobi mezi sjednanim opce a uhradou opcni
prémie. Kazdy op¢ni kontrakt obsahuje cenu, za kterou mé vlastnik pravo dany podkladovy
nastroj koupit a ta se nazyva realiza¢ni cena.

2.2. Black-Scholesova rovnice

Vylozme nyni Black-Scholesovu rovnici pro evropskou kupni opci. Jednd se o kontrakt,
v kterém majitel opce ziskava pravo koupit akcii v presné urCeném expiraCnim Case t=T
za predem dohodnutou cenu E. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pravo, nikoli povinnost, ma
toto samo o sob¢ jistou hodnotu, za kterou je v Case uzavieni kontraktu t=0 zaplatit tzv. opcni
prémii V. Pro obé¢ strany, tj. pro vypisovatele opce 1 pro drzitele opce, je zajimaveé védét, jaka
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je férova hodnota prémie tak, aby ani jedna ze stran nebyla znevyhodnéna. Uloha spodiva
v nalezeni matematické rovnice, kterd popisuje vztah pro funkci ceny opce V=V(S,t) jako
funkce aktudlni ceny akcie S a €asu t. Op¢ni prémie potom piedstavuje hodnotu na pocatku
uzavirani kontraktu, tj. v ¢ase t=0.

K modelovani ndhodného vyvoje ceny akcie jako funkce Casu S=S(t) se pouziva
diferencidlni rovnice, ktera reprezentuje geometricky Browniiv pohyb dS=uSdt+cdw, kde dS
znamena zménu ceny akcie za ¢asovy okamzik dt; p oznacuje ocekavany vynos nebo trend
vyvoje akcie; o je volatilita ¢asového vyvoje akcie; znakem dm je oznacCen diferencial
Wienerova procesu. Tato stochastickd rovnice mize byt zapsana i ve tvaru dS/S=pdt+odo.
Odtud je ziejmé, ze v Casové analyze je podstatnou informaci relativni zména dS/S, nikoli
absolutni zména ceny aktiva dS. Dlvodem je fakt, Ze hledany model musi byt nezavisly na
volbé jednotek. To znamend, ze vysledna oceniovaci formule musi mit stejny tvar nezavisle na
tom, zda je cena vyjadiena v eurech, centech, korunach nebo dolarech.

Podle znamého Itéova lemmatu vyhovuje cena derivatu akcie V(S,t) ndhodného procesu
S stochastické rovnici
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Cilem investora je zkombinovat jeho portfolio sestavajici z akcii, opci a dluhopist tak, aby
neutralizoval vystaveni svého portfolia riziku. Zfejmé jediny rizikovy ¢len v uvedené rovnici
je reprezentovan stochastickym ¢lenem do Wienerova ndhodného procesu. Neutralizovani
vlivu tohoto stochastického, a tedy rizikového, Clenu lze vybérem poméru A=0V/OS.
Naslednym dosazenim tohoto vybéru do deterministického zbytku rovnice dostaneme Black-
Scholesovu parcidlni diferencidlni rovnici

V.1 (S)Zﬂv+rsﬂ-rv 0.
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3. Oceinovani evropskeé call opce pomoci explicitniho schématu

Pro evropské typy derivati jsou znamy jak exaktni, tak numerické feSeni. Pouziti
numerického feSeni, ma své opodstatnéni; aby bylo mozné spolehnout se na numerické
metody 1 v pfipad€, kdy neni mozno pouzit explicitni vypocet, naptiklad pro americké opce a
nekteré typy exotickych derivati, je nutné ovétit vysledky numerického vypoctu pomoci
explicitniho feSeni.

r-bD 1
Zavedenim transformované funkce u, V(St)=Ee®*™u(xt) kde a= T
S
+ 2 (r- D)
b= r+b +2 4 # a nezavislych proménnych x=In(SE), t=T-t Ize Black-Scholesovu
S
2
V
parcidlni rovnici % +—(s S)2 ﬂ +(r - D)S:]TV—S -rV =0 prevést na zikladni tvar
fu_s’7T u
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Pocate¢ni podminka pro transformovanou funkci zdvisi na termindlovém pay-off
diagramu zvoleného typu derivatu. Pro jednoduché call opce je to u(x,0)= € max(e-1,0).

Parabolickou diferencialni rovnici s okrajovou podminkou Ize feSit pomoci metody siti
(kone&nych diferenci). V prostoru nezavislych proménnych (x,t)T A” (0,T) je uvazovéana
sit bodt x=ih, i=..,, -2,-1,0,1,2,..., na casovych vrstvach 7, j=0, 1,...m. Aproximace
hledaného feSeni v sitovém bodé (X, 7j) je oznaCena jako U; = u(X, tj).Aproximace
jednotlivych prostorovych parcialnich derivaci pomoci centralni prostorové diference maji
tvar
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aproximace Casov€ derivace pomoci dopiedné ¢asové diference r (.t ;)» -

Po dosazeni v8ech nahrad parcialnich derivaci v sitovém bodé¢ (X;, 7j) ma parabolicka
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Hodnotu u'™ na nové ¢asové vrstvé mizeme vyjadiit explicitné pomoci hodnot feSeni
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Explicitni schéma je

stabilni pouze v piipadé splnéni Courant-Lewy-Fridrichsovy podminky O < ¢ < 0,5.
Exaktni feSeni Black-Scholesovy rovnice pro vypocet evropské kupni opce lze najit ve
tvaru
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Pro ptiklad evropské kupni opce byly vypocitdny vysledky numerického schématu pro
koeficienty E=60, r=0.04, 6=0.29, T=0.3, vysledek vidime na Obr. 1. Pro koeficienty E=50,
r=0.05, 0=0.2, T=0.5 najdeme feSeni na Obr. 2. a vysledek vypoctu s koeficienty E=50,
r=0.01, ¢=0.2, T=1 si lze prohlédnout na Obr. 3. VSechny numerické vypocty byly
porovnany s piesnym feSenim Black-Scholesovy rovnice, které je na obrazcich znazornéno
hvézdickami.

4. Zavér

Cilem modelu bylo ovéfeni podobnosti feSeni rovnice pro evropskou kupni opci s riznymi
vstupnimi daty. Protoze se vhodnost pouzitého numerického modelu potvrdila, mizeme
predpokladat, ze ho bude mozno pouzit i pro dalsi typy finan¢nich derivatd, u kterych
nezndme analytické feSeni, coZ bude obsahem dalSim préce.
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