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ANOTACE

Bakalatska prace se zaméiuje na feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci tridiagonalni matice.
V praci jsou vysvétleny numerické metody pro feSeni tridiagonalni matice. Dale jsou
vysvétleny rozdily mezi piesnymi a piibliznymi metodami feSeni soustavy rovnic. Pro feSeni
soustavy rovnic je navrzen program v programovacim jazyce Java. Zkoumdni vytvorené
aplikace pro feSeni soustav rovnic za vyuziti jednotlivych metod a srovnani jednotlivych metod

z hlediska ¢asové a pamét'ové slozitosti.
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TITLE

Solution of a system of linear equations using a tridiagonal matrix

ANNOTATION

The bachelor thesis focuses on solving a system of linear equations using a tridiagonal matrix.
Numerical methods for solving tridiagonal matrices are explained in the work. The differences
between the exact and approximate methods of solving the system of equations are also
explained. A program in the Java programming language is designed to solve a system of
equations. Investigation of the created application for solving systems of equations using
individual methods and comparison of individual methods in terms of time and memory

complexity.
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UvVOD

Tato prace ma za cil pfedstavit feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci tridiagonalni matice,
navrhnout aplikaci pro praci s nimi a nasledné porovnat jednotlivé metody z hlediska casové a
pamét'ove slozitosti.

V teoretické Casti se zaméfime na soustavu linearnich rovnic, kde si piedstavime soustavu
rovnic a matice. U matic si popiSeme, co to jsou matice, jaké jsou specialni matice a operace
s maticemi. Nasledn¢ si rozebereme piesné metody, u kterych si piedstavime jednotlivé
metody, které do nich patfi, jako je Gaussova elimina¢ni metoda a Gauss-Jordanova elimina¢ni
metoda. V dal$im bod¢ bude zaméfeni na piiblizné metody, u kterych si opét piedstavime
metody, které do nich patii, jako je Metoda sdruzenych gradientt, Jacobiho iterace a Gauss-
Seidelova itera¢ni metoda.

V nasledujici ¢asti si predstavime fidké matice, kde si nejprve popiSeme tridiagonalni matice a
feSeni soustavy rovnic pomoci tridiagonalni matice. Poté si vysvétlime parcialni diferencialni
rovnice, metodu koneénych diferenci. Nakonec si popiseme, O je to spline.

V posledni ¢asti teoretické ¢asti bude porovnani metod na plné obsazené a fidké matice, kde si
nejdiive rozeberme predpoklad pro feSeni a ndsledné slozitost, jako je casova €i vypocetni.
Nésledné si porovndme pamétovou a ¢asovou slozitost jednotlivych metod pfi feSeni fidkych
matic.

V aplikacni €asti si predstavime programovaci jazyk Java, ktery jsem si vybral pro feSeni mé
prace. Nejdiive si charakterizujeme programovaci jazyk Java, ndsledné si popiSeme Javu
platform a nakonec k ¢emu se Java pouziva. Nasledné si popiSeme pozadavky, které jsem si
stanovil ve své aplikaci. Nasledn¢ si ukazeme formaty soubord, jaké by mély byt, pro vstup do

aplikace, aby bylo mozné soubory nacist.
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1 SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC

1.1 Soustava rovnic

Necht’ je ddna matice A typu m/n, n-&lenny aritmeticky vektor x = [xq, x5, ..., x,] 7@ M-&lenny

aritmeticky vektor b = [b1, bz, .., bm]|T. Potom Ax = b je soustava m linedrnich rovnic o n

neznamych.

Jestlize A = [aij], potom Ax = b rozepiSeme do tvaru:

a11x1 + aizxz + - - - + ainxXn =b1,
az1x1 + az2xz + - - - + aznXn =by,

Am1X1 + am2X2 + -+ * + amnXn =bm,

Matice A = [aij] se nazyva matice soustavy.

Vektor x = [x1, X2, ..., Xn]T se nazyva vektor neznamych.

Vektor b = [by, bz, ..., bm|T se nazyva vektor pravych stran.

A1 Q2 0 Qg

. A1 Az =+ a
Matice [Alb] = , zn
Am1 Amz - Amp

Necht Ax = b je soustava m linearnich

by
2

R~

I
|| nazyvame roz$ifena matice soustavy.
| b

rovnic o n neznamych. Potom kazdy n-¢lenny

aritmeticky vektor x, pro ktery plati Ax = b, nazyvame feSeni soustavy rovnic. Dvé soustavy

linedrnich rovnic nazyvame ekvivalentni, jestlize maji stejné mnoZiny feSeni.

Jestlize matice [C|d] vznikne z matice [A|b] uzitim fadkovych elementarnich Gprav, potom

soustavy linearnich rovnic Ax = b a Cx = d jsou ekvivalentni.

Pro sloupcové elementarni tpravy podobna véta neplati!

Soustava se nazyva homogenni, jestlize b =

0.

Soustava se nazyva nehomogenni, jestlize b # 0.

13



Necht' Ax = 0 je homogenni soustava linearnich rovnic, necht’ matice soustavy A je typu m/ n.
Potom mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic je linedrni vektorovy prostor dimenze

n—h(A).

Uvédomme si, Ze soustava rovnic Ax = b, kde matice soustavy A je typu m/n, je m rovnic pro
n neznamych. Proto je dimenze prostoru feSeni homogenni soustavy rovnic ’pocet neznadmych
— hodnost matice A”. Uvédomme si, ze homogenni soustavy rovnic maji feSeni vzdy, jednim
feSenim je nulovy vektor. Jestlize soustava rovnic vSak bude nehomogenni, pak jiz feSeni mit
nemusi.

[25]
1.2 Matice

1.2.1 Definice

Matici typu (m, n) nazyvame schéma cisel (redlnych nebo 1 komplexnich) sestavenych do m

radkt n sloupcii

aq1 Qaqz aiz .. Ain
a a azs .. azn
A= 21 G2z ™
Amn Am2 Amz - Amn

Casto pouzivany zkraceny zapis (pokud vime, o jaky typ matice se jedna) je A = (aix). Je-li
m = n, pak se A nazyva ¢tvercovou matici m-t€ho stupné (m-t€¢ho fadu), jinak hovotfime o
matici obdélnikové.

Prvky ai1, a2z, ass tvoii hlavni diagonalu a nazyvaji se hlavni prvky, prvky ain, a2n-1, @sn-2 tvoti

vedlejsi diagonalu.

1.2.2 Specialni matice

e Nulovou matici nazyvame matici, jejiz vSechny prvky se rovnaji nule. Znac¢ime obvykle
symbolem 0 nebo i ¢islem 0.

e Diagondlni matici nazyvame ¢tvercovou matici, u které prvky na hlavni diagonale jsou
rizné od nuly a vSechny ostatni prvky rovny nule.

e Jednotkovou matici nazyvame takovou diagonalni matici, jejiz vSechny hlavni prvky

jsou rovny 1. Jednotkova matice se obvykle znaci E, I nebo i Cislem 1.

14



e Horni (pravou) trojuhelnikovou matici nazyvadme ctvercovou matici A = (aik), jestlize
pod hlavni diagonalou jsou vSechny prvky nulové, tzn. Vi > k: aik= 0.
e Dolni (levou) trojuhelnikovou matici nazyvame ctvercovou matici A = (aik), jestlize

nad hlavni diagondlou jsou vSechny prvky nulové, tzn. Vi < k: aik= 0.
[7]

1.2.3 Operace s maticemi
1.2.3.1 Scitani matic

Souctem matic A = (aj) a B = (bjj) stejného typu mxn nazyvame

matici C = A+B, pro jejiz prvky plati cij = aj+by (i=1,...,m;j=1,..., n).

1.2.3.2 Nasobeni matice realnym ¢islem

Souc¢inem realného ¢isla A a matice A (nebo také A-nasobkem matice A) nazyvame matici

C=A-Akdecij=A-a;(i=1,..,m;j=1,...,m).

1.2.3.3 Nasobeni matic

Piedpoklad: A = (aj) je typu m X n, B = (bj) je typu n X p.
Soucinem matic A a B pak nazyvame matici C = A - B typu m X p, jejiz prvek cij je skalarnim

sou¢inem i-tého fadku z A a j-tého sloupce zB, (i=1,...,m;j=1,...,p)

1.2.4 Pravidla pro operace s maticemi

Predpokladejme, Ze a, B jsou redlna Cislaa A, B a C jsou matice takoveé, Ze nize uvedené operace

maji smysl, Pak plati:

aA)A+B=B+A, b) (A+B)+C=A+ (B+0),
c)a-(A+B)=a-A+a-B, d)(a+B)-A=a-A+B-A
e)A-(B+C)=A-B+A-C, f)(A-B)-C=A-(B-C),
gQ)A-E=A, h)E-B=B8,

i) (A + B) T =AT + BT, j) (A-B) T=BT-AT.

POZOR! Nasobeni matic neni komutativni, tj. obecn¢ neplati, ze A- B=B - Al

[8]

15



1.3 Presné metody

1.3.1 Gaussova elimina¢ni metoda

Gaussova eliminace je jednou z nejstarSich numerickych metod, pii které se matice soustavy
A pievadi na horni trojithelnikovou matici. Radkovymi Gipravami s vyuzitim tzv. multiplikatord
se tato matice upravi do tvaru, kdy se pod hlavni diagondlou nachézi pouze nuly.
Upravena matice pak odpovida soustavé rovnic, kterd je ekvivalentni s ptivodni soustavou,
a lze ji fesit podobné jako trojuhelnikovou soustavu linearnich rovnic s pomoci tzv. zpétné
substituce (zpétného chodu).

[11]

1.3.1.1 Gaussiv algoritmus

Pivotace:
Pivotace slouzi, aby nevzniklo déleni nulou a tim padem by nesel udé€lat 1. krok. Nebo ptipadné
k déleni pfili§ malym ¢islem, jelikoz v ptipadé€ déleni piili§ malym ¢islem hrozi overflow neboli

preteceni a nelze tak vypocitat ¢i urcit presny vysledek.

V pivodnim algoritmu Gaussovy eliminace se hleda nenulovy ¢len v k-tem sloupci, aby
nedoslo k déleni nulou. Proto je pivotace u tohoto algoritmu nezbytny, protoze pivotace

»zesiluje** kontrolu matice a ochranu pted chybou.

Nejdiive si ur¢ime P a to tak, ze si nejdfiv musime urcit p € {k, ..., n}
k-1 k—1
| ( )| — max|al?

k<isn

Nasledné prohodime fadky k a p.

1. krok:
Je-li a11 # 0, pak prvni fadek opiSeme!

Pomoci prvku ai1 vytvofime pod nim nuly v prvnim sloupci

Je-li a11 = 0, zaménime fadky.

Pokud Ize, zaménime tak, aby ai11 = 1 nebo a11 = —1

2. krok:

Je-li prvek a2z # 0 (v nové matici),

16



vytvotfime pomoci ného nuly v druhém sloupci pod nim (druhy fadek opiSeme)
Postup opakujeme, az ziskdme horni trojahelnikovou matici.
[11]
Zpétny chod:
Pomoci zpétného chodu vypocitdme feSeni soustavy.

= I

ve n
unn

Proi=n-1,..,1
1 n
xXp=—|\y;— E UjjX;
Yoy <yl j=iv1 ]>

Metoda mé jedinou podminku konvergence, a to reguldrnost matice A.

Vlastnosti

Vyhodou metody je, Ze nepotiebuje zadné dalsi misto v paméti, vSechny operace se
provadi pfimo na matici A.
Nevyhodu této metody je asymptoticka sloZitost O(n®) a nizk4 numericka stabilita.
[30]
1.3.1.2 Priklad

Gaussovou elimina¢ni metodou reste soustavu
X, + 2xy —2x3 =1,
X1+ x,+x3=3,
2xq + 2%, + x3 = 5.

Reseni: Rozsifenou matici soustavy uvedeme na trojuhelnikovy tvar. V nagem piipadé fadky

c e, 0 0 1
postupné nasobime multiplikatory m ,, =—1, m 4, =-2; m ., = —2. Dostaneme:

1 2 =2 | 1 1 2 =2 | 1 1 2 =2 | 1
(11 1|3>_><0—11|2>—>(0—13|2)
2 2 1] 5 0 -2 1 | 3 00 -1 | -1

Nasledn¢ pomoci zpétného chodu vypocitame feSeni soustavy rovnic:
x3 =1,
X, =—2+3x3 =1,
x3=1—2x, +2x3 = 1.
[8]
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1.3.2 Gauss-Jordanova eliminaéni metoda

Gaussovu elimina¢ni metodu lze jednoduse modifikovat zptisobem, ktery je oznacovan jako
Gauss-Jordanova metoda. Zakladni myslenkou tohoto vypocetniho postupu je tiprava matice
soustavy A na diagonalni nebo dokonce jednotkovou matici.
Gauss-Jordanovu metodu je mozno pouzit i k feSeni tzv. maticovych rovnic, jenz 1ze zkracené
vyjadfit:
A-x =B,

Kde X predstavuje matici kofenti soustavy a B matici levych stran, obé S obecnym rozmérem
[n, r].

[17]

1.3.2.1 Obecné FeSeni Gauss-Jordanovy eliminace

Resim soustavu rovnic A% = b. V prvnim kroku, necht’ prvek ai1 # 0 (Ize vzdy dosahnout
ptehozenim rovnic). Prvek aii, pouzity k upravé rovnic 2, ..., n nazveme hlavnim prvkem
(pivot).

Od i-t¢ rovnice odeCteme 1. rovnici nasobenou multiplikdtorem m® =

i = —ai1/aqq.
Modifikovana soustava bude mit v 1. sloupci pod diagonalou samé 0. Uprava provadéna

soucasn¢ s pravou stranou odpovida nasobeni rovnice matici

1 00 0
Di= _a21:/a1:1 :1 0 : 0
_anl/all 0 O eee 1

[18]

Vysledkem je diagonalni matice. Pficemz Ize nasledné vypoditat jednotkovou matici. Diky

tomu zjistime vysledny vektor, takze neni nutny zpétny chod.

Ax =

S O O O
(=N eel =)
oS O =R OO
SO R O OO
o O oo
N S W OooN
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1.3.2.2 Priklad FeSeni Gauss-Jordanovy eliminace

Mame zadanou soustavu

Postup FeSeni:

3 -2 2110 3
1 3 -12[3~|3
2 2 3[15)3 |6
3 -2 2110
~l0 11 -35-4
0 22 11|55)-2r
3 -2 0]4)+2n
~lo 1 01 -
0 0 13

rovnic;:

-2 2|10
9 =36
6 9145
-2
11
0

06}
01
1|3

3
0
0

S =0 O O W

3x1 —2x2 +ZX3 = 10
x1+3x2—X3=2

le + 2x2 + 3X3 = 15

3 -2 2110

5 ~[0 11 -5-4

~2r, 0 10 525

2|10 3 -2 2

-5-4| ~/0 11 -5

21063 )+ 0 0 1
(1 0 o2
~[0 1 o1
00 13

3

~10

1o
10 \-2r,
-4 |+5n

3

-2 2|10
11 -35-4| -~
2 1|5 )11
3 -2 04
~[0 11 0114~
0 0 13

Obrazek 1: Ptiklad feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci Gauss-Jordanovy eliminace.

Reseni je tedy vektor x = <

2
1
3

)

1.4 Numerické metody

Cilem numerickych metod je vytvofit efektivni algoritmy pro feseni nejrazngjsich
matematickych problémil. Formulace uloh a zpiisob jejich feseni je zavisly na skutecnosti, ze
pracujeme s po¢itatem. Prace na poéitadi vyzaduje, abychom zadali na vstup kone&ny pocet
c¢iselnych tdajii a postup prostiednictvim kterého po konecném poctu krokl dojdeme k

vysledku. Ten je dan opét konecnym poctem vystupnich ¢iselnych udajt. Jinymi slovy, nasim

cilem je pomoci vhodného algoritmu vyftesit numerickou tlohu.

Numericka tloha je jednozna¢ny funkéni popis vztahu mezi koneénym poétem vstupnich a

kone¢nym poctem vystupnich dat.

Jednotlivé matematické tlohy vSak jesté nemuseji byt tlohami numerickymi.
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Algoritmus je jednozna¢né zadana konecnd posloupnost operaci, ktera m-tici pripustnych
vstupnich dat pfifadi n-tici dat vystupnich. Netesi jen jedinou specialni ulohu, ale poskytuje
feseni pro celou skupinu uloh téhoZ typu.

[11]
1.5 Priblizné metody

1.5.1 Metoda sdruZenych gradienti

1.5.1.1 Popis

Metoda sdruzenych gradienti (anglicky conjugate gradient method) se fadi mezi vyznamné
iteracni metody pro feSeni SLR tvaru Ax = b se symetrickou a pozitivné definitni matici
soustavy A. Ve svém ¢lanku z roku 1952 metodu poprvé predstavili Magnus R. Hestenes a
Eduard Stiefel. Tato metoda ma rychly algoritmus a Ize se piesného vysledku dopocitat jiz po
nékolika krocich. U matice n x n lze docilit vysledku jiz po n krocich.

[22]
1.5.1.2 Odvozeni metody
Koncept metody sdruzenych gradientii byl ptivodné vyvinut v uzké souvislosti s feSenim
minimaliza¢nich problémi z oblasti nelinearni optimalizace. V dalSich odstavcich bude nejprve
vysvétlena souvislost mezi tlohou na feSeni SLR a problémem hledani lokélnich extrému
kvadratické formy. Nésledné bude na principu tzv. metody nejvétSiho spadu predstaven iteracni
proces, ktery spociva v konstrukci posloupnosti piibliznych feSeni {Xr}k=1 dané ulohy. V
navaznosti na popis zasadnich nevyhod metody nejvétSiho spadu bude konecné uveden

algoritmus metody sdruzenych gradienti.
Uloha minimalizace kvadaratické formy.
Necht’ f(X) : R* — R je kvadraticka funkce n realnych proménnych tvaru

fx) = %xTAx —bTx +c, (4.13)

kde matice A je symetricka a pozitivné definitni ¢tvercova matice fadu n, symbol b oznacuje

vektor délky n a ¢ € R je redlny skalar. Zabyvame-1i se ulohou hledani extrém realné

kvadratické formy f(x), pak pro gradient Vf(x) z ptedpisu (4.13) dostavame
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Vf(x) = ATx +Ax — b. (4.14)

Matice A je navic symetricka, z ¢ehoz plyne

Vf(x) = Ax — b. (4.15)
a z nutné podminky existence lokalniho extrému pak dostavame

Vf(x) =Ax—b =0, (4.16)
kde 0 je nulovy vektor délky n. Z uvedeného postupu tedy plyne, Ze piesné feSeni x * dané SLR
tvaru Ax = b je rovnéz stacionarnim bodem kvadratické formy (4.13). Diky pozitivni

definitnosti matice A lze v8ak navic ukazat, Ze x * je jedinym stacionarnim bodem dané

kvadratické formy a urcuje jeji globalni minimum.

[23]
Konvergence zavisi na rozloZeni vlastnich cisel.
j -1 n—j ,
/1]':2.1+m(/1n—/11)p ]:2,3,...,7’1—1.
[29]
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1.5.2 Jacobiho iterace

V piipadé obecné soustavy linearnich rovnic A - x = b jsou vSechny rovnice obecné vyjadieny:
il X1+ ai2-X2+-+-+ain*xn=bi,i=1,2,...,n. (1.40)

Pokud je ai,i# 0, 1ze kazdou z rovnic upravit:

C0Z Znamena, 7e i-ty nezndmy koten soustavy.

Jacobiho itera¢ni rekurentni formule pak ma tvar:

) l‘ = 1) 2) )
Qi
kde kK je ¢islo iteraéniho cyklu (k =1, 2, ..., m).
[17]
matice U; a vektor v;
o %z 43 | din b1
a; ai aiq (an\

oy %2 G2 bz
az2 az, azs azz
Up=| aa a2 asn [, Vo= b
ass ass ass ass

\M%%o/ \b_n
Ann

nn  Ann ann

kde ajj jsou prvky matice soustavy A
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bi jsou prvky vektoru pravé strany b.

Matici mtizeme rozepsat do nasledujiciho tvaru:

A=D-L-1,

kde D je matice diagonalni, L je dolni trojihelnikova matice a U je horni trojihelnikova matice.

0 ap, Q3 = Qipn a; O o - 0
0 0 A3 ° dzpn 0 azo o - 0
u={0 0 0 - axn| D=0 0 azm - 0 |,
0 O 0 e« 0 0 0 0 - ap
0 0 o - 0
/a21 0 O e O\

L=ka31 as; 0 - 0)
An1 Qpz auz -+ 0

[20]
Ax=Db = (D-L-U)x=b
Je potieba tuto matici transformovat.
Dx = (L+U)x + b
Vychézime z pifedpokladu, Ze jednotlivé prvky aii # 0, proi=1, ..., n, je matice D regularni a

1ze tudiz vypocitat
x=D-1L+ Ux+ D-1b

a z tohoto vztahu ziskdme maticovy tvar Jacobiho iteracni metody.

xk+1 = TJxk + D — 1b, T] = D—1(L + U)

Lze si také touto metodou zapsat vektor X nasledovné.
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Pro nékteré specidlni matice A je zarucena konvergence Jacobiho iteracni metody.
a) Silné fadkové kritérium:

Necht matice A je ryze fadkoveé diagonalné dominantni, tj.

n
la;;| > Elaijly i=1,..,n
=

J*i

Pak Jacobiho iteraéni metoda konverguje pro kazdou podate¢ni aproximaci x° € R",

b) Silné sloupcové simulaéni kritérium:

Necht’ matice A je ryze sloupcové diagonalné¢ dominantni, tj.

n
|akk| > Zlaikln k=1,..,n
i=1
i%i
Pak Jacobiho itera¢ni metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x’ e R",

[21]

Konvergenci Jacobiovy iteraéni metody pii libovolném pocateénim vektoru x© pak zaruduje

podminka:

p(D1A) < 1

1) Postacujici podminka plati = metoda konverguje

e matice A je ostfe diagonalné¢ dominantni (ODD)
e cxistuje (alespon jedna) norma matice Uj: ||Uj]| < 1

2) nutna a postacujici podminka plati < metoda konverguje

e spektralni polomér matice Uj: p(Uy) < 1

Urceni spektralniho poloméru matice U; z matice A.

Vlastni ¢isla matice U; u¢ime z rovnice:
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/1a11 aip aiz .- A1in

a,; Aay, zz . Q2n
det Az A3 Aa?g - Qan =0
an1  An2 Apz . Adyy
1.5.2.1 Prakticky vypocet
Z prvni rovnice vyjadiime 1. neznamou x(*V = aill(bl -al2xk¥-al3x¥- .. - alnxk)
Z druhé rovnice vyjadiime 2. nezndamou x{*V = aizz (b2 - a21 x¥ - a23 x¥ - ... - alnx}f)
Ze tieti rovnice vyjadiime 3. neznamou x{*V = ai% (b3 - a31xF - a32x¥- .. - alnxk)

A tak pokracujeme dale

Postupné (v libovolném potadi) vypoé&itame nové, presnéjsi, hodnoty x**Y. Do vyrazii na pravé

strané dosazujeme za x hodnoty vypoéitané na predchazejicim kroku.

[20]

1.5.2.2 Priklad

Mame soustavu linearnich rovnic:
11x; + 2x, + x3 = 15
x1 +10x, + 2x3 = 16
2x1 +3x, —8x3 =1

Nyni rovnice pfevedeme na iteracni tvar, tak Ze z kazdé rovnice vyjadiime jednu nezndmou

1

X, = H(lS —2x, — Xx3)
1

Xy = E(16 — X1 — ZX3)

1
X3 = g(_l + le + sz)

0— 2 _1 15

xftl 11 11| [x* 11

k1 | = =L o 1 Xk 16

xi . 10 5 i T
+

X3 13 X3 1

4 8 8
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1
xik+l = E(lS — xk —x¥)
1
XK+l = To (16 — xf — 2x¥%)
X1 = 1( +x¥ + 2xK)

Pokud si zvolime pocateéni stav 2(0,0,0) a hodnotu koneéného kritéria 104, potom

vysledek po priib&hu deseti iteraci je ¥(1.0564, 1.3642, 0.6507).

%, %, N0 [ X0 - XD |
0 0 0 0

1 1,3636 1,6 -0,125 1,60000
2 1,0841 14886 0,8459 0,94090
3 1,0188 1,3284 0,7043 0,16020
4 10581 1,3573 0,6279 0,07640
5 1,0598 11,3686  0,6485 0,02060
6 1,0558 1,3643 0,6532 0,00470
7 1,0562 1,3638 0,6506 0,00260
8 1,0565 1,3643 0,6505 0,00050
9 1,0565 1,3643  0,6507 0,00020
10 1,0564 1,3642 0,6507 0,00010

Tabulka 1: Ttera¢ni vypocet SLR pomoci Jacobiovy iteraéni metody

[21]

1,056443024494143
Ptesné feSeni soustavy rovnic je: x = <1,364217252396166>
0,650692225772098

1.5.3 Gauss-Seidelova iteraéni metoda

Obecnou soustavu linedrnich rovnic A - x = b lze opét vyjadfit vztahem (1.40), pfi¢emz lze

kazdou z rovnic definovat pii splnéni podminky aii# 0 jako:
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Z této rovnice lze odvodit Gauss-Seidelovu itera¢ni rekurentni formuli:

ktera se oproti Jacobiho iteracni formule odliSuje ve skutec¢nosti, Ze vypoctené kofeny soustavy

x;k) jsou k dalsimu vypoctu pouzity ihned, a nikoliv az v dal$im itera¢nim cyklu. Cely
vypocet pak konverguje k pfesnému feseni rychleji.
[17]
Maticovy zépis lze zapsat:
Ax=b=>D—-L-U)x=b
D—-L)x=Ux+b

Za predpokladu, ze aji #0,1=1, ..., n, je matice D — L regularni.

x=(MD-L)Ux+{D-L)"1b

Potom je Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda tvaru.

Mt =Tyxk+g, To=O YU, g=DdD-L)

Posloupnost {x*};"_, generovana Gaussovou-Seidelovou iteraéni metodou konverguje pro

kazdou pocatecni aproximaci x° € R" pravé tehdy, kdyz p(T;) < 1.

Metodu provedeme na stejném piikladé jako Jacobiovu, opét s poc¢atecnimi podminkami

%(0,0,0) a hodnotu kone&ného kritéria 104,

Podminky konvergence:

Pro konvergenci Gauss-Seidelovy metody staci, kdyz plati libovolna z nasledujicich podminek:
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1. A je diagonaln¢ dominantni matice.

2. A je symetrickd pozitivné definitni matice.
Priklad:

11x1 + sz + X3 = 15
x1 + 10x2 + 2x3 == 16
le + 3x2 - 8x3 == 1

1
X+l = (15— 2x% — xk)
1
Xkt = (16 - xftt — 2xK)

xk*1 = %(—1 + 2xFH 4 2xfY)

%, %, N0 | x® - x|

0 0 0
13636 1,4636  0,7648 1,46360
1,028 1,3442  0,6361 0,33560
1,0614 1,3666  0,6528 0,03340
1,0558 1,2639  0,6504 0,10270
1,0565 1,3643  0,6507 0,10040
1,0564 1,3642  0,6507 0,00011
1,0564 1,3642  0,6507 0,00001

~N o oA WO N B O

Tabulka 2: Ttera¢ni vypodéet SLR pomoci Gauss-Seidelovy iteraéni metody

Pti porovnani obou tabulek vysledki dojdeme k zavéru, ze vysledek z desaté iterace Jacobiovou
a vysledek sedmé iterace Gauss-Seidelovou iteraéni metodou se rovnaji. Stacilo ndm k tomu o

ti1 iterace méné, diky pouZiti jiz vypocitanych hodnot.

%(1.0564, 1.3642, 0.6507).

1,056443024494143
Presné feSeni soustavy rovnic je: x = <1,364217252396166>
0,650692225772098

[21],[27]
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2 RIDKE MATICE

2.1 Tridiagonalni matice
Tridiagonalni matice je ¢tvercova matice, jejiz prvky jsou od hlavni thlopticky, poduhlopticky
a naduhlopfic¢ky vzdaleny nule. Jinymi slovy, je to paskova matice s horni a dolni Sitkou pasma

rovnou 1. Ma tvar

_dl el -
(8) dz )
A= c; ™ e Cnm,
' ' €n-1
i ¢, dyl

Dulezitym ptfikladem je matice Tn, kterd vznikd pii diskretizaci Poissonovy parcidlni

diferencialni rovnice standardnim pétibodovym operatorem, ilustrovana pro n = 5 pomoci

4 -1 ]
-1 4 -1
Ts = -1 4 -1
-1 4 -1
-1 4]

Je to symetricka pozitivné definitni, diagonalné¢ dominantni, Toeplitzova matice a M-matice.

Tridiagonalni matice maji mnoho specialnich vlastnosti a existuji rizné algoritmy, které

vyuzivaji jejich strukturu.

[9]

2.1.1 ReSeni soustavy rovnic pomoci tridiagonalni matice

Soustava rovnic s tridiagonalni matici. V pfipadé s = 1 hovoiime o tridiagonalni matici.
Algoritmus GEM pro feSeni soustavy rovnic s tridiagonalni matici je velmi jednoduchy. Bez

vybéru hlavnich prvki pro soustavu.

29



AN

;—2 an.-—'l Cn—l) \x;:/ \d:;llj
n

_—
(@)
(@)
(e
S

V pfimém chodu pocitame
bi =bi/a;, ai+1=0ai41 —bic;, dip1=dip1 —bid;,  i=12,..,n-1,

a ve zpétném chodu uréime

n s .
Xy = P adale x;=(d;—cixiy1)/a;, i=n—-1n-2,..,1.
n

Transformovand matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu plivodni matice.
[10]

2.2 Parcialni diferencialni rovnice

Je to rovnice pro neznamou funkci u vice nez jedné proménné, kterd obsahuje alesponl jednu
jeji parcialni derivaci. Matematicka definice mliZe vypadat naptiklad takto.

Bud’ n € N, Q c RY oteviend mnozina, d > 2. Parcialni diferencialni rovnici (dale PDR) pro

neznamou funkci u: Q — R nazvu vyraz tvaru

F(x,u(x),Du(x), -, D(n—1) ux),D(n) u(x)) = 0, 1.2)
kde
F:QOXRXRd X---xX Rdi*"(n—1) X Rd*n - R (1.3)

je dana funkce. Rad rovnice (1.2) je roven Fadu nejvyssi derivace u, ktera se vyskytuje v (1.2)

[6]
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2.3 Metoda koneé¢nych diferenci

Uvazujme modelovy piipad: linearni parcialni diferencialni rovnici 2. fadu eliptického typu:

0%u 62u+( Yu = Flx.y)
X 3y? o, y)u=f(x,y),

(1.4)
Kde u=u(x, y) je definovana na oblasti Q = {(x,y) : a<x <b, ¢ <y <d}, a funkce o(x, y) >0
VX, Y € Q, o, f jsou spojita na Q.

Necht je splnéna tzv. Dirichletova okrajova podminka na hranicich oblasti Q:

u(x,c) = p(x), u(x,c) = p(x), as<s x

u(a,y) = r(y), u(b,y) = s(y),

IA

b,

c<y <d,

p(a) =r(c), pb)=s() ql@=r(d), qb)=s@.

Posledni fadek nam zabezpecCuje spojitost okrajovych podminek v ,rozich® oblasti Q. Viz
vzorec 1.4.

r(y) Q

b

Obrazek 2: Metoda kone¢nych diferenci

Vytvotime sit’ na oblasti Q (nejéastéji se pouzivaji ¢tvercové anebo obdélnikové sité).

b—a
x;=s+th, i=01..,nn+1 h= ,
n+1

=c+jk, j=01 b1 k= 2=C€
yi=c+jk, j=0,1,..,mm , =771

Uzly jsou pak body (xi, yj). Ozna¢me ujj = u(Xi, Yj). Jestlize predpokladame spojitost u(x, y),

pak pro dostate¢né malé h, k mizeme zanedbat chybové funkce. Potom odvozenim do (1.4)
dostavame proi=1,2,...,n,j=1,2, ..., m:
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2Ujj = Uipy; — WUi—gj  2U5 — Ujjpg — Ujja N _
% 2 0juij = fij.

Pro pravidelné ¢tvercové sité, tj. h =k, se tato soustava dale zjednodusuje na tvar

2 — h2
(4 + %0y Juij = Uira,j — Uimaj = Uijer — Uyjoa = RSy

Vsimnéte si, Ze matice soustavy je v obou pfipadech pro g;; # 0 diagonaln¢ dominantni, a proto
muzeme pouzit i itera¢ni metody feseni.

Analogicky postup muzeme pouzit pro numerické feSeni vSech linedrnich parcidlnich
diferencidlnich rovnic druhého fadu. Postup feSeni je vzdy stejny: derivace nahradime
diferencemi a hledame feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Pro dalsi parcialni derivace se pouzivaji aproximace:

ou(x;,y;)  Uiprj —uy  0ulx,y)) _ Uijr1 — Uy

ox h ' oy k '’
du(x;,y;) Uy —Ui—1j  Ou(Xy,y)) Uy — Upj—g
ox h dy kK
ou(x;,yj)  Uirrj —Ui—gj  OU(XyYj)  Uijer — Ujj—g
0x 2h ’ oy 2k ’

2
0 u(Xj:Yj) _ Uitzjer 7 Yitgj-1 — Ui-1j41 +Uj—1j-1

0x dy 2h2k

Problémy pfi feSeni mohou vznikat, pokud oblast 2 neni obdélnikova.

[27]

2.4 Spline

2.4.1 Spline kiivky
e jsou vétSinou intuitivné chapany jako "po Castech polynomické funkce se spojitou
derivaci co do nejvyssiho fadu"
e jsou matematickym modelem chovani pruzného latkového kfivitka, které v minulosti
pouzivali konstruktéfi trupt lodi

e jsou interpolacnimi kiivkami daného stupné, které interpoluji zadané opérné body
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pro dané opérné body Po, . . ., Pn a jim pfifazené Ciselné hodnoty (parametry) to, . . ., t,, ma

spline parametrické vyjadieni

P = P(t)lt € <tOF tn)l

pro které plati Pi=P(ti),i=0,...,n

volba parametrti:
e uniformni parametrizace, kde ti+1 — ti = konst.

e neuniformni, napt. chordalova parametrizace, kde ti+1 = ti + k |Pi+1 — Pi|

[12]

2.4.2 Ptirozeny spline
Pfirozeny spline ma tu vlastnost, Ze pro n&j plati s”(ao) = s"(an) = 0.

Soustava rovnic, kde 6i je konstanta:

hi—16i—1 + Z(hi—l + hi)6i + hi6i+1 =i— Ai_l’ [ = 1, A (B 1,

S pfipojenymi rovnicemi 0o = 6n = 0, ma tridiagonalni matici a je symetrickd a diagonalné
dominantni. Pro Kazdou rozumnou volbu uzli je také dobfe podminéna, takze jeji vyfeSeni

napf. Gaussovou eliminacni metodou nepfedstavuje zadny problém.

[13]
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3 POROVNANI METOD NA PLNE OBSAZENE A RIDKE
MATICE

3.1 Predpoklad

Pro feseni fidkych matic jsou nejidealnéjsi priblizné metody, jako jsou Jacobiho iterace nebo
Gauss-Seidelova iterace z divodu rychlosti pti feSeni. Gauss-Jordanova iteraéni metoda se
nedoporucuje z diivodu neptesnosti vysledku.

Pro tfesSeni plnych matic je nejidealnéjsi metoda Gauss-Jordanova a Gaussova eliminacni

metoda.

3.2 Slozitost

Vypocetni slozitosti podle poc¢tu operaci ¢i velikosti paméti potiebné pro konkrétni algoritmus.
Oba tyto pfistupy maji sva velka omezeni, a to velikost komunikace, latence paméti, latence
meziprocesorové komunikace i moznosti vyuziti segmentace operaci. Stanoveni vypocetni
sloZitosti algoritmu je pak obvykle souc¢dsti mnohem obecnéjsi procedury, analyzy algoritmu,
ve které se zkoumaji vSechny prostiedky, které konkrétni algoritmus na konkrétni pocitacové
architektufe potiebuje.

Slozitost nejhorsiho ptipadu je omezeni na ¢as nebo velikost prostoru, které staci pro vyteseni
ulohy s libovolnym vstupem algoritmu z mnoZiny jeho piipustnych vstupl. V nékterych
situacich je z praktického pohledu zajimavéjsi primérna slozitost algoritmu, to jest primérny
spotfebovany ¢as nebo prostor, ktery miizeme ptredpokladat, ze algoritmus vyuZzije pfi néjakém
rozlozeni vstupt algoritmu.

Piimocaré algoritmy maji n€kdy vysokou prostorovou sloZitost, kterou sniZime teprve
prechodem ke komplikovangj§im algoritmickym postuptim. Casovi sloZitost provadéni operaci
je obvykle mén¢ ziejma, a i z tohoto divodu, hovofime-li dale o slozitosti algoritmi bez
bliz§iho vymezeni, mdme na mysli jejich ¢asovou sloZitost.

[26]
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3.3 Porovnani pamét’ové a ¢asové slozitosti

Pro praci s maticemi je nejidealné&jsi z hlediska pamétové slozitosti, pouziti bud'to GEM nebo
Gauss-Jordanovy metody, a to z divodu, Ze u téchto metod neni tieba udrzovat cokoliv

V paméti, protoze vSechny operace se provadéji pfimo na matici A.

Jacobiho iterace: Metoda muze byt velmi rychla, ale také mize byt velmi pomala. Zalezi,
jakou pozadujeme piesnost. Potiebuje v paméti udrzovat slozky vektoru jak x®, tak i X%, coz

je sice nevyhoda, ale nijak velika, jelikoz vektory jsou oproti maticim nendro¢né na pamet’.

Gauss-Seidelova metoda: Metoda ma téméf stejné vlastnosti jako Jacobiho iterace. Tato
metoda ma jedinou vyhodu, a to mensi pamét'ovou narocnost, staci si pamatovat pouze jeden

vektor x.

CGM: Algoritmus je velmi rychly, 1ze dokézat, Ze po n krocich vede k presnému feSeni (pokud

nezaokrouhlujeme). Metoda pozaduje uchovévat v paméti dva vektory o velikosti n.

U vsech metod je asymptoticka slozitost O(n®).

Shrnuti v§ech metod je obsazeno v nésledujici tabulce

Casova
Metoda Pamét'ova sloZitost

sloZitost
GEM Neni potieba dal§i misto v pamé&ti o(n®)
Gauss-Jordanova .

Neni potieba dal§i misto v pamé&ti o(n®)

metoda
CGM Potieba udrzet v paméti dva vektory o velikosti n | O(n®)

o Metoda pottebuje v paméti udrZzovat slozky
Jacobiho iterace o o(n®
vektoru x® a x(*1),

Gauss-Seidelova '
Potieba udrzet v paméti pouze vektor X o(n%)
metoda

Tabulka 3: Obecné porovnani pamétové a Casové slozitosti metod

[30]
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Porovnani pamét’ové a ¢asové sloZitosti Fidké matice Ts v kapitole 2.1

Metoda Pamétova sloZitost Casova sloZitost
GEM 104 bita 2ms
Gauss-Jordanova metoda | 104 bitt 3ms
CGM 16 bitt 2 ms
Jacobiho iterace 16 bitd 2ms
Gauss-Seidelova metoda 16 bitd 2 ms

Tabulka 4: Porovnani pamét'ové a ¢asové slozitosti fidké matice 5x5

Porovnani pamét’ové a ¢asové slozitosti Fidké matice o velikost 50x50

Metoda Pamét’ova sloZitost Casova sloZitost
GEM 1 184 biti 67 ms
Gauss-Jordanova metoda | 1 184 bitt 69 ms

CGM 16 bitd 2 ms

Jacobiho iterace 16 bitd 535 ms
Gauss-Seidelova metoda | 16 bitd 380 ms

Tabulka 5: Porovnani pamét'ové a ¢asové slozitosti fidké matice 50x50

Porovnani pamét’ové a ¢asové sloZitosti Fidké matice o velikost 100x100

Metoda Pamét’ova sloZitost Casova sloZitost
GEM 2 384bita 529 ms
Gauss-Jordanova metoda | 2 384 bitt 670 ms

CGM 16 bitt 105 ms

Jacobiho iterace 16 bitd 2 339 ms
Gauss-Seidelova metoda | 16 bitd 1522 ms

Tabulka 6: Porovnani pamétové a casové slozitosti fidké matice 100x100
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4 APLIKACNI CAST
4.1 Volba programovaciho jazyka

Vzhledem k mym zkuSenostem a znalostem jednotlivych programovacich jazyku jsem

premyslel mezi dvéma:
e Java
o C#

Jazyk Java méa oproti jazyku C# nékolik nevyhod, jako je naptiklad vysoka pamét'ova narocnost

aplikaci a nemoznost pietéZzovani operatoru.

Nakonec jsem si vybral pro svoji aplikaci programovaci jazyk Java. Javu jsem vybral vyhradné

kvili svym zkuSenostem.

4.2 Programovaci jazyk Java

4.2.1 Charakteristika

Java je multiplatformni, objektové orientovany a sitové orientovany jazyk. Patii mezi
nejpouzivanéjsi programovaci jazyky. Java se také pouziva jako vypocetni platforma.
Je povaZovan za jeden z rychlych, bezpe¢nych a spolehlivych programovacich jazyka, ktery
vétsSina organizaci preferuje pii sestavovani svych projektu.

[1]
KdyZ programator piSe aplikaci Java, zkompilovany kod (znamy jako bytecode) béZi na vétSing
operacnich systémech (OS), véetné Windows, Linux a Mac OS. Java odvozuje vétSinu své
syntaxe z programovacich jazykt C a C++.

[2]
Aktudlné nejnovéjsi verze Java je Java SE 17 (14. 9. 2021)

3]
4.2.2 Java platform

Java Platform je soubor programt, které pomahaji programatorim efektivné vyvijet a
provozovat programovaci aplikace Java. Obsahuje spoustéci stroj, kompilator a sadu knihoven.

Jedna se o soubor pocitacového softwaru a specifikaci. James Gosling vyvinul platformu Java

[1]
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4.2.3 K ¢emu se Java pouZiva

e Pouziva se pro vyvoj aplikaci pro Android
e Pomaha vam vytvaret podnikovy software
e Siroké §kala mobilnich Java aplikaci

e Aplikace pro védecké vypocty

e Pouzijte pro analyzu velkych dat

e Java programovani hardwarovych zatizeni

e Pouziva se pro technologie na strané serveru, jako je Apache, JBoss, GlassFish atd.

[1]

4.3 Pozadavky

Pozadavky, které jsem si vyty¢il pro mnou implementovanou aplikaci:
e Aplikace by méla mit ptehlednou grafickou verzi

e Vstupy a vystupy by aplikace méla mit pouze v csv souborech

4.4 Formaty soubori s daty pro aplikaci

4.4.1 Matice
Matice musi za¢inat v souboru v bunice A1l. Pokud bude matice za¢inat na jinych soutadnicich,
tak v aplikaci se objevi chybova hlaska, informujici uzivatele, Ze matici nelze nacist. Spravny

format matice je znazornén na nasledujicim obrazku Obrazek 3: Nazorna ukézka formatu matice v

souboru.
A B C D E F G

1 1 2 5 4 -8 3 2
2 8 8 5 -2 4
3 1 12 6 23 8 -4
4 -9 8 -9 5 43 2 4
5 3 8 -7 -9 -12 3 7
6 5 3 8 -b 2 9

7 -3 9 -4 12 2 5 -23

Obrazek 3: Nazorna ukéazka formatu matice v souboru
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4.4.2 Vektor

Vektor musi stejné jako matice zacinat v buiice A1l. Také pokud bude vektor zacinat na jinych
soufadnicich, v aplikaci se zobrazi chybova hlaska, ktera informuje uZzivatele, ze vektor nebyl
nacten. Spravny format vektoru je zndzornén na nasledujicim obrazku Obrazek 4: Nazorna ukazka

formatu vektoru v souboru.

SR R R S TER )
[y
[N

Obrazek 4: Nazorna ukazka formatu vektoru v souboru
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ZAVER

Cilem teoretické Casti této bakalaiské prace bylo srovnat nékteré algoritmy pro feSeni soustav
linearnich rovnic. Nejprve jsem rozebral soustavu linearnich rovnic. Co jsou to matice a operace
s nimi. Nasledn¢ jsem rozebral piesné metody, do kterych patii Gaussova elimina¢ni metoda ¢i
Gauss-Jordanova metoda. Dale jsem rozebral numerické metody a nasledn¢ ptiblizné metody,
kam patii napiiklad CGM, Jacobiho iterace ¢i Gauss-Seidelova itera¢ni metoda. Jako dalsi véc
jsem se zaméfil na fidké matice. A jako posledni véc teoretické ¢asti jsem porovnal metody na
plné obsazené a fidké matice. Nasledné jsem porovnal jednotlivé metody z hlediska pamétové

a Casoveé slozitosti.

Pro malé soustavy rovnic je celkem jedno, jakou metodu pouzijeme, protoze rozdily ve
vypocetnim ¢ase a nutné paméti budou velice malé. Pro velké fidké matice je nejidealnéjsi
vyuziti pfibliznych metod, protoze v ptipad€ pouziti pfesné¢ metody, bude vysledek neptesny.

Pro pln¢ obsazené matice se doporucuje pouziti pfesné¢ metody.

Pro tidké matice vychazi jako nejlepsi metoda jak casové, tak pamétové Metoda sdruzenych
gradienti — viz Tabulka 3: Obecné porovnani pamétové a Casové slozitosti, Tabulka 4:
Porovnani pamét'ové a Casové slozitosti fidké matice 5x5, Tabulka 6: Porovnani pamétové a
Casové slozitosti fidké matice 100x100, CGM ma ovSem limit, Ze matice musi byt symetricka
a pozitivné definitni. U Jacobi a Gauss-Seidelovy iteraéni metody jde pamétova a Casova

slozitost proti sob& — viz tabulky.

Cilem aplikacni casti bylo vytvofeni aplikace pro feSeni soustav linearnich rovnic
s tridiagonalni matici. Nejdfive jsem rozebral programovaci jazyk Java. Dale jsou popsany

spravné soubory s daty a jaké typy souborti jsou mozné pro pouziti v aplikaci.

Uzivatelska ptirucka aplikace je uvedena v pfiloze. Zdrojové kédy aplikace v jazyce Java jsou

uloZeny V piilozeném ZIP souboru.
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elektrotechniky a informatiky. Vedouci prace RNDr. Josef Rak, Ph.D.
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PRILOHA A - UZIVATELSKA PRIRUCKA

Na obrazku 5 je vidét grafické rozhrani aplikace.

® | Redeni soustavy rovnic s tridiagonalni matici — O g
‘ Matice A ‘
Mactéte soubor s matici A. Povoleny jsou pouze soubory s koncovkou

csv. Soubory jinych typl neni mozZné nacist. Format matice je popsan v
bakalarske praci, nebo lze zobrazit pomoci tladitka help.

Po Uspéiném &i nedspésném naéteni souboru informuje
informativni text.

Pro pokraéovani stisknéte tladitko Dale.

Matice nenactena

Help MNacist

Obrazek 5: Grafické rozhrani aplikace

Rozhrani aplikace je feSeno formou priivodce.

Po stisku tlacitka ,,Nacist™ se zobrazi dialogové okno pro vybér souboru s daty. Pokud jsou data
uspesné nacteny, tak se naptiklad text ,,Matice nenactena® bude zménén na ,,Matice uspésné
nactena“ a uzivatel mize prejit na dalsi kartu. Povelené formaty soubort jsou popsany piimo
v aplikaci, kapitolach 4.4.1 a 4.4.2, nebo lze zobrazit spravny format dat po stisknuti tlacitka
,,Help®.

Tlacitka ,,Dale* a ,,Zpét* slouzi pro prepinani mezi zalozkami.
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PRILOHA B — APLIKACE PRO RESENI SOUSTAV ROVNIC

V adresafi ,,Aplikace se nachazi prakticka ¢ast mé bakalarské prace — aplikace pro feseni
soustav linearnich rovnic pfibliznymi metodami,

V adresaii ,,Zdrojovy kod* se nachézi projekt pro vyvojové studio NetBeans,

V adresaii ,,Piiklad se nachazi ptiklady matic pro vyse uvedenou aplikaci.
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