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ANOTACE

Cilem prdce je vysvetlit regresni analyzy za vyuziti regresni funkce a jeji aplikace na
linearni modely a také na nelinearni modely, ze kterych se popise prevazné funkce
logistickeé regrese. Dale se popisi 3 metody pro odhad parametru a jejich vyuziti za
pomoci transformace na potrebny tvar. Jednotlivé modely a priklady regresni funkce

a logisticke regrese budou zpracovany pomoci programit MS Excel a Statistica 12.
KLiCOVA SLOVA

Regrese, regresni funkce, logisticka regrese, nelinedrni modely, linedrni modely,

odhad parametrii

TITLE
Logistic growth model and its application in econometric analysis
ANNOTATION

The aim of this work is to explain the regression analysis using the regression function
and its application to linear models and also to nonlinear models, from which the
logistic regression function is described. Next, 3 methods for estimating parameters
and their uses of transformations into the required shape will be described. Individual
models and examples of regression functions and logistic regressions will be

processed using MS Excel and Statistica 12.
KEYWORDS

Regression, regression function, logistic regression, nonlinear models, linear models,

parameter estimation
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SEZNAM ZKRATEK A ZNACEK

E (Y| X) podminéné ocekavani
ROC Receiver Operating Characteristic (prahova opera¢ni charakteristika)
BMI index télesné hmotnosti
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UvVoD

Logisticka regrese se zabyva problematikou odhadu pravdépodobnosti, jestli dany jev
nastal nebo nenastal. Nejcastéjsi vyuziti ma v medicing, nebo v socialnich védach.
Naptiklad to mize byt zjistovani toho, jaka je pravdépodobnost, ze ¢lovek na urcitou
nemoc onemocni nebo ne. V praci se prvné vysvétli linedrni regrese, ktera tvoii prvni
kapitolu a vénuje se teorii, kde je popsana jak linearni regrese, tak i modely, které jsou
linearizovatelné a nelinearizovatelné. Dale ukaze modelovani linearni regrese, jeji
odhad parametrd. Druhd kapitola se zabyva samostatnou logistickou regresi, ktera se
zabyva teorii a kde pomoci ROC ktivky ukaze kvalitu vyhodnoceni logistické regrese.
Tteti kapitola bude o aplikaci logistické regrese a v nésledujici kapitola je zaméfena
na praktické vyuziti logistické regrese, ktera se zabyvd odhadem parametra
Gompertzovy regrese, logistické regrese a praktického ptikladu na ziskani
logistického modelu pomoci programu STATISTICA 12, kde budou detailngji
vysvétleny kroky k dosazeni potiebnych vysledk.
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1. Regresni analyza a jeji aplikace
V kapitole bylo &erpano z nasledujicich literatur (KUBANOVA 2003) a
(KUBANOVA 2008).

Regresni analyza se zabyva metodami, které umoziuji zkoumat vztahy, které vznikaji
mezi dvéma proménnymi. V této analyze ndm piijde o to, abychom ptesné popsali tvar
mezi vztahem proménnych X a Y a charakterizovat vhodnost toho vztahu pro

predpovédeéni hodnot zavislé proménné za pomoci hodnot nezdvislé proménné.

V regresni analyze se obecn¢ analyzuje vztah mezi proménnou, ktera se nazyva cilova
nebo také zavisla proménnd, a ostatnimi, které se nazyvaji nezdvislé nebo také
ovliviiyjici proménné.

Cilova proménna (zavisla), nebo také regresand, se oznacuje pismenem Y a ovlivitujici
proménnou (nezavisla), nebo také regresor, se oznaCuje pismenem X. Vztah mezi
témito promeénnymi se reprezentuje pomoci matematického modelu, coZ je rovnice,
ktera svazuje regresand s regresorem a také svazuje pravdépodobnostni predpoklady,

které by mél vztah spliovat.

Stochasticky zavislé veli€iny jsou takové veli¢iny, kdy zména hodnoty jedné nahodné
veli¢iny vyvold zménu rozd€leni pravdépodobnosti druhé ndhodné veli¢iny. Pro

takovéto zavislé veliCiny je charakteristické, Ze:

e zmeény zavislé proménné jsou vysvétlovany ne vSemi, ale jen nékterymi Ciniteli
téchto zmén
e bereme v tvahu pusobeni nahodnych vlivi

e pfi zjiStovani dajl pfipoustime moZnost chyb

14



1.1. Regresni funkce

Podminénou stiedni hodnotu E (Y | X), ktera je povazovana za funkci proménné X,
budeme nazyvat regresni funkci ndhodné velic¢iny Y vzhledem k X. Regresni funkce
vyjadiuje zmény podminéné stfedni hodnoty jedné ndhodné veli¢iny pii zméné hodnot

druhé ndhodné veliCiny. Grafem je pak regresni kiivka.

Regresni funkce ndm napomahd k tomu, Ze pomoci ni mizeme piedpovidat, jaké
hodnoty bude mit jedna ndhodna veli¢ina, kdyZ zname hodnoty nahodné veli¢iny
druhé. Proto ndhodné veli¢in€ Y nemusi pokazdé pii urCité hodnoté x nahodné veli¢iny
X nabyt hodnoty E (Y | X), ale bude nabyvat hodnoty, které budou rozptylené okolo

ni.

Nahodna veli¢ina Y ma pro uréitou hodnotu x (xq,x,..,%,) a parametry

(Bo, P1) B2, -+, Bx) podminénou stiedni hodnotu E (Y | X) = g (X, Bo, B1, B2s -r L)

Regresni funkci se tu nazyva funkce g proménné x a parametry (B, B1, B2, -, Bx) S€

nazyvaji regresni koeficienty
Podle tvaru regresni funkce se rozliSuji rizné typy regresnich modelt:

a) Linearni modely — ty maji vzhledem k parametrim regresni tvar ve tvaru

1.1
k
9 G BoBubor i) = ) B gi()
i=0
kde g; jsou funkce nezavisle proménnych x = (xq, X3, ..., Xp)
b) Nelinearni modely — ty je mozné transformaci upravit na linearni tvar:
regresni mocninnd funkce:
1.2
g (%, Bo, B1) = Bo * xP1
regresni exponencialni funkce:
(1.3)

g (x,Bo,B1) = Bo* Py

15



€) Nelinearni modely, které se nedaji jednoduse transformovat na linearni tvar,

jako napftiklad:
1.4

g (x,Bo, B, B2) = Bo*PBi + B>

Jednoduchy model pro linedrni regresi je takovy, kdy grafem regresni funkce je

ptimka. Model linearni regrese se bude nazyvat model:

(1.5)

Yi=a+px; +E,

kde pro parametry B, a 8; jsme zvolili znaceni a a f§ & E nam znaci nezavislé nahodné
veli¢iny a nazyva se jako nahodna slozka v linearnim modelu. Néhodna slozka
zahrnuje pusobeni veli¢in nebo ndhodnych vlivl, které vSak nejsou zatazeny do

modelu.

Ptimka y = a + Bx se nazyva regresni pfimka, kde a a f jsou neznamé parametry,
které musime odhadnout, a f je jeji smérnice. Pomoci metody nejmensich ctvercl

ziskame jednotlivé bodové odhady parametri o a .

1.1.1. Metoda nejmenSich ¢tverca

Reknéme, 7e¢ mame dvojici naméfenych hodnot (x4,y1), (X2,¥2), ..., (X, Vim) @
k témto bodim hledame funkci § = a + bx, aby k nim co nejvice tzv. ,,ptiléhala®, kde
to ,,pfiléhani* budeme méfit jako soucet rozdilt hodnot §; — y;, ktery nazyvame jako
tzv. rezidui). JelikoZ se mize stat, Ze se kladné a zdporné rozdily mezi odchylkami y;
a y; navzajem odectou, nebudeme brat soucet rezidui jako miru ptiléhani, ale spise

vezmeme soucet jejich ¢tverct, ktery zapiSeme jako

(1.6)

m
> -9
i=1

Funkce ¥ bude mnohem Iépe pfiléhat k bodiim, které¢ namétime, ¢im mensi bude ten

soucet. Proto se budeme snazit najit takové odhady parametru a, b, aby mohlo platit

16



1.7)
m
D = 90? = min.
i=1

Grafické znazornéni myslenky v nasledujicim obrazku:

yi

y=a+bx

5

Obrazek ¢. 1. Metoda nejmensich ctvercii
Zdroj: KUBANOVA 2003

Abychom mohli spocitat vzdalenost jednotlivych ¢tvercli, tak budeme muset najit

jejich minimum a to pomoci funkce

(1.8)
m m
S@h) =) =9 = ) O0n—a—bx)
i=1 i=1
Poté spocitame parcialni derivaci prvniho fadu pro jednotlivé parametry a, b
(1.9)
as S
3a -2 Z(Yi —a — bx;),
i=1
(1. 10)

as R
3 —ZZ(}’L' —a— bx;) * x;.
i=

Aby mohl extrém funkce o dvou proménnych existovat, je potfebna nutnd podminka

a to takova, Ze poloZime obé& parcidlni derivace prvniho fadu rovny nule
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m

0S

92" —ZZ(yi—a—bxl-) =0,
L=

as S
T —Zzl(yi—a—bxi)*xl— = 0.

Po nasledovné upravé dostaneme soustavu rovnic o dvou neznamych

3

i=1 i

m m
ale-+b xszxiyi,
=1 i=1

ze kterych poté vypocitame odhady pro jednotlivé parametry a, b

_ lni1xi22?i1yi_2?i1xi X Yi
mZﬁlxiz - (EE,x)? '

_ M Yiz1 XiVi — Dim1 Xi Di=1 Vi

b
myit, xlz — (B2, x)?

(1. 11)

1.12)

(1.13)

(1. 14)

(1. 15)

Pro ovéfeni, ze funkce S nabyva ve staciondrnim bod€ minimum, se musi urcit

parcialni derivace druhého tadu:

18
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Regresni piimka, ktera byla ziskand pomoci metody nejmensich ctverc, ma

nasledujici tvar
(1. 19)
y =a+ bx.
Rovnice Ize poté upravit na tvar:
(1. 20)
y=§y+bx—x).
PRIKLAD C. 1: Odhad parametrii regresni funkce

Na piikladu si ukaZeme, jak odhadnout parametry regresni funkce y(x) = a + Sx na

zaklad¢ dat, které mame uvedeny v nasledujici [Tabulka 1], kde mame naméfené

hodnoty:
Tabulka 1 Hodnoty pro odhad parametrii regresni funkce
BODY X y
1 2 1
2 4 2
3 3 3
4 5 8
5 8 4
6 6 7
7 9 9
8 10 5
9 7 6
10 11 11

Zdroj: vlastni zpracovani
Abychom ziskali odhady a, b parametra a, B, pouZijeme metodu nejmensich ¢tvercu.

Chceme tedy najit minimum a to za pouziti funkce:

1. 21)

10
> Gi-a-bx)
i=1

kde provedeme parcialni derivaci prvniho fadu pro a, a pro b uz po tpravé rovnic:
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05 10 ,
Frie Z(yixl- —ax; —bx{) =0,
i=1

aS 10
2 =Y oima-br=o
1=

Po dosazeni a upravach rovnice vypadaji nasledovné:

aS
— =427 — a65 — b505,
da

5 _ 56 10 — b65
T a .

Nyni vyfesime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych pro a, a pro b, kde:

a=0,6363637,
b =0,763636.

Poté co zname jednotlivé hodnoty a, b, ma regresni ptimka tvar:

y = 0,6363637 + 0,763636x

a graf této ptimky vypada nasledovné:
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Regresni pfimka

12
y =0,6364 + 0,7636x Y
10
[ J
8 {
o
6
[ J
4 { J
2 { J
[ J
0
0 2 4 6 8 10 12
® Namérené hodnoty Linearni (y)

Obrazek ¢ 2: Graf regresni primky
Zdroj: vlastni zpracovani
1.1.2. Linearizovatelné modely

1.1.2.1. Mocninna funkce

V nelinearnim tvaru ma mocninna funkce tvar
1. 27)
y = ax¥
a po zlogaritmovani této mocninné funkce vznikne rovnice v linearnim tvaru:
(1. 28)

Iny=Ina+ flnx.

Nezname parametry a, b se vypocitaji nahodnym vybérem metodou nejmensich

étvercu.

Ziskavame potom tedy nésledujici soustavu rovnic:

(1. 29)

m m
mlna+bZlnxi =Zlnyi
i=1 i=1
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(1. 30)

m m m
lnaZlnxi + bZlnle- = Zlnxi Iny;
i=1 i=1 i=1

Poté jednotlivé parametry upravime:

(1. 31)
b = mYZ Inx; Iny; — ¥t Inx; Xty Iny;
mYym In?2x; — XM, Inx;)? ’
(1.32)
Ing = YiziIny; —b ¥l Inx;
— :
Grafické zndzornéni nelinedrni regresni funkce, ktera ma tvar:
(1.33)
¥ = ax?
140
120
100
80 |
60
40) |
20~
0 X

Obrazek ¢ 3: Graf mocninné funkce pred trensformaci
Zdroj: KUBANOVA 2003
Transformaci nelinearni regresni funkci vznika regresni funkce, kterd ma tvar:

(1. 34)

Iny=Ina+ blnx.
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tny I In ¥ = Ina + blnx

5 ' L ]
4
i -
3 g =
! L 3
¥ g
“
|
i
| _ _ ,
0 1 2 3 4 Inx

Obrazek ¢. 4: Graf mocninné funkce po uziti transformace
Zdroj: KUBANOVA 2003

1.1.2.2. Exponenciilni funkce

Jako dalsi typ funkce, pfi kterém se vyuziva linearizace, je exponencialni funkce, ktera

ma tvar:
(1. 35)
y = ap”,
kde pii zlogaritmovani funkce dostaneme rovnici v linedrnim tvaru:
(1. 36)
Iny=Ina+xInp.
Po pouziti metody nejmensich ¢tverct ziskame nasledujici soustavu rovnic:
1. 37)
m m
mlna +lnb2xi = Zlnyl-
i=1 i=1
(1. 38)
m m m
lnain + beiz = inlnyi
i=1 i=1 i=1
Jednotlivé parametry a, b poté vypocitame podle vztahu:
(1. 39)

myit x;Ilny; — X% x X% Iny;

lnb == )
myL xf — (B x)?
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(1. 40)

_ Zﬁllnyi —In b2ﬁ1 X
— :

Ina

Grafické znazornéni nelinearni regresni funkce ma tvar:

(1. 41)

Obrazek ¢. 5: Graf exponencialni funkce pred transformaci

Zdroj: KUBANOVA 2003

Transformaci nelinearni regresni funkci vznika regresni funkce, kterd ma tvar:
(1. 42)

Iny=Ina+ xInb.

In ¥=Ina + x-Inb

} : e R S —
0 5 10 x
Obrazek ¢. 6: Graf exponencialni funkce po uziti transformace

Zdroj: KUBANOVA 2003

1.1.3. Nelinearni regrese
V nelinearni regresi jsou nékteré typy modeld, které vSak nelze jednoduse prevést
transformaci na linearni tvar. Pro odhady parametri se potom nedd pouzit metoda

nejmensich ¢tverct, jak tomu bylo pfi linearni regresi.
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Nelinearnich regresnich funkci je spousta. My se v§ak podivame jen na ty, se kterymi

se setkavame nejcastéji, jsou to:

e Zobecnénda exponencidlni funkce
e Gompertzova kiivka

e Logisticka regresni funkce

1.1.3.2. Zobecnéna exponencialni funkce
Zobecnénd exponencialni funkce se lisi od exponencidlni funkce, kterd ma v zakladu

tvar funkce:

(1. 43)
y = af”,

tak zobecnéna funkce ma navic pfidanou konstantu k. Vzorec pro zobecnénou

exponencialni funkci vypada nasledovné:

(1. 44)

y =k + aB”.

Na nasledujicim grafu si mizeme v§imnout rozdilu, mezi — exponencialni funkcia —

zobecnénou exponencialni funkeci.
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Jednotlivé body na grafu maji nasledujici hodnoty:

a=0,5 B

5 k=0,5,

//

LA
T

-1 0 1

Obrazek ¢. T: Grafické znazorneéni rozdilu mezi exponencialni funkci a zobecnénou exponencialni funkci

Zdroj: vlastni zpracovani

kde hodnota k udava, od kterého minima na ose x zobecnéna exponencialni funkce

zacind rist, hodnota £ udava rychlost ristu a hodnota a udava jeji sklon.

Pro ukazku zménime hodnotu z ptivodniho obrazku pro =10
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Obrdazek ¢. 8: Grafické zndzornéni zmény hodnoty f§

Zdroj: vlastni zpracovani

Pro dals$i ukédzku zménime hodnotu z ptivodniho obrazku pro a = 1,5

Obrazek ¢. 9: Grafické zndazorneni zmény hodnoty o

Zdroj: vlastni zpracovani

Zobecnéna exponenciadlni funkce mé své vyuziti jak u Gompertzovy kiivky, tak u
Logistické regresni funkce, protoze aby bylo mozZné vyuzit metody pro odhad
parametri pravé u téchto dvou kiivek, které si pozdé€ji popiSeme, musime je obé
prevést pomoci transformace na tvar, ktery bude odpovidat zobecnéné exponencialni

funkeci.

U Gompertzovy kiivky se to provede logaritmovanim:

(1.45)
y = kaf”
(1.46)
Iny =Inkaf”
(1.47)

Iny =Ink + Inaf”
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(1.48)

Iny=Ink+ f*Ina

Nazorny piiklad, jak pomoci exponencialni regrese dostaneme potfebné parametry, si

ukazeme v kapitole 4.1.

V piipad¢ logistické regresni funkce se to provede pomoci prevracené hodny:

(1.49)
_k

Y= 1+ af*

(1.50)
1 1+ap*
y k

(1.51)
1 1 N a .
y k kﬁ

Nazorny piiklad, jak pomoci exponencialni regrese dostaneme potiebné parametry, Si

ukazeme v kapitole 4.2.

Metody pro odhady parametrii nelinedrnich modeltt méame nasledujici:

e Metoda Castecnych souctl
e Metoda dil¢ich primért

e Metoda vybranych bodu

1.1.3.2.1. Metoda ¢astecnych soucti

V této metode postupujeme tak, ze si prvné rozdélime soubor N pozorovani na tfi stejné
velké Casti o délce m. Pokud vSak mame takovy pocet prvka v souboru, ktery neni
délitelny tfemi, tak vynechame az tfi nejstar$i pozorovani, podle toho, kolik musime
vynechat, aby byl takovy pocet prvkd, ktery uz je mozné délit ttemi. Poté co méame
soubor rozdé€len, seCteme hodnoty v jednotlivych skupinach na S;, S, aS;. Podle

nasledujicich vztahtii se vypocitaji odhady parametri:
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(1. 45)

K= 1 (S bbm - 1)
T\t T YT
(1. 46)
(-1 - 851)
~ b(bm—1)2
(1. 47)

b _ m 53 - SZ
S2 =5
PRIKLAD C. 2: Odhad parametrti pomoci metody ¢asteénych soudti

Tabulka 2 Hodnoty pro odhad parametrii uziti metody cdstecnych souctii

x y
1 60

2 100

3 180

4 200

5 260

6 350

7 410 [S1 =1500
8 480

9 530

10 600

11 640

12 700

13 770 [Sz =3720
14

15

16

17

18

19 53 =5460

Zdroj: vlastni zpracovani

(1. 48)
- 65460 — 3720 _ 09602
3720 —-1500

_(0,9602 — 1)(3720 — 1500) 1967 84
©0,9602(0,96026 —1)2 ’
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(1. 50)

k= 1l1500 (—1967,84)0,9602 09602° — 1] _ 1961,2
6 ' ' 09602 —1| ’

1.1.3.2.2. Metoda dil¢ich priméra

V dalsi metod¢€ si opét rozdélime cely soubor na tfi ¢asti s tim, ze oproti predchozi
metod¢ dil¢ich souctli se nemusi rozdélit na 3 stejné velké casti o stejném poctu
pozorovanych. Zde se v kazdé c¢asti vypocita hodnota aritmetického priméru a
primé&ry, které vyjdou, si oznacime jako Sp,Sp,Sy. U této metody se hodnota

parametru pro b odhadne podle vzorce:

n->5
=z |Sy—S
p = 2 H P
Sp—35Sp

Abychom odhadli ostatni parametry, tak pouzijeme metodu nejmensich ctvercti.

(1.51)
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PRIKLAD C. 3: Odhad parametri pomoci metody dil¢ich praméri

Tabulka 3 Hodnoty pro odhad parametrii uziti metody dilc¢ich priméri

Sp =191,67

WO (oo (N ||| =

Sp =560

Sy = 890

Zdroj: vlastni zpracovani

(1.52)

19-5

890 — 560
560 — 191,67

= 0,9844

A pro odhady ostatnich parametrti se pouzije metoda nejmensich ctverct.

Y=k+a- p*

1.1.3.2.3. Metoda vybranych bodu

U posledni metody, kterou si popiSeme, si z hodnot y vybereme tii hodnoty vy, Yx4m,
a Vyi2m- VYbiraji se tak, aby hodnota pro y, odpovidala nékteré z prvnich hodnot Y,
hodnota y,,,odpovidala nékteré ze stfednich hodnot a hodnota y,,,, nékteré
z poslednich hodnot y, kde m je pfirozené ¢islo. Odhad parametrii se nasledovné

vypocita podle vzorcti:

(1.53)
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(1. 54)

a= Yx+m — Yx
bx(b™ — 1)
(1.55)
b= m | Vx+2m — Yx+m
Vx+m — Vx

PRIKLAD C. 4: Odhad parametri pomoci metody vybranych bodi

Tabulka 4 Hodnoty pro odhad parametrii uziti metody vybranych bodii

X y
1 60 Y1

2 100

3 120

4 200

5 260

6 350

7 410

8 480

] 530

10 600 Y10
11 640

12 700

13 770

14 820

15 870

16 900

17 930

18 960

19 Yie

Zdroj: vlastni zpracovani

(L. 56)
,_°[980—600
-l 600—60
(1.57)
- 600 — 60 — —1894,7367
= 0,96171(0,9617° — 1) ’
(1. 58)

k = 60 — (—1894,7367)0,9617' = 1882,1683
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1.1.3.1. Gompertzova krivka
Gompertzova kiivka, nebo také Gompertzova funkce, je typ matematického modelu
Casové fady. Je to funkce majici sigmoidalni tvar popisujici rast, ktery je nejpomale;jsi

na zacatku a postupné roste do kone¢ného bodu ¢asového obdobi.

Gompertzova funkce se vétSinou aplikuje v medicing, nebo napiiklad pifi nartstu

populace.

Gompertzova funkce ma nasledujici tvar:
(1.59)
y = kaﬁx,

kdy a je asymptotou, f nastavuje posun podél osy x a kde X nastavuje rychlost rustu.
Maximalni hranice Y — ové soufadnice u Gompertzovy kiivky se nazyva Saturacni

mez.

Na grafu[Obrazek ¢. 14] mame zaznamenané hodnoty se zménou hodnot pro:

Obrdazek ¢. 10: Grafické znazorneni zmén hodnoty k u Gompertzovy kiivky

Zdroj: vlastni zpracovani

Na grafu[Obrazek €. 15] mame zaznamenané hodnoty se zménou hodnot pro:

-o=1/2 -a=1 -0=2



Obrazek ¢. 11: Grafické znazornéni zmeén hodnoty a.u Gompertzovy krivky

Zdroj: vlastni zpracovani

Na grafu[Obrazek ¢. 16] mame zaznamenané hodnoty se zménou hodnot pro:

'B:l/4 -p=1 -p=4
NRITIT
_”% 1 3 4

-1

Obrazek ¢. 12: Grafické zndazornéni zmen hodnoty f u Gompertzovy krivky
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2. Logisticky regresni model

V této kapitole, bylo erpano z nasledujicich zdroji (HEBAK 2005), (HENDL
2009), (HOSMER, LEMESHOW 2000), (HUSEK, PELIKAN 2003),
(CHATTERIJEE, HADI, PRICE 2000), (MELOUN, MILITKY 2006) a (MELOUN,
MILITKY 2005).

Logisticka regrese je metoda, kterd se pouzivd v matematické statistice a popisuje
piipad, kdy vysvétlovana (zavisle) proménna je binarni. Dfive se aplikace logistické
regrese objevovala v oblastech mediciny, kdy zavisle proménna predstavuje

pritomnost nebo neptitomnost choroby.

Rozdil mezi linedrni regresi a logistickou regresi je ten, Ze sledujeme urcity jev, ktery

bud’ nastane P(y = 1) = m nebo nenastane P(y = 0) = 1 — m. Jelikoz hodnota

pravdépodobnosti lezi mezi ¢isly 0 a 1, tak hodnota sance 1% jevu, ktery zkoumame,

v g . . P w4
patii do intervalu (0, «) a logaritmus sance ln(;) patfi do intervalu (-o0, o).
Sance, jestli dany jev nastal nebo nenastal, ma nasledujici tvar:

2.1

Py=1) m
Py=0 1-n

kde za pomoci logitové transformace vznikne zlogaritmovana Sance.

Logit (logitova transformace) ma tvar funkce:

2.2

T

| :
nl—n

Regresni model, ktery vyuZil logitovou transformaci mé nésledujici tvar funkce:

(2.3)
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Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina x bude rovna 1, tedy ze ur€ity jev nastane, ma

tvar rovnice:

2.4
o (@+px)
mX) = e
Graf logistické regresni funkce ma tvar s-kiivky:
-1 1 1.5

Obrazek ¢. 13: Grafické znazorneni logisticke regresni funkce

Zdroj: vlastni zpracovani

Po uplatnéni logitové transformaci ma regresni model tvar funkce:

(2.5)

m(x)

lnl_n(x)=a+ﬁx.

Hodnoty a a f jsou regresni koeficienty. Abychom mohli odhadnout a, b, je za potiebi
pouziti metody nejmenSich Ctvercii, pomoci které ziskdme maximalné vérohodné

odhady pro hodnoty « a .
Jelikoz Vv logistické regresi porovnavame, zda se pravdépodobna udalost stala

P(y = 1) = mwnebonestala P(y = 0) = 1 — 7, tak po uziti logitové transformaci, kdy

porovnavame udalost, ktera se stala sudalosti, ktera se nestala vyuZitim
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pravdépodobnostniho pomeéru ﬁ (také zvany jako pomér Sanci), vznika logisticka

funkce, ktera ma tvar:

(2. 6)

_ 1
TS Txec

Pifi modelovani vice proménnych x = x;, x5, ..., X;n,, kde odhadované koeficienty
Bo, B1, B2s o Pm  jsOu miry zmény poméru pravdépodobnosti i, tak je

pravdépodobnostni pomér vyjadien tvarem:

@.7)
s
= eBotB1x1+B2x2++BmXm
1-m
Pomeér Sanci je linedrni funkci diskrimina¢ni funkce o m nezavisle proménnych
(2.8)
Z = Po + P1x1 + Paxz + o+ Bk,
kde po zlogaritmovani funkce a Gpravé vyjde:
(2.9)
-7
C—Z=1In :
s

kde C je absolutnim ¢lenem f,,.

2.1. Volba proménnych

Pii volbé proménnych mame vétSinou k dispozici zadany soubor nezavisle
proménnych, abychom mohli zafadit objet do tiidy. Cast&ji se ale stava, Ze uZivatel
pfedem nevi nic o nezavisle proménnych, které by do analyzy mély byt zarazeny. Do
analyzy se moc nedoporucuje zafazovat velké pocty nezavisle proménnych, jsou
proménné nejdiiv vysetifovany na to, ktera z nich je nejvice spjata s dichotomni zavisle

proménnou.
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Samotné vysetieni se pak provadi pomoci obecného x? — testu dobré shody nebo také
pomoci Studentova t-testu vyznamnosti jednotlivych parametrti. Abychom zjistili,
jestli urcita proménna zlepsi predikci modelu, pouzijeme krokovou logistickou
regresni analyzu. Tyto testy jsou vétSinou v doptedné krokové analyze postaveny na
x2-statistice. Kdyz je velka hodnota x? nebo mal4 vypog¢itana hladina vyznamnosti P,
tak to znamena, ze by nezavisle proménna méla byt piidana do vybéru proménnych.

Tento test by se ale mél brat spis jako doporuceni, nez jako pravy test vyznamnosti.

2.2. Kvalita vyhodnoceni logistickou regresi

Pokud méame regresni model, ktery nam predikuje zatazeni objektu do jedné ze dvou
tid, tak je pro nas dilezité, jak moc této predikci mizeme véfit. AvSak neni nemozné,
abychom nemohli ziskat statisticky vyznamné vysledky. Ty vSak nemusi jednotlivé

objekty spravné prifadit.

Pro to, abychom mohli jednotlivé objekty rozttidit do jednotlivych tfid, tak musime
prvné nalézt tzv., prahovy bod pravdépodobnosti, ktery budeme znacit jako P, a jako
vizualni informaci o zafazeni do jednotlivych tfid, nam poskytne histogram nebo
rozptylovy diagram. VétSinou byvaji histogramy dva, kde prvni slouZzi pro objekty v

,»udalosti® a druhy slouZi pro objekty v ,,neudéalosti®.

Po nalezeni P, budeme objekt zatazovat jako v ,,udélosti, jejiz pravdépodobnost bude
vétSi nebo rovna té hodnoté P.. My se zaméfime na graf prahové operacni

charakteristiky, ve zkratce jen ROC (z anglického Receiver Operating Characteristic).

Pokud chceme znazornit schopnosti regresniho modelu klasifikovat spravné jednotky
podle hodnoty Y, tak lze pouzit Ctyfpolni klasifika¢ni tabulku, na které jsou

vyobrazena spravnd a chybna zatazeni jednotek.
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Klasifikac¢ni tabulka

Tabulka 5: Klasifikacni tabulka

SKUTECNA HODNOTA
) 1 0
PREDIKOVANA
SP FP
HODNOTA
FN SN

Zdroj: vlastni zpracovani

Nasledujici terminologie, které si za chvili popiSeme, nam pomuizou v hodnoceni

kvality modelu:
Skute¢né Pozitivni = SPj
Skute¢né Negativni = SN

Fale$né Pozitivni = FP

Falesné Negativni = FN

Senzitivita =
SP+FN
Specificita =
FP+SN
Mira Fale$né Pozitivni =
FP+SN
SP+FN
Prevalence = ———
SP+FN+FP+SN

Prediktivni hodnota pozitivniho testu =
SP+FP

Prediktivni hodnota negativniho testu =
FN+SN

Ukézku, jak miize vypadat vyslednd ROC kiivka mame na nasledujicim obrazku.
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1.07 vytecna predikce
O

NG O T,

[1 Hypoteticka kfivka
nedostateéneé predikce

T T Y T v L

0.0  0s 1.0

Obrazek ¢. 14: Grafické znazorneni ROC krivky

Zdroj: MELOUN, MILITKY 2005

40



3. Logisticky ristovy model, jeho vyuziti a interpretace

V kapitole bylo erpano z nasledujicich zdroji (HUSEK, PELIKAN 2003),

(CHATTERJEE, HADI, PRICE 2000), (MELOUN, MILITKY 2006), (MELOUN,

MILITKY 2005),

3.1. Aplikace logistické regrese

Pouziti modelu vicenasobné logistické regrese ma své vyuziti nejcastéji k odhadnuti

pravdépodobnosti urcité udalosti, ktera nastala. Dana udalost, ktera nastala, mtze byt

naptiklad vyskyt viru, infarktu, smrt na urcitou nemoc atd. Jestlize n¢ktera z téchto

udalosti nastanou, musi byt vyznaceny v casovém obdobi, ve kterém se odehrali.

Naptiklad sledovani nemoci v prubéhu nékolika let.

Prvné abychom mohli takovy regresni model urcit, potfebujeme mit urcity vybér dat,

ve kterém byly objekty sledovany za urcit¢ casové obdobi a hodnoty zavaznych

promé&nnych byly zaznamenavany uZ od zacatku sledovani. Vybér miZzeme uskutecnit

a pouzit na to dva zpiisoby:

1. Vybér se ziskal ndhodnym zplisobem a pozorovani bylo provedeno za urcité

casové obdobi. Tento vybér se potom nazyva jako vybér cross validation.

Prvnim pod vybér je ten, ve kterém je nejvice zkuSenosti co se tyce udalosti,

kde se vycisli logisticky regresni model, ktery se potom mize aplikovat na ¢len

druhého pod vybéru, a druhym pod vybér obsahuje veSkeré udaje, které zbyly.

Aby aplikace mohla fungovat spravng, tak v pivodnim vybéru se nesmi

objevovat podstatné zmény, aby se nezménil vztah mezi nezéavisle

proménnymi a vyskytem udalosti.

2. Za pouziti druhého zptisobu se vybér ziska, kdyz dostaneme dva ndhodné

vybéry. Jeden z vybéri je ten, ve kterém se dana udalost objevi a ve druhém se

udalost neobjevi. Tomuto zpisobu se tika pripad ridicitho vybéru. Hodnoty

pfedpovidanych proménnych se ziskaji pomoci retrospektivniho zplisobu, coz

znamena napf. ze vzpominek nebo minulych zdznamu. Data, ktera se ziskaji

tak poslouzi k tomu, aby se odhadnul logisticky regresni model. Tato metoda

ma oproti pfedchozi metodé¢ vyhodu v tom, Ze dokaZe specifikovat pocet

objektu, jedincu v ,,udalosti“ a ,,neudalosti“. Pokud chceme aplikovat model,

tak regresni koeficienty by, by, ..., b, jsou platné a konstanta a musi vyjadrovat
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skutecny pomér objektu v dané udélosti. Aby to mohlo nastat, musi se
vyhodnotit pravdépodobnost = udalosti v tzv. cilovém souboru. Nastaveni pro

konstantu a* ma provedeni podle vzorce, ktery je:

3.1)

= +1[ o ]
a =a n(l—n)nl'

V tomto vzorci je pro nas a konstantou, m je odhad pravdépodobnosti m udalosti
v kone¢ném souboru, n, oznacuje pocet objektl, které jsou ve vybeéru, ale udalost pro
né nenastala a n, 0znacuje pocet objekti, které jsou ve vybéru a pro néz se dan udalost

V kone¢ném souboru stala.
4. Praktické priklady pouziti logistické regrese

V této kapitole si ukazeme odhad parametrt Gompertzovy regrese a logistické regrese,
kde za pouziti tfi metod a upravé vzorcl Gompertzovy regrese a logistické regrese na

patfiény exponencialni tvar ziskdme jednotlivé parametry.

4.1. Odhad parametri Gompertzovy regrese

Jak jsem se jiz zminil v vodu, budeme pouzivat tfi metod pro odhad parametrti.
Abychom vSak ziskali spravné parametry, musime funkci upravit na pozadovany
tvar, a to zlogaritmovanim jeji ptivodni rovnice do nové, kde jednotlivé kroky a

postup jsme si vysvétlili a popsali v podkapitole 1.1.3.2.

Jako prvni krok provedeme zlogaritmovani hodnot y;, kde na nasledujicim obrazku

muzeme vidét vysledné hodnoty In y;

Tabulka 6 Hodnoty pro odhad parametrii Gompertzovy regrese

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 of 10 11| 12
yi 4 6 8| 12| 17 21| 23] 26/ 30| 35 40| 48
Inyi| 1,3863| 1,7918( 2,0794| 2,4849 2,8332| 3,0445| 3,1355| 3,2581| 3,4012| 3,5553| 3,6889| 3,8712
xi 13| 14| 15| 16] 17| 18] 19 20/ 21| 22| 23
yi 511 56| 59 62| 671 72| 75/ 77| 80 86| 90
Inyi| 3,9318| 4,0254| 4,0775| 4,1271( 4,2047| 4,2767| 4,3175| 4,3438| 4,3820| 4,4543 4,4998

Zdroj: vlastni zpracovani

Metoda ¢astecnych soucti
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Dalsi kroky, které provedeme, budou vypocty jednotlivych parametrt 5, a a k. Kde po

dosazeni do vzorct ziskame nasledujici hodnoty koeficientd.

7(30,4788-27,2773
= |—/——————=10,8935,
27,2773-20,2369
_(0,8935-1)(27,2773-20,2369) _
- 0,8935(0,89357—1)2 -

hodnoté a = 0,0595,

Ina —2,8217, kde po upravé ziskdme koeficient o

0,89357 -1

Ink == (20,2369 —2,8217 x 0,8935
7 0,8935-1

)=4,7356 a po upravé mame

hodnotu k = 113,9269.
Funkce, kterou jsme ziskali pomoci této metody, ma tvar:

y = 113,9269 * 0,0595%8935”

o

Metoda dil¢ich priméri

V této metod¢é bude mensi rozdil ve vypocitavani dvou koeficientd a to a a k. Pravé
pro tyto dva koeficienty budeme muset pouzit metodu nejmensich ctvercii. Prvné ale

zatneme vypoctem koeficientu b, kde dosadime do vzorce a ziskame

23-5
p= ° |R325737202 0,9151. Jak jiz bylo zminéno, pro zbylé dva koeficienty
\’3,7262—2,3937

budeme muset pouzit metodu nejmensich ctvercl, kdy podle upravené rovnice
Iny =Ink + *Ina se za y dosadi hodnoty Iny a za x se dosadi hodnoty *.Za
pomoci regrese, kterou dostaneme tak, ze v programu MS Excelu si v kart¢ Data
» Analyza dat P Regrese, dostaneme pozadované hodnoty koeficientl o, f nasi
upravené¢ funkce a podle vztahi @« =Ink af =Ilna ziskdime a = 0,0231 a

k =158,3181.

Funkce, kterou jsme pomoci této metody ziskali, ma tvar:

y = 158,3181  0,0231%9151"

Metoda vybranych bodu
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Posledni metoda se 1i$i v tom, Ze si musime zvolit hodnoty pro x a pro m. Hodnota pro
X nejCastéji byva rovna 1 a m je pfirozené ¢islo. My mame hodnoty zvolené

nasledovné: X =1, m = 11. Nyni se miizeme pustit do vypoctu koeficienti:

11[4,4998-3,8712
b= "|—————= 10,8825,
3,8712-1,3863

3,8712—-1,3863 _ , w —
= 88251088250 3,7691, po upravé dostaneme a = 0,02307

Ina

Ink =1,3863 — (—3,7691) = 0,88251 = 4,7127, po Gpravé dostaneme k = 111,35
Funkce, kterou jsme pomoci této metody ziskali, ma tvar:

y = 111,35 * 0,02307%8825",

Na grafu si mtizeme ukdzat a porovnat rozdily mezi funkcemi jednotlivych metod.

Porovnnani metod pro odhad parametr( u
Gompertzovy regrese

120

100
80 d,eo

&
o}
-~ ’ "
e ® Naméfené hodnoty Y
9 60 N
= -=@ = TeoretickéY (MCS)
o
E 40 —0@— Teoretické Y (MDP)

20 = «e « Teoretické Y (MVB)

0
0 5 10 15 20 25
Casové obdobi
Obrazek ¢. 15 Graf Porovnani metod pro odhad parametrit u Gompertovy regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

Pokud bychom chté€li uptfesnit odhad parametri na dana data, kterda mame zadana je
pouziti programu STATISTICA 12. Nyni si ukdZeme jednotlivé kroky po tom, co
mame piipravena data v potfebném programu. Ptes kartu Statistika P>Pokrocilé
linearni/nelinearni modely ®Nelinearni odhady zvolime Vlastni regrese (MNC) a
klikneme na tlacitko OK.
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ﬁ Nelinearni odhady: Pfiklad 1 - regrese ? >
Zakladni vybér B ok
B Viastni . viastni ztratova funk:
E ni regrese, vlastni ztrétova funkce EMoinodi'|
|:4F: Zakladni logitova regrese :
|k Zakladni probitova regrese B Otevii data |
|z} Exponencidini rist regrese) T —
L .. s [ €3 v
| Lineami regrese (po &astech) = =)
Midete také poudit GLZ modul pro anahyzu spojitych, binomickych nebo multinomickych
zavistych proménnych (L., pro logitovou a probitovou regresi).

Obrazek ¢. 16 STATISTICA 12 Nelinearni odhady

Zdroj: vlastni zpracovani

Dale musime ruéné zadat patiiény vzorec pro odhad parametri tak, jak jsme si zvolili
zapis (pojmenovani) jednotlivych proménnych. Poté zvolime OK.

[\, Odhadovana funkce: Piiklad 1 - regrese ? X }

Odhadovana funkce: [ 0K |

yi=k‘a" ")  Somo |
5 owit |
@ Uostizo |
] Zobraz prom | |

Odhadovand funkce: ‘odhadovand prom.” = viraz: napf.:
P‘llllﬁﬁpﬂiim‘y:+-"‘r’<bb=€=¢={|
Odkaz na proménné dislem nebo jménem; t).. v3=bi1"v4 nebo
VEechna neznama jména jsou parametry;  tj.: vi=konst+param*v4
Poudit standardni nebo védeckou notaci; tj: vi=b1"v1/3e+d !
Konstanty: PF3.14..; Eue~=2.71._; tj: w3=b*Eulervl

Funkce: abs arcsin cos exp log log2 logl0 sign sin sinh sqrt tan
Logicke operatory: pravda=1, nepravda=0; eg. _
Phiklad 1:  Porucha=axp(b0+b1*Pevnost) L=v5"(OBS-PRED)™~2 |
Pfikiad 2:  vé=exp(a+b1*v4)i(1+exp(a+bi*vd)) L=Viha*abs(OBS-PRED) '

Obrazek ¢. 17 STATISTICA 12 Odhadovana funkce Gompertzovy regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

Jako dalsi krok bude dobré si zvolit po¢ateéni body pro parametry a = 0,02, b =0,8 a
k=113.
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Odhad Standard t-hodn. p-hodn. Dol. sp. Hor. sp.
chyba sv=20 Mez Mez

k 116 -1928! 4,235766 27,5022 0,000000f 1076571 1253284

0,0297| 0,002776 10,7134, 0,000000 0,0239 0,0355

b 0,8961  0,004775 187.6668 0,000000 0,8861 0,9061

-1

Obrazek ¢. 18 STATISTICA 12 Odhad parametrii Gompertzovy regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

Graf funkce ma nasledujici tvar.

Model: yi=k*a**(b**xi)
y=(116,493)*(,029739)**((,896109)**x)

100
90
80
70
60
50

yi

i

Obrazek ¢. 19 STATISTICA 12 Model grafu Gompertzovy regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

4.2. Odhad parametrii logistické regrese

Pro odhad parametru logistické regrese budeme také vychazet z podkapitoly 1.1.3.2,

ale funkci upravime do lomeného tvaru, tedy na tvar:

+—B*.

<L|m
x| =
&R

o . . Y 1
Prvné si musim hodnoty pro Yy upravit do potfebného tvaru, tedy na 5
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Tabulka 7 Hodnoty pro odhad parametri logistické regrese

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
vi | 2,564| 5541| 9,521 16,482 24,621| 29,965 34,632| 40,496| 50,513| 64,263| 72,528| 83,651
1/y1]0,3900|0,1805|0,1050| 0,0607| 0,0406| 0,0334| 0,0289| 0,0247| 0,0198| 0,0156| 0,0138| 0,0120

Zdroj: vlastni zpracovani

Jednotlivé postupy budou stejné, jako bylo u Gompertzovy regrese s tim rozdilem, ze

mame jinak upravenou funkci.

Metoda ¢astecnych soucti

Opét si dosadime do vzorct, abychom ziskali odhad pro jednotlivé parametry j, o a k,

,0,0611—0,1276 .. 1 , , o,
kde b =" 127030 = 0,5748, koeficient o ziskame dosazenim do nasledujiciho

a (0,5748-1)(0,1276-0,7362 , , )
vzorce -—= ( X ) = 0,5673, po vynasobeni koeficientem
k 0,5748(0,57484—1)2

k, dostaneme hodnotu a = 42,8503. Po dosazeni pro ziskani koeficientu K, ziskéme% =

0,5748%-1

0.5748—1 ) = 0,0132 a po ptevraceni hodnoty ziskame

1
4

(0,7362 —0,5673  0,5748
K = 75,5368.

Funkce ziskana pomoci této metody ma tvar:

B 75,537
" 1+ 42,850 % 0,437%

y

v .o

Metoda dil¢ich priméri

Postup je stejny jako u Gompertzovy regrese, tedy dosadime do vzorce a ziskdme b =

12-5
—z ,0,0153—0,0319 s , . C
50319 01820 = 0,5311. Pro ziskani zbylych dvou koeficienti se musi opét

provést metoda nejmensich Ctvercii, kdy v tomto pfipadé za y dosadime hodnoty 3—1/ a

za X se dosadi hodnoty f*. Ziskani regrese ma stejny postup, tedy ze v programu MS

Excelu si v kart¢ Data P Analyza dat P Regrese, dostaneme poZzadované hodnoty
koeficienti a, f naSi upravené funkce a podle vztahll « =% apg =% ziskame

a=>52,4703 ak =77,2083.

Funkce ziskana pomoci této metody ma tvar:
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B 77,2083
1+ 52,4703 %« 0,5311*

y

Metoda vybranych bodu

Hodnota pro x ziistava stejna, tedy X = 1, ale hodnota pro m je v pro tento ptiklad jina

ato m = 5. Postup pro ziskani odhad parametrt zGstava stejny:

5[0,0138-0,0334
= | ———=0,5597,
0,0334-0,3900

a 0,0334-0,3900 , < —
% = 5597100559750 — 0,6743, po upraveé dostaneme a = 53,3018

% = 0,3900 — 0,6743 = 0,5597* = 0,0127, po upravé dostaneme k = 79,0524

Funkce ziskana pomoci této metody ma tvar:

B 79,0524
"1+ 53,3018 % 0,5597*

y

Na grafu si miiZzeme ukézat a porovnat rozdily mezi funkcemi jednotlivych metod.

Porovndni metod pro odhad parametru u logistické

regrese
90
80 ¢
o
570 e ©
2 60 o
% 50 .{' - ® Namérené hodnoty Y
%— 40 ./).4 ° @ = Teoretické Y (MCS)
2 30 /o' .
2 o “/' e=@== Teoretické Y (MDP)
'é = <=« Teoretické Y (MVB)
10 fo‘
o | o=*
0 5 10 15

Casové obdobi

Obrazek ¢. 20 Graf Porovnani metod pro odhad parametrii u logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani
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Pokud bychom chtéli uptesnit odhad parametrti na dané data, kterd mame zadana je
pouziti programu STATISTICA 12. Postup bude stejny, jako bylo u Gompertzovy
regrese, tedy pres kartu Statistika P Pokrocilé linearni/nelinearni modely » Nelinearni
odhady zvolime Vlastni regrese (MNC) a klikneme na tla¢itko OK.

Rucné se zada vzorec a zvolime OK.

ﬁ Odhadovana funkce: Piiklad 1 - regrese ? s ‘
Odhadovana funkce: I oK l |
yi=k/(1+aD""xi)| =
E  Oevit | |
B Uoitigo | |
@ Zobraz prom

Odhadovand funkce: ‘odhadovand prom.” = vyraz; napf.:

Plstné operatory:  + - * ™ |/ € > = €= o =
Odkaz na proménné &Gslem nebo jménem;  tj.: v3=bi*vé nebo

VEechna neznama jména jsou parametry;  tj. v3=konstsparam®v4

Poudit standardni nebo védeckou notac; tj: wvi=bi*vi1/3e+2 i
Konstanty: FPi=3.14...; Euler=2.71...; tj: wv3=b*Euler vl

Funkce: abs arcsin cos exp log log2 log10 sign sin sinh sqrt tan
Logicke operdtory: pravda=1, nepravda=D; eg. !
Fiiklad 1: Porucha=exp(bl+b1*Pevnost) L=v5*(OBS-PRED)*2
Phikiad 2:  wvé=exp(a+bi1*v4)/(1+axp(a+bi*v4)) L=Viha*abs(OBS-PRED)

Obrazek ¢. 21 STATISTICA 12 Odhadované funkce logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

Jako dalsi krok bude, Ze si zvolime pocate¢ni body pro parametry a = 42, b =0,5 a
k =75.

Parametry pro nas odhad parametrti logistické regrese vypadaji nasledovné.

Odhad Standard t-hodn. p-hodn. Dol. sp. Hor. sp.
chyba sv=19 Mez Mez
124.5826! 19,63629 6,34451 0,000134 80,16220| 169,0029
26,6866 3,51096 7,60096 0,000033 18,7443 34,6290
0,7184 0,02665 26,96081| 0.000000 0.65810 0,7787

Obrazek ¢. 22 STATISTICA 12 Odhad parametrii logistické regrese

I':F"ID =

Zdroj: vlastni zpracovani
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Graf funkce ma nasledujici tvar

Model: yi=k/(1+a*b**xi)
y=(124,583)/(1+(26,6866)*(,718379)"*x)

120
100 =

80 P

60 s

¥l
A"

\
)

40 %

20 -

-20
Xi
Obrazek ¢. 23 STATISTICA 12 Model grafu logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

4.3. Priklad vyuziti logistického regresniho modelu

Jak uz bylo zminéno ve druhé kapitole, logisticka regrese se nejCastéji objevovala
v oblastech mediciny. Veskeré¢ ptiklady, které si ukdzeme, budou provadény
v softwaru STATISTICA 12 a ukazeme si jednotlivé postupy, jak se dopracovat ke

grafickému znazornéni logistické kiivky.

Jako priklad praktického vyuziti logistické regrese jsem Si zvolil pitvu tél, ktera byla
podle hodnot BMI bud’ nemocnd, nebo zdrava. Pro tento ptiklad mame 723

pfedpovézenych hodnot.

V softwaru STATISTICA 12 mame pfipravena namétena data v Tabulce.
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Tabulka 8 STATISTICA 12 Data s hodnotami

[Z] STATISTICA Cz - Tabulkal.sta

| Soubor Upravit Zobrazit Vioiit Format Statisticy Datamining Grafy Nastroje Data Okno Napovéda

DEEE SR & BE@ T | v o | Pidetdosesitu - Piidat do protokolu ~ Pidat doMS Word ~ 4, | & K2

~
1 3 5 6 7 8 9 10
BMI Vysledek pitvy Prom3 Prom4 Prom5 Promé Prom7 Prom8 Prom9 Prom10
34 nemocny
2 31 nemocny
26 zdravy l .I
4 30 zdravy
5 33 nemocny
6| 35 nemocny
7] 24 nemocny
8 27 2dravy
9| 32 zdravy
10 29 zdravy
1 2 zdravy
12| 33 nemocny
3 a zdravy
14 30 nemocny
15 25 zdravy
6 2 2dravy
17] 28 zdravy
18 27 zdravy
19| 31 nemocny
20 32 zdravy
21 36 nemocny
22 34 nemocny
23 31 nemocny
24| 30 2dravy
25 32 nemocny
26 25 zdravy
27| 26 zdravy
28 28 zdravy
29 27 zdravy
30 32 nemocny
3 30 nemocny v

Zdroj: vlastni zpracovani

Abychom mobhli z dat ziskat potiebou logistickou funkci, zvolime si v menu Statistiky

» Pokrocilé linearni/nelinearni modely P Nelinearni odhady.

STATISTICA Cz - Tabulka1.sta

}Sﬂubw Upravit Zobrazit VioZit Format | Statistiky Datamining Grafy Nastroje Data Okno Napoyéda

DERB SR & @I @ bnot.

Ctrl+R

ftokolu ~ Pfidat do MS Word ~

FeN.

||[catibri V][ B . n Zakladni statistiky/tabulky I =& @ 91 =2 12 Proménné ~ Piipady ~ B3 ~
r L Vicenasobna regrese
@_‘ ANOVA E=niEoR
“al Neparametricka statistika =|A
1 2 [B& Prokiadéni rozdéleni 6 | 7 ‘ 8 ‘ 9 | 10
BMI Vysledek pitv ) i & simulace Prom6 Prom7 Prom8 Prom3 | Prom10
; :: ::x:’;‘: T ST B Obecné ineami modely
3 26 2dravy ;k Vicerozmémé prizkumné techniky » % Zobecnéné lineami/nelinearni modely
4 20 2dravy B Promyslova statistika & Six Sigma »| 2 Krokova vystavba modelu
5 33 nemocny .J. Analjza sl testu Obecné regresni modely
6 35 sité 5 Obecné modely s parcidinimi nejmensimi étverci
24 nemocnv (@0 PLS, PCA, vicerozmémé/davkové SPC | (@ NIPALS algoritmus (PCA/PLS)
z ey [T vepac B Komponenty rozptylu
1 29 zdrax Statistiky bloku dat | D Analyza pieiti
1 26 zdravy £ STATISTICA Visual Basic &‘ E“M’ mode'y pfopovtwmimh rizik
2 8 ne;“ oy ﬂ Diviovd (po skupindch) ansljes E i nelinedrni regrese
1 31 zdra .
14 30 vy Za dépodob *| 8 Log-lineami analyza kontingenénich tabulek
15 25 zdravy L Casové fady/predikce
16 24 zdravy & Modelovani pomoci strukturalnich rovnic
1 28 zdravy
18 27 zdravy
19 31 nemocny
20 32 zdravy
21 36 nemocny
22 34 nemocny
23 31 nemocny
24 30 2dravy
25 32 nemocny
26| 25 zdravy
27, 26 zdravy
28 28 zdravy
29 27 zdravy
30 32 nemocny
N 30 nemocny v

Obrazek ¢. 24 STATISTICA 12 Zvoleni spravného odhadu
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Poté se objevi okénko, kde zvolime Zakladni logitovou regresi a klikneme na tlacitko
OK.

ﬁ Melinearni odhady: Tabulkal.sta ? x
Zadadoi vibes | B ]
|EE Viastni regrese (MNC) Stemo
|EE Mastni regrese, viastni ztrdtova funkce [ T—
nosti ¥

B9l Z2kladni logtova regrese
|7k Zakladni probitova regrese = Otevii data
|2} Exponencidini rust (regrese) ST | [
|1 Lineami regrese (po Eastech) e =

MiZete také poudit GLZ modul pro analyzu spojitych, binomickych nebo multinomickych
zivishych proménmych (t.j.. pro logitovou a probitovou regresi).

Obrazek ¢. 25 STATISTICA 12 Nelinedrni odhady — Zdkladni logitova regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

Po zvoleni zékladni logitové regrese se ukaze tabulka, kde si zvolime Proménné,

ﬁ Logisticka regrese (Logit): Tabulkal.sta

? X
Zakladni vysledky | oK
Vstupni soubor obsahuje: Kody, bezpodta v Stomo
[@] Proménné Bl Moinosti +

Zaviglé: Zadneé
Nezavislé:  #adné

thots | v
F.Ody pro zav., prom. I:I E &

a ChD vynechana
:] (®) Celé pFipady

(O Nahradit

prumérem

MiZete také poudit modul GLZ pro anahyzu spojitych, binomickych nebo
multinomickych proménnych (t.j.. pro logit nebo probit).

Obrazek ¢. 26 STATISTICA 12 Logisticka regrese (logit)

Zdroj: vlastni zpracovani

kde zavisla proménna je Vysledek pitvy a nezavisle proménné jsou hodnoty BMI. Po

zvoleni proménnych opét klikneme na tlacitko OK.
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Vyberte seznam zavislych a nezavislych proménnych:; ? x
: 2 - Vysledek pitvy
3 -Prom3 3 - Prom3 [ ]
4 -Prom4 4 - Prom4 Stomo
5 -Prom3 5 -Prom5 1
6 - Promé & - Promé [Svazky]...
7 -Prom7 7 -Prom?7
8 - Prom8 3 - Prom3 Pro zobrazeni
9 - Prom9 9 - Prom9 odpovidaj cich
10 - Prom10 10 - Prom 10 proménnych
zvolte “Ukszat
pouze...". Pro
vioce informaci
Vjbratvie | Podrobn. | Prbliiit | Vybratvie| Podrobn. | bt | **méeF!
Dichotomni zavisla proménna: Seznam spoj. nezav. promennych:
2 | [t
[[]Pouze odpovidajici prom&nné

Obrazek ¢. 27 STATISTICA 12 Volba proménnych

Zdroj: vlastni zpracovani

Jelikoz méme navolené proménné, mizeme opét kliknout na tlacitko OK,

ﬁ Logisticka regrese (Logit): Tabulkal.sta

Zakladni vysledky |

Wstupni soubor obsahuje: Kady, bez poctl v

[@] Proménné
Zavislé: Vysledek pitvy
Nezavisle: BMI

Kédy pro zav. prom.:
a

| Poklepanim na phisiusng

[nemocny | o e e vybeat kidy 2e

. seznamu platnych hodnot
zdravy pﬂou'rlen-ne':'la

chsis
ChD vynechana
(®) Celé pFipady
.
prumérem

multinomickych proménnych (t.).. pro logit nebo probit).

Obrazek ¢. 28 STATISTICA 12 Logisticka regrese (logit) — potvrzeni promeénnych

kde se ndm ukéze tabulka Odhadu modelu
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Zdroj: vlastni zpracovani



| Odhad modelu: Tabulka.sta ? X

Model je: logisticka regrese (Logit)

Pofet odhadovanjch parametrfi: 2

Ztrat. funkee : max. vérohodnost

Zavislad proménnad: Vysledek pitvy

Kody : 101,00=nemocny a 102, 00=zdravy {ptekddované na 0 a 1)
Nezivislé proménné : BMI

Celé piipady wvynechdny u ChD

Pofet platnjch pfipadh: 723 [N

Zaklachi vysledky | Detaini vysledky | Prehled | =

Metoda odhadu: | Quasi-Newtonova v | Stomo |
B Anal.Sk. |

Obrazek ¢. 29 STATISTICA 12 Odhad modelu logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani

a pro detailng¢jsi idaje klikneme na tlacitko OK, které nas ptesunou do vysledku, kde

se miZeme podivat na jednotlivé vysledky.

[ vysledky: Tabulka1.sta ? X
Model je: logisticka regrese (Logit) Pocet 0:3€8,0000 (50,89%903%)
Pocet 1:355,0000 (45,10057%)
Zavisla proménna: Vysledek pitvy Nezdvislé proménné : 1
Ztrat. funkce je: max. vérchodnost FKone&. hodn.: 328,57€2€093
=2%1n(vérohodnost): pro akt .model=€57,5525 pouze chrani&. =1002,057
Chi-kvadr. = 344, 104¢ sV = 1 p = 0,0000000

B 2]

Zsklad | Detaiini vysledky | Rezidua | Prehled | Vypocet |
Souhm: Odhady parametrii Somo |
i) Pozorovani, prepovédi, rezidua Moznosti v
Prokladana 2D funkce & pozorovani b3 ma_Sk_|

[(i;  Prokladana 3D funkce & pozorovani

Obrazek ¢. 30 STSTISTICA 12 Vysledky logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani
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Nas bude ptevazné zajimat grafické znazornéni logistického modelu pro dana data.

Model: Logisticka regrese (logit)
y=exp(14,703008270265+(-,4958991247152)*x)/(1+exp(14,703008270265+(-,4958991247

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
BMI

Obrazek ¢. 31 STSTISTICA 12 Grafické znazornéni logistického modelu

Zdroj: vlastni zpracovani

Déle co mizeme ziskat, je odhad parametrti logistické regrese.

Model: Logisticka regrese (logit) Pocet 0: 368 1: 355 (T. abulka1.si—n‘
Zav. prom: Vysledek pitvy Metoda: Maxim.shoda
Cel. ztrata: 328.97626093 Chi2( 1)=344.10 p=0,0000

E Model: Logisticka regrese {logit) Pocet 0: 368 1: 355 (Tabulk...

Obrazek ¢. 32 STATISTICA 12 Odhad parametri logistiké regrese
Zdroj: vlastni zpracovani
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Co také miizeme zjistit, tak je Klasifikace ptipadd, jinak feceno, ze z pozorovanych
hodnot, jako naptiklad pitva, u které vyslo, Zze bylo télo nemocné, mizeme na
nasledujicim obrazku vidét, ze z celkem naméfenych 368 nemocnych bylo spravné
zatazenych 300 a nespravné pouze 68. Kde u zdravych z celkem naméfenych 355 bylo

spravné zafazenych 266 a 89 Spatné.

Klasifikace pfipadi (Tabulka1.sta) —
Odds ratio: 13,186 Proc. spravné: 78.28%

Pied. Pfed. Procento
Pozorov. nemocny | zdravwy spravné

nemocny 300 66 81.52174
zdravy 89 266|  74.92958
v
< >
) Pozorované vs Predpovézené hodnoty 77| Kasfikace pFipadi (Tabukal sta) a0

Obrazek ¢. 33 STSTISTICA 12 Klasifikace pripadii

Zdroj: vlastni zpracovani

Software STATISTICA je také schopny vygenerovat na zdkladé naSich dat ROC
ktivku. Na nasledujicich krocich si ukazeme, jak se dostat k vypoctu a grafu ROC
ktivky.

56



Na hornim menu si zvolime Statistiky P>Pokrocilé linearni/nelinedrni modely

P Zobecnéné linearni/nelinedrni modely.

[A] STATISTICA Cz - Tabulkal.sta
Soubor Upravit Zobrazit Viofit Format | Statistiky Datamining Grafy Nastroje Data Okno Napoyéda

DSEB SR & &E | ¢ bnovt. CtleR |eokolu ~ PridatdoMsWord ~ 4 | &2 .|
11 || ) B Zétiodo sttty abuy 2 05 B @ | 81 =2 13 Proménné - Piipady - [ -] [F ] .

|/ Vicenasobna regrese

|| Data: Tabulka.sta (10s krdt 7237) @.;J ANOVA |
3 statistika :A
1 2 L Prokladéni rozdéleni 6 ‘ 7 | 8 I 9 10
BMI Vysledek pitv ) Rozdéleni & simulace Promé Prom7 ‘ Prom8 Prom3 | Prom10
5 ey 1. TSI £ Obecné i mocely
2% 2dravy SR ytcemzméme pnzkumnmchmky BIEE] Zobecnéné linesmi/nelineami mo.
30 2dravy B Primyslova statistiks & Six Sigma  » q{ Krokova vystavba modelu
3 nemocny ¥ Analyza sily testu Y Obecné regresni modely
35 nemocny 9@ Automatizované neuronové sité [B25 Obecné modely s parcisinimi nejmensimi étverci
24 nemocny @i PLS, PCA, vicerozmémé/dévkové SPC | (@I NIPALS algoritmus (PCA/PLS)
27 2dravy (5] vgpac 3 Komponenty rozptylu
32 zdravy D! Anelyza pedits
29 2dravy [E Statistiky bloku dat » P N
26 2dravy £ STATISTICA Visual Basic R Qoxovy' modely proporcionsinich izk
33 nemocny % Divkovs (po skupinéch) analyza 01 Neineami gdhady
31 dravy — | tednoduchs nelineami regrese
30 nemocny 4l Pravdépodobnostni kalkulitor *| ¥ Log-lineami analyza kontingenénich tabulek
25 2dravy L? Casové fady/predikce
24 zdravy B8 Modelovani pomoci strukturalnich rovnic
28 zdravy
27 2dravy
31 nemocny
32 2dravy
36 nemocny
34 nemocny
31 nemocny
30 zdravy
32 nemocny
25 zdravy
26 2dravy
28 2zdravy
27 zdravy
32 nemocny
30 nemocny v

Obrazek ¢. 34 STSTISTICA 12 Zvoleni spravného modelu pro ROC kiivku”

Zdroj: vlastni zpracovani

Poté se objevi tabulka, kde se vybere Logitovy model a potvrdi se tlac¢itkem OK.

% Zobecnéné linearni/nelinearni modely: Tabulkal.sta ? *
Zakladni nastaveni | Detaily | oK
Zobecnény linedmi model: | Stomo
M Problow model E Moinosti ~
Lullh, Muttinom. logit. model !
Otevfi Data |
L, Ordinéini logit. model = D:
Lulls, Ordindini probit. mode! st ¢ | Sy
|L... Poissontiv In model Vaiens
|/ Nomaini In model momenty
|"_ Tweedie In model SV = .
|.||._ Negativné binomicky log moc WA -1
Parametr variability
Param: 0
Index
Param: |15
Macnina
Param: |1

Obrazek ¢. 35 STSTISTICA 12 Volba logitového modelu

Zdroj: vlastni zpracovani
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Na nasledujici tabulce se vyberou proménné, kde zavisle proménna je Vysledek pitvy

a Spojité nezavisle proménné je hodnota BMI.

Vyberte zavislou proménnou a spojité nezavislé proménné (regresory): ? X
Lee |
Storno |
| [Svazky]... |
Pro zobrazeni
& = odpovidajicich
10 -Prom10 10 -Prom10 proménnych
zvolte "Ukazat
powze...". Pro
vice
Podrobn. | | PibliEit | | Podrobn. || PibiiEt | | Podrobn. || Prbit | | Podrobn. || prbit | <=
Zavisla proménna: Kateg. nezav. (faktory):  Spojité nezdv. prom.: Citad proménna
2 || | E || |
[[JPouze odpovidajici proménné

Obrazek ¢. 36 STSTISTICA 12 Volba proménnych pro ROC kiivku

Po potvrzeni se objevi tabulka, kde se vybere Rezid.1

B2 GLZ -- Vysledky: Analyza 1:.. 7 X
Shmuti Rezid.1 | Rezid 2 | Protokol |
Vzorek
Analyza KFiZ. ovéreni Oboje

BB Zsdadnirendua [ Predp. hodnoty

Bl Sdrezdia [ Kasf 8oddsratio
B Dalsipoz stat.
El'ov.spd.: | ROC kfivka
Grafy predpovéz. a rezidudlnich hodnot

[ Predpovéd =[] Pred. rezid.
[ Rezdua Pozoroy. & pred.
Pozorov. hodn. | 7] Pozorov. &rezd. |
[l Pearson.rezd. = [-7] Rez &&ispip.
[Z] P-graf pozorov. | P-graf rezidui

Pocet skupin: [] Agregace

@ zmént | Zavit
B Anal.skup. [B] Moinosti v

Obrazek ¢. 37 STSTISTICA 12 Vysledky analyzy
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Zdroj: vlastni zpracovani

Zdroj: vlastni zpracovani



a zvoli se ROC kiivka, kde se ukaze vysledny graf.

Citlivost

ROC kfivka
Oblast: 0.86

1.2

1,0

0.8

06

04

0.2

0,0

-0,2

00

02

04 0,6
1-Specificita

08

1.0 12

Obrazek ¢. 38 STSTISTICA 12 Grafické znazornéni ROC krivky
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ZAVER

Cilem bakalarské prace bylo popsat realné ukoly, které vedou na logisticky rstovy
model. Prvné se v praci popsala potiebna teorie a ukazkové piiklady. V dalSich
kapitolach byla popsana logisticka regrese, jeji vyuziti a aplikace. Ve ¢tvrté kapitole
bylo ukazano, jak pifes zobecnénou exponencidlni rovnici mizeme pomoci uziti
spravné transformace Gompertzovy regrese a logistické regrese ziskat odhad
parametri. Poté pouzitim programu STATISTICA 12 ziskat pfesnéjsi odhad

parametrii pro obé regrese.

Ve vyuziti logistického regresniho modelu se zkoumala pravdépodobnost zdravi
¢lovéka na zaklade jeho hodnoty BMI. Dale bylo na ptikladu pitvy tél zndzornéno, jak
moc velky vliv ma hodnota BMI na zdravi ¢lovéka. Zjistilo se, ze ¢im vétsi je hodnota
BMI, tim vétsi je Sance, Ze bude ¢lovek nemocny a obracené, ¢im mensi je hodnota
BMI, tim vétsi je Sance, ze bude Cloveék zdravi. Podle grafického znazornéni
logistického regresniho modelu je vidét, ze stfedni hodnotou BMI 31. Poté bylo
pomoci klasifikacni tabulky upfesnéno, kolik bylo spravné a Spatn¢ zaznacenych

hodnot.
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