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ANOTACE

Cilem prdce je seznamit ctenare s historii a zaklady fraktalni geometrie a jeji vyuziti v popisu

financnich casovych rad. Zakladem fraktalu je sobépodobnost utvaru, kterou je mozné nalézt
jak v prirode, tak i v nekterych casovych raddch. Fraktilni geometrie je pomérné novym
objevem v matematickém sveéte, nicméné mnoho védcii se zabyvalo sobépodobnosti utvarii jiz
V 19. stoleti. V praktické casti prdce je popsano pouziti poznatkii z fraktalni geometrie v analyze
casovych rad. Zavérem prace bude zhodnoceni vysledkii zminéné analyzy.

KLICOVA SLOVA

fraktalni geometrie, analyza casovych rad, fraktal

TITLE
Fractal analysis of time series in financial practice
ANNOTATION

The aim of the thesis is to acquaint readers with history and the basics of Fractal Geometry
and its applications in describing of financial time series. The main concept is self-similarity of
object, which is possible to find in nature so as in some time series. Fractal Geometry is
basically new discovery in mathematic world, however lot of scientists were thinking about self-
similarity in 19. century. In practical part of thesis is described application of Fractal Geometry
used on time series. At the end the thesis evaluates the results of analysis.
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Uvob

Tato prace se zabyva fraktaly a fraktalni geometrii. V prvni ¢asti bude popséana historie
a puvod fraktalni teorie. Prvni kapitola je tak rozvrzena na né€kolik historicky vyznamnych
objevii a jejich autort, kteti ptispéli K vyvoji fraktalni geometrie. Slovo fraktal pochazi
Z latinského slova ,,fractus® coz znamena zlomeny. Toto oznaceni pouzil poprvé Benoit B.
Mandelbrot, jemuz je vénovana ¢ast prvni kapitoly. Pravé on je povazovan za otce fraktalu,
nicméné jeho prace navazuje na dila mnoha dalSich autorti a je spravné se zminit o dalSich jako

jsou Koch, Julia nebo naptiklad Hausdorff.

Ve druhé kapitole jsou popsany zakladni pojmy, jez Gizce souvisi s fraktaly. Tyto pojmy jsou
zakladem k pochopeni fraktala a fraktalnich kiivek. Jsou zde popsany pojmy jako nekonecné
Clenity utvar, fraktalni dimenze nebo sobépodobnost, kterd je jednim ze zdkladnich znaka
fraktalt, ackoliv tplna sobépodobnost je dost vzacna. V posledni Casti je popis R/S analyzy.
Tento nastroj je pouzivany ve finan¢nich ¢asovych fadach, protoze je jednoduchym zptisobem,

jak odhadnout Hurstv exponent a tim i fraktalni dimenzi téchto kiivek.

Ve treti kapitole je pfiblizena analyza ¢asovych tad, jeji zékladni charakteristiky. VEtsi ¢ast
kapitoly se vénuje finan¢nim Casovym fadam, které maji specifické vlastnosti. Predikce
casovych fad je neustale vyvijejici se trend, a to hlavné z divodu zapojeni IT technologii, diky
kterym jsme schopni provadéet velké mnozstvi vypocth za kratky ¢asovy tsek. Také diky témto
technologiim vznikla nova véda, jeZ se nazyva teorie chaosu. Jsou zde naznaCeny problémy,
které¢ vznikaji pifi predikci dalSiho vyvoje Casové fady. V posledni €asti je naznacena
problematika v oblasti pojistovnictvi, nebot’ v praktické ¢asti budou popsana skutecna data
Z pojistovny.

Ve Ctvrté kapitole se prace vénuje analyze konkrétnimu typu fady. Jedna se o stornovost
pojistnych smluv bézn¢ a jednorazové placenych. Nejprve je popsan zptisob storen pojistnych
smluv. Nasledn¢ je tfeba zvolit vhodnou popisnou statistiku k tomu, abychom byli schopni
interpretovat data, ktera analyzujeme. Dale je pfiblizena problematika predikce vyvoje téchto
casovych fad, resp. zvoleni modelu Box-Jenkinsnovy metodologie, ktery by nejlépe modeloval
skutecna data. Posledni ¢ésti je konecna fraktalni analyza, pti které se pokusime odhadnout
fraktalni dimenzi kiivek. Nejprve odhadneme dimenzi storen bézné placenych smluv a nasledné
jednorazové placenych smluv. Zavérem je porovnani vysledk a diskuze, ve které budou

rozebrany vysledky analyzy.
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1 HISTORIE FRAKTALNI GEOMETRIE

vvvvvv

Georg Cantor

V této Casti prace bude Ctendi sezndmen s historii fraktalni geometrie. Jsou zde popsany
historické milniky ve vyvoji fraktdlni geometrie a jeji vznik. Kapitola je rozvrzena mezi
jednotlivé matematické ¢i geometrické objevy, jez muzeme pokladat za prvotni kroky ke vzniku
fraktdlni geometrie jako takové. V historii fraktadlu bychom jist¢ nalezli mnoho autort
vyznamnych matematickych dél, kteti vice ¢i méné ptispéli k vyvoji fraktalni geometrie.
Alespon zde mizeme vyjmenovat nékolik vyznamnych matematikt jako jsou napiiklad Georg
Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert, Helge von Koch, Waclaw Sierpinski, Gaston Julia,
Felix Hausdorff, Alexander Ljapunov, Edward Lorenz a Benoit Mandelbrot. Nejvétsi ¢ast je
vénovana francouzskému matematikovi Benoitu B. Mandelbrotovi, jenz je povazovan za otce

fraktalni geometrie a slova fraktal.

1.1 Cantorova mnoZina, prototyp fraktalu

Tvlrce teorie mnoZin Georg Cantor byl némecky matematik, ktery se narodil v roce 1845
V Petrohradé€. Jeho nadani ho vedlo k hlubSimu zajmu o matematiku a pozdéji k praci na
univerzité v Halle, kde se stal profesorem, a to v pouhych 34 letech. V roce 1883 popsal
mnozinu, ktera ma fraktalni vlastnosti a nese dnes jeho jméno. [2] Cantorova mnozina je
fraktalni objekt a hraje svoji roli v mnoha odvétvich matematiky. Je také zakladem nckterych

dalsich fraktalnich objektd. [1]

Cantorova mnozina je mnozina bodu z intervalu [0,1] na Ciselné ose, v jejichz triadickém
rozvoji se vyskytuji ¢islice 0 nebo 2. Jeji geometricka konstrukce je zalozena na opakovani
jednoduchého ukonu, spocivajicim v rozdéleni daného intervalu na tfetiny a odstranéni

vnitinich bodl prostfedni casti. Na obrazku ¢. 1 mlZeme vidét Cantorovu mnoZinu po

4 iteracich. [2]

iniciator
T— — k=1
— — — - k=2
=m == mm mwm k=3
TR TI T (TR k=4

Obrazek ¢. 1: Cantorova mnoZina

Zdroj [3]
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Cantorovu mnozinu mizeme chépat také jako invariantni mnozinu systému transformaci

f12:10,1] - [0,1] popsanych vztahy

2
fG) =3, f,00 =22, x € [0,1]. 1)
Oznac¢ime-li Cantorovu mnozinu symbolem C, pak

C = f1(0) VU £,(0). 2

Cantor tak popsal zajimavou mnozinu s mnoha pozoruhodnymi vlastnostmi. Pokud bychom
ptiblizili kteroukoliv ¢ast po libovolném mnozstvi iteraci, vidéli bychom pavodni atvar. Jinymi
slovy kazda cast  je podobna celku. Tato vlastnost je  jednou
z typickych vlastnosti fraktalti a ackoliv Gtvary pfipominajici samy sebe byly lidstvu zndmé, az

do zacatku 20. stoleti se jimi blize nikdo nezabyval.[2]

1.2 Spojité nediferencovatelné funkce

Mezi fraktaly fadime dnes i grafy spojitych nediferencovatelnych funkci, které zacaly byt v
matematice systematicky studovany zhruba od posledni ¢tvrtiny 19. stoleti. Pfed tim se obecné
vétilo, Ze spojita funkce je diferencovatelnd, az na ptipadny konecny pocet bodd, ve kterych
derivace neexistuje. Karl Weierstrass roku 1873 publikoval ptiklad spojité funkce, ktera nema

derivaci v zadném bodé.

Dal$im matematikem, ktery p¥ispé&l k historii fraktdlni geometrie, je Svéd Helge von Koch,
jenz sestrojil kiivku, kterd je povazovana za jeden z nejkrasnéjsich piikladu fraktalt. Jeho
motivem bylo uvést piiklad kiivky s obdobnymi vlastnostmi jako ma graf Weierstrassovy
funkce, ktery zaroven nepostrada geometrickou nazornost. Sestrojeni Kochovy k¥ivky

ptipomina konstrukci Cantorovy mnoziny.

i

Obrazek €. 2: Kochova kfivka

Zdroj: [4]
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Iniciatorem V tomto pifipad¢ je useCka a pravidlem, které pii konstrukci opakované
uplatitujeme, je nahrazeni vnitinich boda prostiedni tfetiny rovnoramennym trojuhelnikem bez
zakladny. Pravidlo opakujeme na vsechny usecky nové vytvoreného utvaru. Jak vidime na
obrazku ¢€. 2, jiz ve tietim opakovani pravidla vznikne Clenitd struktura, kterou mizeme dale
zjemnovat. Kazdym krokem ziskame komplikovangjsi strukturu, jejiz kazda ¢ast pripomina

cely utvar.

Iniciator lze nahradit jinymi objekty, stejné tak i pravidlo je mozné zménit. Pokud bychom
na misto Gsecky pouzili trojuhelnik a pravidlo bychom zachovali stejné, po nékolika iteracich
bychom ziskali tzv. Kochovu vlo¢ku (obrazek ¢. 3). Zajimavosti je, Ze struktura vlocek je
opravdu tvofena timto zptisobem, kde dochazi k opakovani jednoduchého pravidla. Podobnym

vvvvvv

kontinentli. ZaleZi jen na vhodném zvoleni spoustéce a pravidla.

AN TAESES

Obrazek ¢. 3: Kochova vlocka

Zdroj [5]

1.3 Sierpinského fraktaly

Wactaw Sierpinski (1882-1969) je jednim z nejvyznamnéjSich polskych matematikt 20.

stoleti. Zakladni Skolu navs§tévoval ve VarSavé a uz zde se projevilo jeho nadani na matematiku.

O nékolik let pozdéji vystudoval matematiku a fyziku na univerzité ve Varsavé. V této dobé
bylo Polsko okupovano Ruskem a cela zemé byla touto okupaci ovlivnéna. Doktorsky titul
ziskal na univerzité¢ v Krakow¢. Za svou diserta¢ni praci ziskal mnoho ocenéni. Sierpinski
publikoval velké mnozstvi knih a dal$ich publikaci. Béhem svého zivota ziskal spoustu ocenéni

a také Cestnych tituld, z nichz mu jeden udélila i Karlova univerzita v roce 1947. [6]

V roce 1916 popsal atvar, ktery ma typické fraktalni vlastnosti. Dnes je znamy pod nazvem
Sierpinského trojuhelnik. Iniciatorem pii jeho konstrukci je rovnostranny trojuhelnik
a pravidlo, které pti konstrukci opakované aplikujeme, spociva v odstranéni vnitfnich boda
trojuhelnika, jehoz vrcholy tvofi stiedy stran ptvodniho trojuhelnika. Pravidlo opakujeme,
a tak v nové vytvotrenych trojuhelnicich vytvaiime dalsi a dal$i trojuhelniky. Po nekone¢né

mnoha iteracich ziskame Sierpinského trojihelnik (obrazek ¢. 4). [2]
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Obrazek €. 4: Sierpinskiho trojihelnik — postupna konstrukce
Zdroj [7]

Zakladni motiv, s nimz se setkame pii konstrukcei Sierpinského trojuhelniku, 1ze spatfit i na
kazateln¢ katedraly v Ravellu a na jinych mistech. Z toho je patrné, ze principy tvorby fraktala
byly jiz diive vyuzivany ve vytvarném uméni (je nutné podotknout, Ze slovo fraktal vzniklo
teprve ve 20. stoleti). Katedrala neni jedinou historickou pamatkou, vyuzivajici tento motiv.

Dalsi fraktalni vzor lze nalézt v bazilice San Clemente v Italii. [2]

1.4 Zavedeni necelodiselné dimenze

Felix Hausdorff (1868-1942) byl némeckym matematikem, ktery béhem svého zivota
publikoval velké mnozstvi d€l. Byla to dila nejen matematicka, ale i nematematicka. Tyto prace
vydaval pod pseudonymem Paul Mongré, jenz si zvolil, protoze byl ovlivnén filozofii
Friedricha Nietzscheho. Mezi jeho tvorbu patii naptiklad i divadelni hra Der Arzt seiner Ehre,
ktera byla uvedena i v Praze. Jeho rodi¢e byli zidovského plvodu, otec byl obchodnik

a vzdélany muz, ktery publikoval n€kolik pojednani (mj. o talmudském pravu).

Jak nazev podkapitoly upozoriiuje, do fraktalni geometrie pfispél Hausdorff svou praci
z roku 1919, kde bychom nasli pojeti tzv. Hausdorffovy miry a dimenze, které jsou popsany ve

druhé kapitole této prace. [2]
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Obrazek ¢&. 5: Felix Hausdorff
Zdroj [8]

Objektim, s nimiz se setkavame v eukleidovské geometrii piifazujeme celociselné dimenze
(1 pro tsecku, 2 pro plochu a 3 pro téleso). Definice dimenze, ktera pfipousti i neceloc¢iselné
hodnoty, umoziuje matematicky vyjadfit Clenitost komplikovanéjSich struktur. Kdyz se
podivame do piirody, tak vidime nejen dokonale hladké objekty, ale i hrubé povrchy. Mrak
neni koule, blesk neni pfimka a hora neni kuZzel, alespont ne dokonale. Jak tedy popsat objekty,
které maji sviyj unikatni tvar? Odpoveéd’ je pravé ve fraktalni dimenzi, jez umoznuje objektim

ptifadit necelo¢iselnou dimenzi. [2]

Vroce 1939 se pokusil Felix Hausdorff emigrovat do USA a opustit vté dobé
antisemitistické Némecko. Jeho pokus byl marny a v roce 1942, 26. ledna, spachal spolu se
svou zenou sebevrazdu, jakmile se dozvédél, ze jeho deportace do koncentra¢niho tabora je
vzdalena jen jeden tyden. Jeho sestry, které Zily ¢ast zivota v Praze, zemiely v roce 1944

V Tereziné.

Dne 29.11. 2018 probéhlo setkani ke 150. vyro¢i narozeni Felixe Hausdorffa jehoZ se autor
této prace zucastnil a ze kterého pochazi informace o jednom z nejvyznamnéjsich matematikti

20. stoleti. Zde je pouze stru¢ny odkaz Hausdorffa v matematice:
- Hausdorffiiv prostor
- Hausdorffova mira
- Hausdorffova dimenze
- Hausdorffova vzdalenost
- Hausdorffova-Aleksandrovova véta
- Hausdorffova-Youngova nerovnost

- Hausdorffiiv princip maximality
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1.5 Pocatky komplexni dynamiky

Systém je definovany jako mnozina prvki, mezi kterymi existuji vazby a vztahy a jako celek
ma vazby, resp. vztahy s okolim. Dynamické systémy jsou popsany dynamickymi podminkami
a jejich stav zalezi na casovém okamziku. Tyto podminky jsou tvofeny vektorem, ktery se
nachazi ve stavovém prostoru. Soustava diferencidlnich rovnic popisuje tyto podminky, které
se v riznych ¢asovych okamzicich 1isi a vysledky tak nahrazuji stary vektor novym stavovym

vektorem.

Stavovy prostor urcuje, jakych hodnot miize nabyvat stavovy vektor dynamického systéemu.
Stavovy vektor je tvoren mnozinou proménnych, které mohou nabyvat hodnot z urcitého

intervalu. Interval v§ech téchto hodnot potom urcuje cely stavovy prostor.
Stavovy prostor miize byt nékolika typui:

- konecny

- spocitatelny

- nekonecny

Konecny stavovy prostor ma omezené mnozstvi stavii, ve kterych se dynamicky systém miize
nachazet. Spocitatelny stavovy prostor ma sice nekonecné mnozstvi stavii, ale tyto stavy jsou
spocitatelné. To znamena, Ze kazdému stavu miuzeme jednoznacné priradit néjaké prirozené
cislo. Nekonecny stavovy prostor ma jako stavové promeénné redlna cisla. To znamend, Ze je

nejen nekonecny, ale neni také spocitatelny. [9]

Z toho vyplyva, Ze je moZné stav popsat pomoci komplexnich ¢isel. V ¢asti 1.6 je vysvétlena
Mandelbrotova mnozina a v ni je pravé pouzito komplexnich ¢isel. Tato ¢isla lze zobrazit na
osu x, kde zaznamenavame realnou hodnotu a na osu y, kde zaznamendvame imaginarni ¢ast

Cisla. Je tedy mozné zobrazit polohu prvku ve stavovém vektoru. [9]

Pokud zkoumame dynamické systémy, zpravidla nas zajima jejich chovani v Case
a snazime se zobrazit jakymsi zpisobem toto chovani. Pokud se ve stavovém prostoru systému
nachdzi pouze jeden, dva nebo tfi prvky, miizeme zobrazit toto chovani na plose ¢i v prostoru.
Problém nastava tehdy, kdyz je prvkil vice, a pravé zobrazeni takovych prvki bylo mozné az
s pokrocilejsi vypocetni technikou. Benoit Mandelbrot pravé zobrazil svou mnozinu pomoci

barevnych kombinaci a pravidel. Vice se ¢tenaf dozvi v €asti 1.6.

Pomoci jednoduchého dynamického systému jsou vytvareny Juliovy mnoziny (podobné
jako Mandelbrotova mnozina), zaloZzené na postupné iteraci funkce komplexni paraboly. Jako

mlady student, ktery se vratil z prvni svétové valky, publikoval praci ,,Mémoire sur l'itération
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des fonctions rationnelles “, ktera vyvolala zna¢ny rozruch na matematické pud¢. Predstavme
si, jak musel byt v jeho letech nadany, nebot’ i pies to, ze prerusil studium kvli valce, aby mohl
bojovat za svou vlast, dokazal napsat dvousetstrankovou matematickou publikaci. Ve valce byl
zranén a disledkem téchto zranéni byla ztrata nosu (obr. 6). Jeho praci se pozdéji v 70. letech
20. stoleti zabyval Benoit Mandelbrot, ktery se inspiroval pravé touto publikaci

o podivnych mnozinach v komplexni roving. [2]

Obrazek ¢. 6 a &. 7: Gaston Julia
Zdroj 6 [10] Zdroj 7 [11]

Zobrazeni Juliovych mnozin bylo nemozné do té doby, nez pfiSel rozvoj IT. Toho vyuzil
pravé Mandelbrot, a tak objevil, Ze Juliovy mnoziny jsou pravé dobrym zdrojem fraktalu.

Zpusob konstrukce je popsan v knize Fraktalni geometrie principy a aplikace:

Ke konstrukci techto mnozin se pouzivaji iterace polynomii, jak to ukazuje napv. nasledujici

vztah:
x—x2+c— (X2 +c)+c— (x2+)2+c)2+cr— - (3)

Tato iteracni posloupnost mize mit dve vlastnosti v zavislosti na velikosti startovni hodnoty

komplexni proménné x (pro pevné ¢ € C):

- Posloupnost je neohranicena — prekroc¢i hranici jakéhokoliv kruhu umisténého okolo

startovniho bodu (mnoZina ,,utecencii*)

- Posloupnost je ohranicena — existuje kruh umistény okolo startovniho bodu, jehoz

hranici posloupnost nikdy neprekroci (mnozZina ,,véziii )
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Mnoziny hodnot obou typii proménnych jsou komplementarni a hranice mezi nimi je Juliova
mnozina. Tato mnozina jiz nepatri do tridy ,,sobépodobnych*, ale do tridy autofinnich fraktalii

diky tomu, Ze je vytvorena nelinedrnimi transformacemi. [2]

1.6 Fraktalista

Jiz z ndzvu podkapitoly by mnoha ctenaiim pravdépodobné bylo jasné, koho se tyka. Benoit
B. Mandelbrot byl velmi znamym matematikem 20. a 21. stoleti, nebot’ pravé on je povazovan
za otce fraktalni geometrie a vlastné samotného slova fraktal. Jak popisuje ve své knize
,Fraktalista, rebelem ve veédé“, pii psani své prace nevédél, jak nazvat takové objekty,
a tak si pujcil syniv latinsky slovnik a nasel slovo fractus, neboli zlomeny. [12] To se mu
natolik zalibilo, ze jej pouzil ve své nejznaméjsi praci ,, The fractal Geometry of Nature* v roce
1982. Zde se poprvé objevuje mnozina, jez méa nadherné tvary a také nese autorovo jméno —

Mandelbrotova mnozina. [2]

Mandelbrot se narodil v roce 1924 v Polsku. V jeho 12ti letech se ptestéhovali s celou
rodinou do Pafize, kde navstévoval lyceum. Vzhledem k jeho zidovskému plivodu byl nucen
s rodinou opét emigrovat, a to do Irska. Po osvobozeni Pafize se vratil a pfihlasil se do Ecole
Normale Supérieure a Ecole Polytechnique. I pfes vSechny potize a prerusovanému studiu se
dokazal sam ,ucit“, coz poukazovalo na jeho nadani. Obzvlast v geometrii, kde vid¢l

souvislosti i bez hlubokych matematickych znalosti. [2]

Obriazek €. 8: Benoit B. Mandelbrot
Zdroj: [13]
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Po uaspésném vystudovani v Pafizi obdrzel stipendium, a tedy moznost studovat ve
Spojenych statech americkych. V USA studoval dva roky prestizni skolu Caltech, kterou mtize
¢tenat znat ze slavného seridlu Teorie velkého tresku. Jeho zajimava kariéra pokracuje
u spolecnosti IBM, kde ptisobil ve vyzkumném centru. Zde mél ptilezitost vyuzivat pro svou
praci vykonnéjsi vypocetni techniku. Je zndmo, ze studoval fluktuace cen baviny na trhu.
Pozoroval, ze Casova fada, byt’ s riznym vzorkovanim, vykazuje sobé podobné tvary. Napftiklad
Casova fada s mésicni periodou byla velmi podobné ¢asové tfade s dennim vzorkovanim. Tato
skutecnost ho vedla k dalSimu studiu takovych sobépodobnosti. Podobné chovani zjistil ve
svych  studiich 1 Harold Hurst, ktery studoval fluktuaci hladiny Nilu.

O Hurstoveé exponentu je dale pojednano ve druhé kapitole. [2]

Mandelbrotova publikace byla ovlivnéna mnoha autory, napt. L. F. Richardson poukazal na
rozdily mezi naméfenou délkou hranic statd. Jak je mozZné, Ze byly naméteny dvé rozdilné
hodnoty? Odpovédi miize byt zvolené méfitko. Cim vice se pfiblizujeme, tim je délka hranic
vétsi. Takové poznatky a mnohem vice publikoval ve své dalsi knize, kterou nazval Manifest
a soubor kazuistik. [2] Mandelbrot byl ocenén, a to pravem, velkym mnozstvim titull
a akademickych cen. Pravé diky nému a jeho zajimavé nové geometrii vznikla i tato prace

a véfim, ze mnoho dalSich autori je a bude inspirovéano jeho dilem.

Mandelbrot je casto popisovan jako otec fraktalni geometrie. Ackoliv nékteri lidé tvrdi, zZe
fraktaly a jejich charakteristické viastnosti byly v minulosti popsany v klasické matematice
a matematiky té doby jako jsou napriklad Georg Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert, Helge
von Koch, Waclaw Sierpinksi, Gaston Julia, Felix Hausdorff a mnoho dalsich.
Je pravdou, Ze nékteré vytvory téchto matematikii hraly klicovou roli v Mandelbrotové konceptu
nové geometrie. Soucasné je ale také pravda, Ze tito autori nepremysleli o svych vytvorech jako
o krocich  vedoucich  knové  perspektive  nebo  nové  geometrii  prirody.
Az Mandelbrot poukdzal na to, Ze tyto matematické fraktdily maji ve skutecnosti mnoho

spolecného s tvary, které miizeme nalézt v prirode. [1]
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Obrazek ¢. 9: Mandelbrotova mnoZina

Zdroj [14]

Mandelbrotova mnozina je mnozinou komplexnich bodii ¢ v komplexni roving, pro které je

rekurentn¢ zadana posloupnost

Zy=0adale Z,,, = Z2 +c, (4)
omezena.

Mandelbrotova mnozina je zobrazena na obrazku ¢. 9, kde barevné odstiny oznacuji rychlost

divergence posloupnosti. Cerna barva znézoriiuje body, pro které posloupnost konverguje. [15]
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2 FRAKTAL, FRAKTALNi GEOMETRIE

V této kapitole bude popsan fraktal, resp. fraktalni geometrie. Zavedeme nékteré pojmy, se
kterymi budeme dale pracovat. Jsou zde vysvétleny vlastnosti fraktali a smysl fraktalni
geometrie. Jednou z hlavnich vlastnosti geometrickych fraktalti je sobépodobnost, kterou je
tieba charakterizovat. V posledni podkapitole je uvedena R/S analyza, ktera slouzi k odhadu

Hurstova exponentu. Déle je vyjadien vztah Hurstova exponentu k fraktalni dimenzi.

V prvni kapitole jsme se dozvédéli, ze fraktal 1ze zhruba charakterizovat jako nekone¢né

Clenity utvar. K vysvétleni slova fraktal bude potieba charakterizovat nékolik zékladnich pojmd.

N 4

2.1 Geometricky hladky a nekone¢né ¢lenity utvar

Jiz eukleidovska geometrie charakterizuje bézné, zakladni tvary, resp. télesa, ktera umime
dokonale popsat. Maji urcité vlastnosti (délka, vyska, hloubka, objem, obsah atd.), pro které
jsou zavedeny vztahy a diky nimz si dokdZeme ptedstavit téleso a nezédlezi na zvoleném
meéftitku. | v pfipad€ rliznych méfitek jsou tvar, plocha, objem atd. vzdy stejné. Jak jsem jiz
Vv prvni kapitole predeslal, dimenze téchto geometrickych utvart je 1 v piipad¢ pirimky/usecky,
2 v piipad¢ télesa s plochou a 3 v piipadé télesa, u které lze definovat objem. Dimenze
vyjadiuje pocet ,,Cisel” nutnych k ur€eni jejich polohy. V piipadé pfimky nam tedy staci jedno
¢islo, v pripade¢ télesa s plochou napt. kosodélnik 2 ¢isla a u takového valce musime hledat ¢isla
3. [2]

Hovotime tedy o dimenzich, a tak tusecku bychom dokazali nalézt v jednorozmérném
prostoru a takovy valec v tfirozmérném prostoru. VSem ttvarim lze tedy piifadit celo¢iselnou
dimenzi, resp. topologickou dimenzi. Na takovych tutvarech nenalezneme nerovnost nebo
hrubost a hovofime tedy o geometricky hladkych utvarech. MizZeme o nich tvrdit, Ze jsou
dokonalé¢, ale ne nekone¢né €lenité, nebot’ jsou piesné vymezeny a popsany. OvSem v piirodé
nalezneme tutvary, které rozhodné nejsou bez hrubosti, nejsou dokonale hladké a jsou velmi
¢lenité. Jaky povrch mé takovy kvétdk nebo mozek? Jaky objem maji plice? Lze n¢jakym
Cislem popsat jak slozita, popt. hrubd tato ,télesa* jsou? Na tyto otazky dokézal odpovedét

Vv predchozi kapitole zminény Benoit Mandelbrot. [2]

Z predchozich odstavci jsme se tedy dozveédéli, ze pro ,,dokonald® télesa mame jasné dané
dimenze. Ale existuje dimenze, ktera by dokazala popisovat hrubost nedokonalych objekta?
L. F. Richardson byl anglicky matematik, ktery se zabyval vztahem mezi pravdépodobnosti
toho, Ze dvé sousedici zemé ptijdou do otevieného konfliktu, tedy do valky a délkou jejich

spolecné hranice. Béhem tohoto vyzkumu si povs§iml, Ze rizné publikace uvadi rtizné délky
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spolecnych hranic. Nejednalo se pouze o drobné nesrovnalosti, ale tfeba i o desitky kilometrt.
Jak je mozné, Ze odborné publikace uvadéji rizné délky s velkym rozdilem? A praveé
Richardson byl prvni, kdo poukazal na zavislost pouzitého métitka a namétené délky. Pobiezi
nebo napiiklad hranice nejsou nikdy dokonale rovnou carou na map¢ (mozna u nékterych

africkych zemi, ale touto skute¢nosti nebudeme tuto problematiku komplikovat).
Tento anglicky matematik také odvodil empiricky vztah:

K =CeP (5)
kde > 0 je délka pouzitého méridla, C je konstanta umérnosti a K = K(g) = N(¢).
€ je celkova délka aproximace pobrezi, kde N(¢) je nutny pocet krokii. Délka aproximace se
ukazala byt zavisla na konstanté D, jejiz vyznam si Richardson nedokdzal vysvetlit.
[2]

A pro¢ prave Benoit Mandelbrot dokézal tuto konstantu vysvétlit? Protoze o nékolik let
pozdéji zjistil souvislost mezi konstantou ,,D* a Hausdorffovou dimenzi, ktera je popsana
Vv nasledujici podkapitole a také vyuzil rozvoj vypocetni technologie, jinymi slovy Mandelbrot
zil ve spravné dobé a pracoval na spravném misté, nebot’ pravé spolecCnost IBM, ve které
pracoval, stoji za ¢asti technologického rozkvétu ve 20. stoleti. Nyni vime, Ze linie pobftezi ¢i
hranice jsou utvary, které maji podobné vlastnosti a pti zmén¢ meéftitka lze nalézt dalsi a dalsi

strukturu. [2]

2.2 Hausdorffova mira a dimenze

Jak jiz bylo zminéno v ¢asti 1.4, Hausdorff ve svém ¢lanku z roku 1918 publikoval miry
a dimenze, které ptipousti necelo¢iselné dimenze a jsou vhodné pro popis fraktalnich atvart.
Pokud chceme porozumét fraktalim, je tfeba nejprve pochopit Hausdorffovu miru

a dimenzi, ktera bude vyuzita v praktické ¢asti této prace.

Je-li U neprazdna podmnozina n-dimenziondlniho eukleidovského prostoru R™, pak priimér
U je definovany jako |U| = sup{|x — y|:x,y € U}, tj. supremum vzddlenosti vSech parii bodii
v U. Pokud {Ui} je spocetny (nebo konecny) systém mnoZin priiméru nejvyse 8, které pokryvaji
F,tzn. F c UZ,U; s 0 < |U;| < 6 pro kazdé i, miizeme Fici, ze {Ui} je §-pokryti F. [17]

Predpokladdame, Ze F je podmnozZina R™ a Sje nezdporné cislo. Pro jakékoliv § > 0

definujeme:

H3(F) = inf {32, [Ui]*: (U} je & — pokryti F} ©)
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Tim pddem se divaime na mnoZiny pokryvajici F jako na mnoZiny priméru nejvyse 8§
a hleddame infimum souctu s-tych mocnin jejich prameéri. S klesajicim & je trida pripustnosti
pokryvajici F ve vzorci redukovana. Proto Hg(F) roste; jeho limitu pro &6 — 0.

Oznacime:
H3(F) = lim H3(F) (7

Tato limita existuje pro jakoukoliv podmnozZinu F redalnych cisel, ackoli jeji hodnota miize
byt (a obvykle je) 0 nebo . Nazyvame H*(F) S-dimenziondlni Hausdorffovou mirou F.
[17]

Pokud se podivame na vztah 6, je jasné, Ze pro jakoukoliv mnozinu F ¢ R™ a § < 1, Hy(F) je
nerostouci vzhledem na ,,s “, takze stejné tak vztah 7 H® (F) je nerostouci. Ve skutecnosti, pokud

t>s a {Ui} je §-pokryti F dostaneme:
SlUF <TilU 1575 |Uy)1° < 6 XU 1° (8)

Takze infimum H§(F)* < §*"SH3(F). Pokud § — 0,vidime Ze kdyZ H*(F) < oo pak H'(F) =
0 pro t > s. Pokud bychom polozili na osu 'y hodnotu H*(F) a na osu x ,,s *, videli bychom jak
H3(F) ,,odskoc¢i* z nekonecna na hodnotu 0. Tato kriticka hodnota se nazyvia Hausdorffovou

dimenzi F, a znaci se dimyF, ktera je definovana pro jakoukoliv mnozZinu F c R™. [17]

Vratme se na chvili k problematice pobfezi a méfeni jeho délky. Jak jsem popsal
Vv piedchozi ¢asti této prace, useCka ma dimenzi (topologickou) rovnou jedné. Pfiblizovani se
k této usecce, resp. ménénim méfitka se jeji délka nezvétSuje, je stale stejna. Pokud se ale
budeme pfiblizovat k pobiezi, délka zacne nartistat. A pokud zvétSujeme métitko vic a vic,
delka pobtezi se zvétSuje. Pokud porovndme piimku s pobfezim zjistime, Ze pobiezi neni jako
ptimka, kterd mé jednorozmérnou dimenzi. Na druhou stranu pobfezi neni ani plocha, prostor
vypliiyje trochu jinym zplsobem. Je tedy ziejmé, Ze dimenze pobiezi nebude celociselna, ale

pohybuje se neostfe mezi jedni¢kou a dvojkou. Takovou dimenzi nazyvame fraktalni. [2]

Ackoliv Hausdorffova mira a dimenze byly vskutku velkym objevem, prace méla minimalné
ohlasti. Az po deseti letech rusky matematik Abram Samojlovi¢ Bezikovi¢ zminil tuto praci ve
svych ¢lancich. A pravé diky nému se Hausdorffova dimenze dockala ohlasu. Mandelbrot ve
své praci navrhl oznaceni Hausdorffova-Bezikovicova dimenze. Tento pojem se ovSem

neuchytil. [16]
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2.3 Fraktalni dimenze

Z ptedchozich ¢asti vime, Ze fraktal je nekonecné ¢lenity utvar, jenz neni pouze vyplodem
fantazie matematikt, ale i existujicimi utvary Vv pfirod¢, jez vykazuji podobné znaky jako
fraktalni objekty popisované v matematice. A pravé Hausdorffova neceloCiselnd dimenze
konec¢né dokazala vyjadrit Cislem jejich hrubost, komplikovanost. Poté co Mandelbrot tyto
utvary oznacil slovem fraktél, nazyvame Hausdorffovu dimennzi také fraktalni dimenzi. Pravé
diky této dimenzi byl schopen Mandelbrot popsat fraktaly, nebot’ z definice fraktalu vime, ze
topologicka dimenze fraktalu je obvykle nizsi nez dimenze fraktalni. Nicmén¢ byly nutné dalsi

upravy pro zjednoduseni a zrychleni vypoctu této dimenze. [16]

Fraktalni dimenze zaujala spoustu znamych matematiki a pfivedla tak na svét nékolik
definic, které zde budou uvedeny. Francouzsky matematik Georges Bouligand, ktery
vystudoval stejnou francouzskou skolu jako Gaston Julia, definoval necelociselnou dimenzi.

Vyuzil pfi tom Minkowského definici miry mnoziny A ¢ R3. [16]

Jestlize pro A € R™ md pomer V(A,)/r™° koneénou limitu pro r = 0%, pak povazujeme

mnozinu A za s-dimenziondlni. [16]

Definice: Je-li A ¢ R™, pak

. _ R logV(Ay)
dimgA=n rlﬁfﬁ ogr " 9

Tento vysledek byl publikovan v roce 1925. Jednalo se o stru¢nou studii, kterou zaslal
pafizské Akademii, nebot’ se obaval o prvenstvi tohoto objevu. Diky vyuziti mySlenky
Minkowského se zacalo pouzivat oznafeni Minkowského-Bouligandova dimenze. Tato
dimenze se oznacuje jako box-counting dimension a v Ceské literatufe se jednotny pielozeny

nazev neujal. [16]

Analogicky tak Ize definovat

. . log N.(4)
dimgA = n — lim =42
r—o0 -—logr

(10)

kde N,.(A) je pocet ctvercii (krychli) se stranou r, které maji s mnozinou A neprazdny prinik.
Minkowského-Bouligandova dimenze ma proto znacny prakticky vyznam, nebot uvedeny postup

a tento vzorec lze dobre pouzit pro odhad dimenze napr. i v pripadé experimentdlné zjistenych

dat. [16]
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Ackoliv jsou definice fraktalni dimenze dosti podobné, nelze obecné tvrdit, ze nabyvaji stejnych
hodnot pro vSechny mnoziny. V knize ,,O pojeti kiivky* uvadi autor, ze na intervalu
[0, 1] nabyvaji dimenze rtznych hodnot. Pokud jsme v oboru racionalnich ¢isel, je
Hausdorffova dimenze nulova a tzv. box-counting dimension je rovna jedné. [16] Zde se narazi

1 na pojem ,,sobépodobnost*, kterému se budeme vénovat v dalsi podkapitole.

Dalsi autofi podobnych definic jako je napf. Pontrjagin a SnireI’man zavedli pojem

metrického fadu kompaktniho metrického prostoru X.

Pojem necelociselné dimenze zaloZeny na stejnych ¢i podobnych uvahéch se pod riznymi
nazvy objevoval v pracich dalSich autorti. Jind formulace pochazi od Lva Semjonovice

Pontrjagina (1908-1988) a Lva Genrichovi¢e Snirel’mana (1905-1938). [16]

Zavedeme pokryti X konecnym systémem uzavienych mnozin s primérem nejvyse e.
Nejmensi pocet takovych mnoZin nutny k pokryti X oznacime Ne(X). Jedna se o funkci rostouci

nade vsechny meze pro € - 0% a zdvisejici ziejmé na metrice X.

K definovani metrického radu je pouzita Skdala mocninnych funkci t* a metricky rad

k prostoru X je pak definovan jako rez v mnoziné vSech a. Lze jej vyjadrit rovnosti:

q: _logNg(X)
ko= él_?)TOl Sup( log e ) (11)

Metricky 7ad neni topologicky invariantni charakteristikou X. Autori nicméné odkazuji na
vetu, ktera ukazuje na prekvapivou souvislost mezi metrickymi viastnostmi daného prostoru
a jeho topologickou dimenzi. Nejmensi z metrickych radit k pro vSechny metriky kompaktniho

prostoru X je roven jeho topologické dimenzi. [16]

Existuji rozdily mezi Hausdorffovou a Minkowského-Bouligandovou dimenzi
a metrickym fadem Pontrjagin a Snirel’mana. Pokud by mél étenat zajem o prozkoumani t&chto
rozdilti, doporucuji piecist knihu ,,O pojeti kiivky“, ze které je v této podkapitole Casto

citovano.

Nyni Ize vypocitat necelo¢iselnou dimenzi riznych utvarti. Jak z predchozich ¢asti uz vime,
fraktal definujeme tak, ze jeho topologicka dimenze je obvykle mensi nez dimenze fraktalni.
Také vime, ze kdyz ménime méfitko objektl, které nejsou fraktaly, tak se jejich délka, plocha
¢1 objem neméni a zistava stale stejny. U fraktalnich objekti je tato vlastnost jind, tedy jejich
délka, povrch ¢i objem se s pfiblizujicim méfitkem neustale zvétSuje az do nekonecna. Této

vlastnosti se obecné fika Richardsontv efekt. [2]
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2.4 Sobépodobnost

Jiz na zacatku prace jsme se seznamili S pojmem sobépodobnost, nebot’ tato vlastnost je ve
svete fraktali ta nejznaméjsi. Tedy ¢ast zkoumaného ttvaru pii ptiblizeni (zmén¢ méfitka)
vypadala stejné jako cely utvar. Jak tedy definovat sobépodobnost matematicky?

John Hutchinson vénoval sobépodobnosti rozsahlé pojednéani a vychazel z predchozi

definice sobépodobnosti, ze pti zméne métitka se ¢ast podoba celku.

Definuje sobépodobnou podmnozinu W n-rozmérného eukleidovského prostoru R™ tak, Ze

existuje konecné mnoho kontraktivnich, prip. i afinnich zobrazent:

Wi, Wy, o, Wy, ¢ R® > R" (12)
takovych, ze plati:

W = U, w,(W) (13)
pricemz pro libovolna i # j obsahuje prunik:

w; (W) nw;(W) (14)
Jen konecny pocet prvkii (nebo je prazdny). V prostoru R" je zobrazenimi definovan operdtor

wX) =U% w;(X),X € R" (15)

ktery se nazyva Hutchinsoniiv operdtor. Podle (18) je sobépodobnd mnozina W pevnym
bodem prislusného Hutchinsonova operatoru. Tato mnoZina se také nazyva atraktor

operatoru w a musi mit nutné fraktalni strukturu (mimo zcela trividalnich pripadii). [2]

PGvodni Mandelbrotovu definici fraktalu ,,Fraktalem je objekt jehoz dimenze topologicka
je nizsi nez dimenze fraktalni“ nelze uplatnit obecné. Cést fraktalu nemusi mit stejnou

dimenzi jako jeho celek. Pokud chceme obecné popsat fraktaly, vyuzijeme tyto vlastnosti:

- Vv kazdé urovni piiblizeni nebo oddéaleni ma své detaily

jsou bud’ pfesné nebo statisticky sobépodobné

fraktalni dimenze je vEtsi nez dimenze topologicka

nekteré Ize popsat pomoci iteraci jednoduchého pravidla, popft. algoritmu

Nyni je nutné definovat pfesnou a statistickou sobépodobnost.[2]
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Fraktaly 1ze neformalné popsat jejich charakteristickymi vlastnostmi:

maji detaily na kazdé tirovni

Jsou (ptesné, pfiblizné, statisticky) sobépodobné

jejich fraktalni dimenze je (ostie) vEtsi nez topologicka dimenze

nékdy jsou popsatelné pomoci jednoduchych algoritma

Rozlisujeme tedy sobépodobnost presnou a statistickou. Pfesnou sobépodobnost
nalezneme ve fraktalech, jimiz jsme se zabyvali v prvni kapitole. Jedna se o dobie popsany
deterministicky systém, kde dochazi k pfesnému opakovani jednoduchého pravidla (napf.
Kochova ktivka nebo Sierpinského trojuhelnik). Tyto fraktaly nezavisi na pravdépodobnosti

a jejich chovani je tedy deterministické. Opakuji se zde totozné motivy a nenalezneme v nich
odchylku. [2]

Naproti tomu statisticka sobépodobnost je definovana stochastickym systémem a jeho
podoba zavisi na n&jaké pravdépodobnosti. Takové fraktaly nalezneme nejcastéji v ptirodé.
Na jejich vlastnosti ma tedy vliv pravdépodobnost neboli nahoda. Pi generovani takového
fraktalu nalezneme pouze urcité sobépodobné statistické charakteristiky. Tato zvlaStnost se
prave objevuje u financnich ¢asovych fad, kde generovani dalSiho prvku je ndhodné. Takové
sobépodobné vlastnosti nalezl Benoit Mandelbrot pii studiu vyvoje ceny bavlny. U kiivek

s riznym vzorkovanim (den, tyden, mésic apod.) nalezl sobépodobné prvky. [2]

Zajimavym statisticky sobépodobnym fraktalem je tvar, ktery vznikl aplikaci ndhodné
prochazky. Tento prvek ma vzdy fraktalni dimenzi rovnou 1,5. Poznat statisticky nebo pfesné
sobépodobny fraktal byva Casto obtizné, nebot’ je mezi nimi tenkd hranice. V dalsi ¢asti se
pokusime odhadnout pomoci jednoho néstroje fraktalni dimenzi a interpretovat mozné

vysledky. Tento nastroj se pouziva piedevsim pii studiu chovani ¢asovych fad. [2]

2.5 R/S analyza v odhadu fraktalni dimenze

Tento nastroj jsem pouzil ve své bakalatské praci ,,Teorie chaosu a jeji aplikace
v ekonomickych modelech®, jenz prave uzce souvisi s fraktaly. V praci je na vlastnim piikladu
popsana cela analyza, kterd je jednim z jednodusSich zpisobi pro ziskani odhadu Hurstova
exponentu. Proto ji zde pfipominam, aby ctenaf pochopil souvislost. Je zndmo, Ze mezi

odhadnutym Hurstovym exponentem a fraktalni dimenzi existuje vztah (19).
Df=2-H (16)

kde Df je fraktalni dimenze a H je odhadnuty Hurstiv exponent.
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R/S analyza (z angl. ,,Rescaled Range Analysis / Statistic”) je statisticky nastroj pro
odhaleni dlouhodobé zavislosti v casovych radach a také poskytuje metodu pro odhad Hurstova
exponentu. Hurstitv exponent je velmi dobrym indikdatorem stavu nahodnosti ¢asové rady. R/S
analyza je jednoduchd a primocard, nicmené vyzaduje hodné pozorovani, tedy dlouhé casové
rady a spoustu vypoctii. Pouziva se zejména na kapitalovych trzich. Diky této analyze lze nalézt
fraktalni strukturu a neperiodické cykly. Zde je kratky priklad postupu pri odhadu Hurstova
exponentu pomoci R/S analyzy. [18]

Nejprve musime zjistit ,, Rescaled range* pro celou casovou radu. Vypocitame primér
hodnot a od kazdé skutecné hodnoty ho odecteme. Tim ziskame odchylky od priméru. Poté
vypocitame kumulativni hodnoty téchto odchylek. Z kumulativnich hodnot je nutné zjistit
rozsah, tzn. Ze najdeme nejvyssi hodnotu a hodnotu nejnizsi a odecteme je
(R= max(x) — min(x)). Nasledné z odchylek vypocitaime smérodatnou odchylku S. ,, Rescaled
range‘ ziskame tak, Ze vydeélime rozsah a smérodatnou odchylku neboli R/S (odtud R/S
analyza). Poté rozdélime radu na dva stejné velikeé klastry a opét zjistime R/S. Tentokrat to bude
prumérna hodnota R/S z obou klastrii. Nasledné proces zopakujeme alespon trikrat. Zde zalezi

na poctu pozorovani. Nyni zjistime logaritmy z R/S o zakladu 2 a také logaritmy z poctu

pozorovdni N o zdkladu 2. [18]

Ziskame napr. takovéto hodnoty uvedené v tabulce 1.

N = pocet pozorovani | R/Sav = priomér R/S Xi ; 10g2(N) Yi; log2(R/Sav)
1024 96.4451 10 6.5916
512 55.7367 9 5.8006
256 30.2581 8 4.9193
128 20.9820 7 4.3911
64 12.6513 6 3.6612
32 7.2883 5 2.8656
16 4.4608 4 2.1573
8 2.7399 3 1.4541

Tabulka & 1: R/S analyza
Zdroj: [18]
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Z hodnot Xi a Yi si vytvorime bodovy graf a proloZime jim linedrni trend. Pridame spojnici
trendu a zjistime jeji rovnici. Konstanta, kterd znaci sklon primky je Hurstitv exponent viz. graf

& 1. [18]

Odhad Hurstova exponentu

R e y=0,727% - 0,7456

Log:(R/S)

=

Logz(M)
Graf ¢ 1: Odhad Hurstova exponentu

Zdroj: [18]

Je tedy ziejmé, Ze odhad Hurstova exponentu je 0,727 a casova Fada ma pamétovy cyklus.

Znama interpretace Hurstova exponentu je uvedena v tabulce 2 [19]:

Odhad Hurstova exponentu: Chovani ¢asové rady:
>0,5 Perzistentni
=0,5 Ndahodna prochazka
<0,5 Antiperzistentni

Tabulka ¢ 2: Interpretace Hurstova exponentu
Zdroj: [18]

Casové fady, které maji hodnotu Hurstova exponentu = 0,5 funguji podobné jako nahodna
prochazka a tedy dalSi hodnoty nezavisi na hodnotach ptedchozich a jejich predikce je témér
nemozna. Pokud je ¢asova fada perzistentni, pak je pravdépodobné, Ze kratkodoby trend bude
posilen, resp. pokud byl trend &asové fady klesajici, pak bude i nadéle klesajici a naopak. Cim
bliZe je Hurstiiv exponent k jedné, tim silnéjsi tendence ,,opakovani* trendu bude. Casové fada

antiperzistentni ma tendenci opacnou, tedy pokud je kratkodoby trend rostouci, je
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pravdépodobny nasledujici pokles. Cim blize je hodnota Hurstova exponentu 0, tim vétsi

protiklad v chovani bychom pozorovali.

Fraktalni dimenzi odhadneme dle (19) a ¢im je vétsi fraktalni dimenze, tim vice prostoru
kiivka vypliuje a je obtiznéjsi jeji odhad. Pokud se fraktalni dimenze blizi jedné, predikce bude

jednoducha, nebot’ fraktalni dimenze rovna jedné je ptimkou.
Dy =2-10,727 = 1,273
Bylo by zajimavé sledovat, zda fraktdlni dimenze skuteCnych dat a fraktdlni dimenze
odhadnutych dat do budoucnosti by byla stejna nebo alespoit podobné. Jaké chovani kiivky

ocekavat? V praktické Casti se budeme zabyvat odhadem fraktalni dimenze pro Casové fady

typické v pojistovnictvi.
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3 FINANCNI CASOVE RADY

V této kapitole je pfiblizena problematika financnich ¢asovych fad. Jsou zde vysvétleny
jejich charakteristické rysy. V prvni ¢asti kapitoly jsem ¢erpal z knihy Finanéni ¢asové fady od
autorti Arlt a Arltova. Tito autofi jsou v Ceské republice znami pravé diky publikacim
tykajicich se problematiky cCasovych fad. Dalsi Cast této kapitoly se vénuje problematice
casovych fad v pojisténi. Cilem této kapitoly je poukdzat na skutecnost, Ze finan¢ni Casové fady

se vyskytuji také v pojistovnictvi, nejen na akciovych trzich.

3.1 Charakteristické vlastnosti finan¢nich ¢asovych rad

Casova fada je posloupnost sledovanych prvki sefazenych zpravidla od nejstarsich po
nejnovejsi. Ekonomickych finanénich ¢asovych fad existuje né€kolik druhd a jejich zakladni
¢lenéni je z hlediska Casového horizontu, a to na Casové fady dlouhodobé a kratkodobé.
Za dlouhodobé ¢asové fady oznacujeme ty, které sledujeme v roénim a del§im intervalu, naopak
kratkodobé ¢asové fady jsou ty, které jsou sledovany v kratSich intervalech, napt. mésic, tyden,
den apod. Mizeme tedy tvrdit, ze zalezi na jejich frekvenci vyskytu, resp. frekvenci méteni.
Pravé denni Casové fady jsou vysokofrekvenénimi. Takové fady jsou k vidéni na akciovych

trzich nebo také na kurzovych pomérech. [20]

v

Hlavni a nejpodstatnéjsi informaci finan¢nich trhii je cena (cena akcie, mény, dluhopisu).
Pokud jsou tyto ceny sefazeny z hlediska casu, hovoiime o finan¢nich casovych fadach.
Financni ¢asové fady maji své charakteristické vlastnosti, které vychazi z podminek finan¢nich
trhl, na kterych jsou generovany. Vysokofrekvencni casové fady maji svou systematickou
slozku, ale také  nesystematickou, diky ¢emuz se projevuje  vysoka
a proménliva variabilita. Za systematické prvky mizeme povazovat trendovou, cyklickou
a sezOnni slozku, ackoliv pravé posledni zminé€né neni tak vyznamna u financnich ¢asovych

fad. [20]

Zakladni a primarni hypotézou o chovani financniho trhu je hypotéza efektivniho trhu. Jeji
prvni formulace se objevily v prvni poloviné 20. stoleti. V pozdéjsich pracich z druhé poloviny
20. stoleti byla tato hypotéza dale upresiiovana. Lze ji strucné formulovat takto:
Za predpokladu, zZe ceny plne zahrnuji ocekavani a informace vSech ucastnikit trhu, jsou jejich
zmeény nepredikovatelné. Pojem efektivnosti je Vv dalsich definicich jesté upresnén podle

specifikace pojmu informace. [20]

Jakmile v zivot¢ narazime na investovani, jsou informace o budoucim vyvoji

nejpodstatnéjsim kritériem pii rozhodovani. Jak tedy odhadnout chovani kiivky na trhu, pokud
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jsou zmeény nepredikovatelné? Model, ktery jako prvni alespont ¢astecné poskytoval tuto
informaci, je martingal. Rozvoj nastal az snovéjsi védou, kterd nese nazev teorie
pravdépodobnosti. Sdm jsem absolvoval pfedmét Teorie pravdépodobnosti a byl jsem ohromen
moznostmi této védy. Pfedpokladem martingalu je linearni nezavislost pozorovani v ¢ase. Tedy
neexistuje korelace mezi jednotlivymi pozorovanimi ve vSech ¢asovych posunech. Dalsi
vlastnost, kterou martingal ptedstavuje, je, Ze z hlediska pravdépodobnosti mé nejvétsi vliv na
zittejsi cenu cena dnesni. Tedy ¢im dale se do historie divame, tim mensi vliv tyto ceny maji

na predikci ceny zitiejsi. [20]

Predstavime-li si casovou radu cen aktiva jako realizaci stochastického procesu (Pt), tj.

radou nahodnych velicin usporadanych v case, potom lze martingal vyjadrit jako
E[Peyq|P, Py, ] = Py 17)
nebo jako
E[Ptyq — Pe|Py Prey, .. ] =0 (18)
kde E(.].) je podminénd stredni hodnota. [20]

Pokud se podivame na ¢asovou fadu jakékoliv akcie, vidime Ze zmény nejsou konstantni.
To také poukazuje na nezéavislost pozorovani. Nyni pouzivame sofistikovanéj$i modely pro
predikci, nebot’ se uvazuje analyza rozptylu a také nejpodstatnéjsi ¢ast investice a tou je riziko.

Nemuzeme tedy tvrdit, ze martingal je spolehlivym modelem.

Martingal miZeme interpretovat tak, ze nasledujici stav je roven souctu stavu nynéjSiho
a prirGstku martingalu, nebo diference. Je to jakasi odchylka od pfedchozi ceny, kterou nelze
predem urcit. Tato definice je podobna Brownovu pohybu, kde pfirtistek je procesem bilého
Sumu. Problémem je zde rozdéleni ndhodného procesu. Pifedpokladem je stejné rozdéleni,
nulova stiedni hodnota a konstantni rozptyl. Casto se pouzivad normalni rozdé&leni, avsak
problémem je, ze relativni vynos, resp. ztrata akcie miize byt minimalné roven -1. Cena akcie
muze byt vV nejhor§im ptipadé rovna nule. Stejné tak v pojistovnictvi, kde pojistna plnéni
nemohou nabyvat zépornych hodnot. V nejlepsim ptipad¢ (pro pojistovnu) jsou pojistna plnéni

rovna nule.

Hleddme tedy rozdéleni, které nemuze nabyvat zdpornych hodnot a tim rozd¢lenim je
lognormalni rozdéleni. Timto rozdélenim lze aproximovat normalni rozdéleni a logaritmus

jednotkového ptirtistku mé tedy normalni rozdéleni.
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3.2 Predpoklad normality a linearity

Jednim ze zakladnich predpokladii, ze kterého se v teoretickych a empirickych pracich
zabyvajicich se financnimi casovymi radami casto vychazi, je, Ze logaritmy vynosu maji
normdlni rozdéleni s konstantni stiedni hodnotou p a konstantnim rozptylem o2, tj. predpoklad
1e~N(u,02). Toto rozdéleni je charakteristické tim, Ze je symetrické, takze jeho Sikmost

definovana vztahem
(re—w)®
SK, = E [fa—g] (19)
Je rovna nule. Jeho Spicatost definovana vztahem

K.=E [M] (20)

Or
Bodovym odhadem Sikmosti je vybérova charakteristika

o —_M3
SK, =37, = (21)

s

kde

_ 1 1 _
r= ;2Z=1 e A4Sy = \/;ZZ=1(7} —7)? (22)

Spicatost je odhadnuta vybérovou charakteristikou

o —_\4
K, = 120, 75 [20] (23)

T

Pokud bychom aplikovali tyto odhady na redlnd data akciovych indexii nebo tfeba kurzu
Eura ke korun¢, mohli bychom vysledovat, Ze skute¢né rozdéleni logaritm@ napt. dennich,
tydennich a ¢trnactidennich vynost by bylo Spicatéjsi nez rozdéleni normalni, takze nizké

kladné a zaporné vynosy se objevuji Castéji, nez predpoklada normalni rozdéleni. [20]

Vlastnosti, které jsou zde uvedené, nejsou v matematice novinkou. Samoziejmé vznikla
snaha o nalezeni nejvhodnéjSiho rozdéleni, které by dokdzalo odrazet vlastnosti dat. Ovsem
kazdé rozdéleni ma své uskali. Nékde je problémem Spicatost, jako napf. u normdlniho
rozdéleni, které Spatné zachycuje tuto vlastnost. Jina rozd€leni tuto charakteristiku modeluji
1épe. Problémem je také ,,tloustka™ koncti rozdéleni Cetnosti u finan¢nich casovych fad. Dalsi
obtizné skute¢nost normalniho rozdéleni je konvergence rozptylu s rostoucim casem. Nékteti
analytici jsou odptirci myslenky stabilniho rozdéleni a snazi se prokazat, ze tato rozdéleni
Vv redlné situaci na financnich trzich maji konvergujici rozptyl a logaritmy vynost se pfiblizuji

k normalnimu rozdéleni. [20]

34



Nyni zndme spoustu dalSich rozd¢€leni. Popularni je naptiklad studentovo rozdéleni t nebo
tzv. smisené rozd¢€leni. Na testovani normality nebo linearity existuji dnes spolehlivé testovaci
metody. AvSak nalézt data, kterd tyto podminky spliiuji, neni viibec jednoduché. Dalsi
vlastnosti, ktera se ¢asto zkouma, je tzv. autokorelace. Ve skute¢nosti se objevuji data, ktera

maji logaritmické miry vynosu korelované. [20]

V této praci nejsou dale popsany statistické metody, ackoliv v praktické ¢asti budou data
popséna. Zde je uveden pouze kratky vycet problémi, na které financni analytici nardzi.
Smyslem této prace je pokusit se ptidat dalsi charakteristiku na jednu z nejpodstatnéjSich casti

ekonomiky a tou je pojistovnictvi.

3.3 Casové Fady v pojistovnictvi

vvvvvv

Pojistovnictvi je jednou znejdilezitéjSich oblasti hospodafeni statu. ZajiStuje
bezporuchovy chod ekonomiky a také chrani fyzické ¢i pravnické osoby. Jeho princip je
zalozeny na solidarité, tedy pojisténi plati pojistné, aby t€ém pojisténym, u kterych nastane

pojistna udélost, bylo vyplaceno pojistné plnéni. Dale jsou pojistovny dobrym zdrojem zisku.

Pti studiu pojistovnictvi nalezneme spoustu Casovych fad, které maji nahodily charakter
ajejich pfedpovéd je s jistou mirou pravdépodobnosti obtizny tkol. Pokud nahlizime pohledem
pojistovny, je pro nas podstatné znat rizika, za ktera ru¢ime a pfi jejichz naplnéni jsme nuceni

vyplatit pojistné plnéni. Odhad téchto plnéni je pfedmétem pojistné matematiky.

Kazdé pojisténi je zaloZené na principu pravdépodobnosti, Ze dané riziko nastane. Zakladni
klasifikace pojisténi je rozdéleni na Zivotni a neZivotni pojisténi. Zivotni poji§téni zahrnuje
pojisténi pro piipad smrti, doziti nebo jejich kombinaci, tedy smiSené pojisSténi. Nezivotni
pojisténi obsahuje vEétsi mnozstvi druhil, zde uvedeme napt. pojisténi odpoveédnosti, majetkoveé
pojisténi nebo urazové pojisténi. U vSech typt pojisténi 1ze odhadnout pravdépodobnost nastani
takové situace. Na zaklad¢ téchto vypoctl je stanoveno pojistné (Castka, kterou pojistnik plati
za pojisténi pojistovne).

V Zivotnim pojiSténi se vyuziva tzv. imrtnostnich tabulek. V téchto tabulkach nalezneme
sloupec s vékem jedince X a pravdépodobnost umrti ve véku x znacena q(x). Dalsi sloupce 1ze
jednoduse vypocitat. Dalsim sloupcem je tzv. dekrementni fad, ve kterém je stanoveny pocet
obyvatel na 100 000, na kterych se modeluje timrtnost a znaci se I(x). Na to navazuje pocet
zemielych d(x), ktery lze vypocitat vztahem d(x) = q(x)*I1(x). Pak uz je jednoduché dopoditat
sloupec I(x), kde 1(x+1)=I(x)-d(x). Pravdépodobnost p(x) doziti véku X+1 se vypocita vztahem
p(x)=q(x)-1. Nasleduji komutacni ¢isla nultého fadu Dx a Cx. Zde je nutné znat technickou

urokovou miru, kterd pfedstavuje zhodnoceni rezervy narokované klientem. Jedna se o tzv.
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garantovanou technickou turokovou miru. Z toho lze odvodit diskontni faktor
v = 1/ (1+TUM). Nyni mame vse potiebné k vypodtu komutadnich &isel Dx = I(x) * v/ x
a Cx = d(x)*vA(x+1). Dalsi komutaéni ¢isla prvniho a druhého tadu je mozné odvodit pomoci
predchozich dvou vypoctl. Takto sestrojené tabulky se vyuzivaji pro odhad rezerv v Zivotnim
pojisténi. Zaroven z nich lze vypocitat pravdépodobnosti mortality riznych druht (napft. jaka

je pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku 30 let se dozije 35 let apod.)

V nezivotnim pojisténi se imrtnostnich tabulek logicky nemuze vyuzit, a tak se zde vyuziva

Skodnich tabulek jako ukazuje tabulka €. 3.

z(HH) | T, t, Y, b G:
0,1 Toa to1 Yo bo,1 Go,a
0,2 To,2 to,2 Yo,2 bo,2 Go,2
0,3 To3 to,3 Yo,3 bo,3 Go;3
0,4 Toa toa Yo,4 bo,a Go,a
0,5 Tos tos Yos bo,s Go,s
0,6 To,6 toe Yo,6 bo,6 Go,e
0,7 To,7 to,7 Yo,7 bo,7 Go,7
0,8 Tos tos Yos bo,s Go,s
0,9 Toe to Yoo bo,o Go,s

1 ' t i | b=l | Gi=qq

Soucet T 1 G1 - -

Tabulka & 3: Skodni tabulka

Zdroj: vlastni zpracovani

V této tabulce z predstavuje intervalovy skodni stupen (z=HH). Dale:

- T je pocet pojistnych udalosti v intervalovém Skodnim stupni z.
-t je relativni ¢etnost Skod (t; = TA/T).

- Y;je primérny $kodni stupent v daném intervalu (Y; = t; (z — 0,05)).

- b; je kumulativni relativni ¢etnost ve Skodnich intervalech, nejvyse vsak z

(b;=to1 +to2+ ... +1,).

- G;je pramérny skodni stupen v intervalu (0, z] (G = Yo1 + Yo2 + ... +Y;)
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- G je vazeny pramérny Skodni stupeni vSech $kod, coz je zpiesnény odhad $kodniho

stupné.

Tato tabulka plati pro homogenni portfolia pojisténi. Stanovuje se netto pojistné, coz by
mélo pokryvat primérna pojistna plnéni. Dale se stanovuje rizikové pojistné, kde figuruje
rizikova piirazka. Dulezitou soucasti je modelovani rizik pojistovny.

Témito zpisoby jsou odhadovany napf. vyse nettopojistného a rtizné pravdépodobnosti
pojistné udalosti. Pojistna udalost neni jedinym rizikem u pojistné smlouvy. Existuje mnoho
rizik, které uzce souvisi s pojistnym trhem. Jednim z takovych rizik je i storno pojistné smlouvy
ze strany Kklienta. Vyvoj stornovosti pojistnych smluv je sledovan odborem pojistné
matematiky, kde je tfeba ptredvidat budouci vyvoj tak, aby pojistovna byla schopna aktivni,

napt. marketingové obrany. Takové Casové fady budou pfedmétem analyzy ve ¢tvrté kapitole.
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4 ANALYZA STOREN POJISTNYCH SMLUV

V zéfi roku 2019 jsem nastoupil na pozici trainee projektového manazera v pojistovné
a ziskal jsem pfilezitost spolupracovat s odborem pojistné matematiky. Této spoluprace jsem
chtél vyuzit pii psani této diplomové prace, a tak jsem se zaméfil na vyuziti fraktalni analyzy
V oblasti pojisténi, nebot’ i zde jsou Casové fady nahodilého charakteru. Jednim z rizik je
stornovost pojistnych smluv ze strany klienta. Tato skutecnost nastava pomérné casto, nebot’
v dne$ni dobé€ je na trhu mnoho konkuren¢nich pojistoven, takze kvili ziskdni co nejvétsiho
poctu klienti dochéazi k zvyhodiiovani konkuren¢nich produkti a tim ,,pfelévani klientl mezi
pojistovnami. Vzhledem k povaze dat a jejich vyuzitelnosti napi. konkurenci, je nutné
nespecifikovat o jaké pojistné smlouvy se jedna, ¢i pocet pojistek sledované¢ho pojistného
kmene. V prvni ¢asti si priblizime problematiku storen pojistnych smluv. V dalsi casti
provedeme popisnou statistiku dat a ovéfeni nékterych zakladnich statistickych hypotéz.

V posledni ¢asti je odhadnuta fraktalni dimenze pomoci R/S analyzy.

4.1 Storno pojistnych smluv

Pojistné smlouvy mohou zaniknout nékolika zptsoby. Pojistna smlouva muze skoncit
uplynutim doby, ktera je pfesné stanovena v pojistné smlouvé. Je mozné nastavit v podminkach
pojistné  smlouvy, Zze  vpiipadé, kdy  klient/pojistnik  neprojevi  zajem
0 pokracovani pojistné smlouvy do nékolika tydnti pted jejim vyprSenim, pojistnd smlouva
zanikne (popf. naopak smlouva je automaticky prodlouzena). Dalsi ¢asty jev zaniku pojistné
smlouvy je nezaplaceni pojistného. Pojistovna zasila v takovém ptipadé upominku klientovi,
ktery od obdrzeni této upominky méa moznost do jednoho mésice doplatit pojistné. Pokud se tak
nestane, pojistnd smlouva zanika. Pojistnou smlouvu lze ukoncit také dohodou, kde musi byt
jasné stanoven cas zaniku a také zplsob vyrovnani zavazkl. V piipad¢€, ze pojistnik nebo
pojistitel uvede ve smlouvé, resp. pii sjednavani pojisténi nespravné nebo nepravdivé udaje, je
mozné od smlouvy odstoupit. Pokud takovou skute¢nost pojistnik nebo pojistitel zjisti, musi
odstoupit od smlouvy do dvou meésicti (pokud tak neucini, pravo zanikd). Pojisténi muize
zaniknout 1 zménou vlastnika movité ¢i nemovité véci. Ve smlouvée, resp. v podminkach miize
byt uvedeno i pokracovani pojisténi. Divody k zaniku pojistné smlouvy mohou byt i zanik
pojisténého rizika nebo pojisténé véci, smrt pojisténé fyzické osoby nebo zanik pravnické osoby

bez uréeného pravniho nastupce. [21]

Nejcastéjsim zptisobem je vypoveéd pojistné smlouvy. Tuto vypovéd’ musi klient dorucit
nejméné Sest tydnl pied uplynutim pojistného obdobi. To plati pravé pro bézné placené
pojistné. Pojistné obdobi byva ro¢ni lhita od data pocatku pojistné smlouvy. Pravé takové
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vypoveédi pojistnych smluv pojistovna sleduje, nebot’ zvySeny pocet stornovanych pojistnych

smluv vede k snizeni podilu na trhu a také k horsi stabilité pojistovny.

4.2 Popisna statistika dat

Data, ktera byla poskytnuta pojistovnou nejsou blize specifikovana tak, aby byla zachovana
urcita mira utajeni. Jedna se o Ctvrtletni sledovani stornovosti pojistnych smluv v zivotnim
pojisténi, které jsou bézn¢ placené a samostatné pak jednorazové placené.Prvnim krokem pii
analyze dat by mél byt jejich popis. K tomu slouZi popisna statistika. Je tfeba si uvédomit, jaka
data vlastn¢ analyzujeme. V této podkapitole jsou ukdzany grafy stornovosti pojistnych smluv
a také zakladni statistické ukazatele. Dale jsou zde provedeny nékteré analyzy a ovéfeni

nekolika hypotéz.

Nejprve se budeme zabyvat bézné placenym zivotnim pojiSténim. Na grafu €. 1 jsou

zobrazeny miry stornovosti ¢ty druh homogennich pojistek.

Stornované PS - bézné placené
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Graf ¢&. 2: Stornované PS — bézné placené

Zdroj [vilastni zpracovani]

Z grafu je patrné, Ze stornovost pojistnych smluv oznacenych jako S1BP se béhem pfiblizné
16ti let pohybuje v ur¢itém hrani¢nim pasmu. Lépe to pozname na statistickych hodnotach
maxima a minima. Naopak stornovost pojistnych smluv S2BP byla v poslednim kvartalu roku

2014 vetsi nez 50 %. Prave takovym vykyvim se musi odbor pojistné matematiky vénovat.
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Jisté existuji i vnéj$i ekonomické vlivy, které nelze ovlivnit, a tak stornovost nartsta. Nicméné
takova vychylend hodnota mtze byt zpisobena napt. poSkozenim reputace pojistovny nebo
»zaspanim* v konkuren¢nim boji. Pokud nastane klientim pfilezitost vyhodnéjsi spoluprace
S jinou pojistovnou (napf. niz§i cena produktu nebo Sirsi spektrum ,,pojistné ochrany®),
nevahaji ukoncit pojistnou smlouvu. Takovému chovani klienta se snazi pojistovna predejit.
Na tfeti casové fad¢ je od pocatku sledovani v roce 2007 zaznamenan nartist stornovani
pojistnych smluv az do roku 2010. Od té¢ doby zacina stornovost postupné klesat. Takové
chovani miize byt zplisobeno tim, ze klienti zjisti nevyhodné podminky nebo naleznou lepsi
konkurencni produkt. Doba, od které zacina stornovost klesat, mize byt pocatkem protiopatieni
pojistovny (napt. zvyseni kryti rizika nebo snizeni pojistného). Posledni casova fada S4BP ma
oproti ostatnim produktiim velmi nizkou miru stornovosti. To je mozna zptisobeno vhodnym
nastavenim pojistnych podminek nebo také vyhodnymi garancemi ze strany pojistovny, které

JiZ nenabizi a klienti tyto pojistky necht¢ji ukoncit.

Prvnim ukolem bude oc€isténi dat. Jelikoz sledujeme Ctvrtletni frekvenci a kazdy mésic je
ruzn¢ dlouhy, je tieba Casové fady ocistit. Na grafu €. 2 jsou o€isténa data. Vizuadlni zména je

minimalni, ale pro dals$i praci s daty je tento krok dilezity.

Stornované PS - bézné placené, ocisténna data
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Graf ¢&. 3: Stornované PS — béZné placené, ociSténa data

Zdroj [vilastni zpracovani]
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Dalsi krok pii analyze dat je zjisténi zdkladnich statistickych ukazateld. V tabulce €. 4 jsou
zaznamenany vybrané statistické ukazatele, které v jistém smyslu odrdzeji chovani storen

pojistnych smluv pti bézné placeném pojistném.

Statistika: S1BP S2BP S3BP S4BP

Pocet pozorovani 66 59 46 63
Aritmeticky primér 0,1519 0,1603 0,1549 0,0498
Rozptyl 0,0009 0,0082 0,0043 0,0004
Smérodatna odchylka 0,0301 0,0907 0,0656 0,0191
Variacni koeficient (%) 19,85 56,60 42,34 38,33
Maximum 0,2360 0,5729 0,3414 0,0793
Minimum 0,0889 0,0340 0,0575 0,0018
Variacni rozpéti 0,1471 0,5389 0,2839 0,0775
Primérna odchylka 0,0223 0,0628 0,0529 0,0159
Sikmost -0,0012 2,0614 0,7168 -0,5113
Spicatost 0,7250 6,8143 -0,0360 -0,4873
Median 0,1535 0,1443 0,1461 0,0515

Tabulka €. 4: Zakladni statistické ukazatele pro storno bézné placenych smluv

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Prvnim ukazatelem je pocet pozorovani, z néhoz je patrné, ze Casové fady nejsou stejné
dlouhé. Dlivodem je rliznorodost produktti, které byly spustény v riznych obdobich. V dalsi
analyze by tato skute¢nost nemé¢la ¢init problém, ale pii porovnani je tfeba takovou skute¢nost
zohlednit. Druhym ukazatelem je aritmeticky pramér, ktery byl zvolen vzhledem k povaze dat.
Aritmeticky primér se pouziva pro Casové fady intervalové, coz naSe data jsou, nebot’ jsou
métena za jednotliva Ctvrtleti a pocet stornovanych smluv Ize s¢itat. Priimér je velmi podobny
u vSech dat kromée ctvrté Casové fady. MlZeme tedy fict, Ze primérné je za Ctvrtleti stornovano
15 — 16 % pojistnych smluv. Na prvni pohled vysoké ¢islo, ale nemusi znamenat katastrofu,
nebot’ neméame informace o nové piichozich pojisténcich. Ctvrta ¢asova fada ma praméré 5 %

stornovanych smluv. Mlzeme tedy hovofit o vhodné nastavenych podminkéach produktu.

DalSim statistickym ukazatelem je rozptyl, ktery znaci ,.kolisani* okolo stfedni hodnoty.
V tadé S1BP a S4BP je rozptyl nizky vzhledem k relativné hladkému pribéhu. Zbylé dvé fady
maji vyssi rozptyl, coZ je zpisobeno vysokymi odchylkami v priabéhu. Podobnou informaci
nese 1 smérodatna odchylka. Variani koeficient znaci, kolik % z priméru je vysvétleno
smérodatnou odchylkou. Zde je opét vidét, jak velky vliv maji vychylené hodnoty druhé a tteti
fady na nasi statistku. Ve druhé casové fadé dokonce pies

53 %, coz je dano obrovskym nartistem storen v poslednim c¢tvrtleti roku 2014.
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Jednoduchymi, ale piesto velmi vypovidajicimi ukazateli, jsou maxima a minima.
Je dulezité zjistit pro¢ doslo k extrémnimu ndrlstu stornovosti a zda je mozné takové nahlé
nartsty eliminovat. Pokud jsou to ekonomicko-hospodaiské vlivy, které neni v silach
pojistovny zmenit, je tfeba co nejvice redukovat jejich dopad. Pokud se jedna o nedostatky
Vv nastaveni produktu, nebo dojde k poSkozeni reputace pojistovny, je nutné sjednat patficna
opatieni. Nejveétsi stornovost v prubehu sledovanych let zaznamenavame u casové fady S2BP,
kde doslo k extrémnimu vychyleni, jak bylo zminéno dfive. Logicky i variani rozpéti je
ovlivnéno odlehlymi hodnotami v fadach S2BP a S3BP, proto zde neni moc vypovidajici,
nebot tyto extrémni hodnoty byly naméfeny pouze nékolikrat. Vhodnéjsi by zde mozna bylo

vyuziti variacniho rozpéti urcitych kvartild.

Ukazatele sikmosti a Spicatosti jsou nejlépe pozorovatelné na histogramu. Z hodnot téchto
ukazatelll je ziejmé, Ze se setkdvame s Casovymi fadami s riznymi typy rozdé€leni, z ¢ehoz
vyplyva jistd ndrocnost analytické ¢asti. I proto je vhodné pomoci fraktalni analyzy ptidat dalsi
ukazatel, ktery ndm prozradi vice vlastnosti casové fady. Nyni provedeme stejnou analyzu dat

u storen jednorazove placenych smluv.

Opét prvnim krokem je zobrazeni hodnot na grafu. Uz pfi prvnim pohledu Ize totiz
zpozorovat nékteré vlastnosti casové fady. Na grafu €. 4 jsou zobrazeny ¢asové fady stornovosti

pojistnych smluv pii jednorazovém placeni pojistného.
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Graf ¢. 4: Stornované PS — jednorazové placené

Zdroj: [vlastni zpracovani]
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Uz zgrafu lze pozorovat, ze pii jednorazovém placeni je stornovost smluv nizsi.
To vyplyva predev§im z podminek pojistnych smluv, nebot’ pfi stornovani jednorazové placené
pojistné smlouvy dojde ke vraceni pojistného, ovSem nikoliv v plném rozsahu
(v zékon¢ je stanovena lhita po které ma pojistnik narok na vraceni pojistného v plné vysi,
nicméné v pojistnych podminkach byva stanovena rizn¢). U Casové fady S1JP Ize pozorovat
jednu vy$si odchylku v roce 2012, nicméné vyvoj Gasové fady neni tak dramaticky. Casova
fada S2JP ma relativné ¢asto opakujici se odchylky. Mozna by bylo vhodné pokusit se odstranit

sezonni slozku Casové fady, resp. provést celkovou dekompozici.

Vzhledem k ¢tvrtletnimu méfeni je nutné opét ocistit data, nebot’ kazdé étvrtleti neni stejné
dlouhé. Ocisténa data jsou na grafu ¢. 5. Ani zde neni vidét vyraznd zména, ale pro dalsi

statistiky je tato ¢ast nutna.

Stornované PS - jednorazove placené, ocisténa data
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Graf ¢. 5: Stornované PS — jednorazové placené, ociSténa data

Zdroj: [vlastni zpracovani]

V tabulce €. 5 jsou zakladni statistiky storen pojistnych smluv jednorazové placenych. Jak jsem
popisoval vyse, uz z grafu, resp. pribéhu casovych fad lze vypozorovat rozdily mezi stornem

bézné placenych smluv.
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Statistika: s1Jp S2JP

Pocet pozorovani 57 57
Aritmeticky pramér 0,0203 0,0336
Rozptyl 0,0002 0,0002

Smérodatna odchylka 0,0125 0,0137
Variacni koeficient (%) 61,84 40,85

Maximum 0,0727 | 0,0894
Minimum 0,0039 | 0,0115
Variacni rozpéti 0,0688 0,0779
Primérna odchylka 0,0086 0,0099
Sikmost 2,2686 = 1,4508
Spicatost 6,5617 | 3,8642
Median 0,0160 | 0,0318

Tabulka €. 5: Zakladni statistické ukazatele pro storno jednorazové placenych smluv

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Casové fady maji 57 pozorovani a jsou tedy stejné dlouhé. K popisné statistice pocet
pozorovani postaci, nicmén¢ u odhadu fraktalni dimenze by mohl byt nedostate¢ny, nebot’ pro
presnéjsi odhad je tfeba co nejvice pozorovani. Pii analyze finan¢nich ¢asovych tad byva
obvykle vétsi pocet pozorovani dostupny. Primérné procento stornovosti je u prvni ¢asové fady
2,03 % a u druhé 3,36 %. V porovnani se stornovosti bézn¢ placenych pojistnych smluv je
stornovost u jednorazové placenych smluv vyrazné niz§i. Nedochazi zde k vyrazngj$imu
kolisani a k vyraznéjSim odchylkam. Tuto skutecnost nejlépe vypozorujeme na rozptylu, ktery
u obou ¢asovych fad nabyva velmi nizkych hodnot, konkrétné dvou setin procenta. S tim
souvisi i nizka smérodatna odchylka. Na varia¢nim koeficientu miizeme poznat, Ze prvni ¢asova

fada ma ,,hladsi* pribeh a pohybuje se casto kolem priméru.

Dalsi ukazatele maxima a minima ukazuji nejvyssi a zaroven nejnizs§i namétené hodnoty.
U casove tady S1JP byla nejvyssi namétfend stornovost 7,27 % a to ve ¢tvrtém kvartalu roku
2012. Mozna se to zda jako nizké procento stornovosti v poméru s bézné placenymi smlouvami,
ale nesmime zapomenout, Ze pfi jednorazové placeném pojistném je pak vraceni prostredka
mnohem vys§i, a tak je pro pojistovnu vétsim rizikem. Maximum druhé fady nalezneme hned
na pocatku sledovani, kde doslo k vysoké stornovosti téméf 9 %. Naopak minimalni procento
stornovosti béhem sledovaného obdobi nam ukazuje, ze v prvnim portfoliu smluv nalezneme
pribéhu skvély vysledek. Variacni rozpéti je jen dal$im ukazatelem, ktery ndm vypovida o tom,
ze stornovost u jednordzové placenych pojistek neni tak vysoka. Koeficienty Sikmosti

a Spicatosti ndm prozrazuji, Ze jsou levostranné zeSikmené a S1JP je Spicatéjsi nez S2JP. Tyto
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skutecnosti nam pomohou odhadnout typ rozdéleni, které vystihuje Iépe Casové ftady

stornovosti.

V porovnani se stornem bézn¢ placenych smluv jsou casové tady storen jednordzove
placenych smluv stabilnéjsi. Pouze S4BP se podoba priibéhem storen jednordzové placenym

smlouvam a na grafu ¢. 6 mizeme vidét jejich prubeh.

Porovnani S4BP a S1JP
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Graf ¢. 6: Porovnani S4BP a S1JP

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Na prvni pohled je opét zfejmé, Ze storna jednorazove placenych smluv jsou nizsi nez bézné
placenych smluv. Pouze vroce 2010 ve druhém cCtvrtleti je stornovost vyssi
u jednorazove placenych smluv. U celkové komplikovangjsiho pribéhu S4BP, byt’ s nizkym
dekompozici téchto ¢asovych fad a nasledné¢ pomoci modernich metod analyzy ¢asovych tad
odhadnout s uréitym intervalem spolehlivosti dalsi pribéh. Na takové analytické prognoézovani
by byla vhodna napt. Box-Jenkinsonova metodologie a vyuziti jeho zakladnich modelt AR,
MA nebo ARMA. Pomoci odhadnuti fraktalni dimenze bychom mohli zjistit, zda by bylo
vyhodnéjsi pouzit procesy s dlouhou paméti jako je napi. ARFIMA.

4.3 Stanoveni modelu a jeho diagnostika

Tato podkapitola je soucasti analyzy dat. Pokusime se odhadnout model jedné casové fady
a rozhodnout o jeho vyuzitelnosti. V ptedchozi podkapitole je naznacen zplisob modelovani

casovych fad. Nyni se pokusime pomoci softwaru Gretl odhadnout model, ktery by nejlépe
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vystihoval pribéh ¢asové fady. Prvnim krokem je zobrazeni grafu, ktery mtize napovédet, jaky
model bychom méli zvolit. Tento krok jsme jiz ucinili a z prubehu grafu nelze poznat o jaky
model se jedna. Po oc€isténi dat jsou nahrana do softwaru, ktery dokaze spolehlivé provést
analyzu. Nejprve si zobrazime popisnou statistiku dat. Ackoliv byla vypoctena v piredchozim
kroku, muzeme si ji opét ovétit. Na obrazku ¢. 10 mizeme vidét, Ze se statistika shoduje

s predchozimi odhady.

%' gretl: popisné statistiky

H & DA &
Stfedni hodnota Median Minimum Maximum
S1BP 0,15185 0,15217 0,089635 Q,23792
S52ZBP 0,16032 0,14544 0,033516 0,57762
S3BP 0,15493 0,14650 0,057354 0,34048
S4BP 0,0459847 0,051348 0,0017413 0,079931
51JF 0,020244 0,015%05 0,0035%299 0,073285
52JP 0,03356¢6 0,03204¢6 0,011337 0,0801&2
Smér. odchvariaéni koeficient ZikmostStand. Spidatost
51BP 0,030245 0,19917 0,022850 0,58417
52BP 0,091163 0,56861 22,0480 6,3620
S53BF 0,085593 0,42336 0,69218 -0,17481
S4BP 0,019128 0,38375 -0,48135 -0,53544
51JF 0,012502 0,61754 22,2265 &,0353
52JF 0,013710 0,40844 1,4541 3,6928
5% perc. 45% perc. IQ range Missing obs.
S1BP 0,080501 0,20190 0,036764 4]
S52BP 0,046175 0,35374 0,097425 7
S53BP 0,067244 0,26531 0,10289 20
54BF 0,011693 0,07TT04 0,032355 3
51JF 0,0089207 0,046952 0,011874 9
S52JF 0,013525 0,0680443 0,013616 ]

Obrazek €. 10: Popisné statistiky Gretl

Zdorj: [viastni zpracovani]

Dalsim krokem je zobrazeni korelogramu, ktery nam napovi, jaky model by nejlépe

vystihoval ¢asovou fadu. Na obrazku ¢. 11 mizeme vidét pribéh korelogramu.
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%" gretl: graf = X
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Obrazek €. 11: Korelogram ¢asové rady S1BP

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Z korelogramu je patrné, ze autokorelacni funkce je sinusoidné linedrni kombinaci
klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid riznych frekvenci s geometricky klesajicimi
amplitudami. Parcialni autokorela¢ni funkce ma bod useknuti roven jedné. Z toho lze odvodit,
ze model AR (autoregression) by byl vhodnym prosttedkem. Vzhledem k bodu useknuti
hovotime konkrétné 0 AR (1).
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% gretk model 3

Soubor  Upravit Testy Ulozit Grafy Analyza LaTeX L,—_L|

Vyvhodnocovani funkce: 33

Vyhodnocovanl gradientu: 7

Model 3: AEMA, za pouZiti pozorovani 2002:2-2018:3 (T = &6)
COdhad proveden pomocl Ealmanova filtru (pfesné ML)

Zavizle proménnad: S1EBEP

SmErodatné chyby zaloZené na Hessidnu

koeficient smér. chyba z p-hodnota
const 0,150791 0,0108212 13,93 3,8%=-044 #%%
phi 1 0,793657 0,075305%9 10,01 1,41le-023 *%%

Stredni hodnota zavisle proménné 0,151853

Sm. odchylka zavisle proménné 0,030245
Stfedni hodnota inovaci -0, 000507
Sm. odchylka inovaci 0,0159151
Logaritmas vérchodnosti le6,9111
Lkaikovo kritérium -327,8223
Schwarzovo kritérium -321,2533
Hannan-Quinnovo kritétium —-325,2266

zde je poznamka o zkratkéch statistik modelua

Eealna Imaginarni Lbs. hodnota Frekvence

Test normality rezidui -
Hulova hypotéza: chyby json normalnég rozdélené
Testovacl statistika: Chi-kvadratc(2) = 5,7263
s p-hodnotou = 0,0570887

Test pro LARCH fadu 4 -
Mulova hypotéza: neni zde Zadny efekt ARCH
Testovacl statistika: LM = 2,40186
s p-hodnotou = P (Chi-kvadrat(4) > 2,40186) = 0,66229

Obrazek ¢. 12: Model AR(1)
Zdroj: [viastni zpracovani]

Z obrazku vidime, Ze kotfen AR(1) je vné€ jednotkového kruhu, coZ je nutnou podminkou.
Pokud provadime takovou analyzu, je ¢asto nutné ¢asovou fadu stacionarizovat. Zde neni zadny
divod k takovému kroku. Pro odhad modelu je pouzita metoda OLS (ordinary least squares /

metoda nejmensich ¢tvercu).
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Nutnou soucasti je diagnostika modelu. U kazdého modelu je nutné ovéfit tyto kroky:
- ARCH test (heteroskedasticita)
- Autokorelace rezidui
- Statisticka vyznamnost koeficientil
- Normalita rezidui

Zacneme tedy s otestovanim heteroskedasticity. Nulova hypotéza v tomto piipadé zni
Hy:ap = a1 = a, = a3 = a,4. Jsou zvoleny Ctyfi parametry, nebot’ se jedna o Ctvrtletni data.

Nasledujici obrazek ¢. 13 ukazuje takovy test v softwaru Gretl.

% gretl: ARCH test

Ba&nma =

Test pro RARCH fadu 4

koeficient smér. chyba t-podil p-hodnota
alpha(0) 0,000311416 0,0001055942 2,912 0,0051  w%=s
alpha(l) 0,200491 0,142588 1,406 0,1651
alpha(2) —-0,0884227 0,145448 -0, 8767 0,5013
alpha(3) —0,00350048 0,127545 —0,02745 0,978z
alpha(4) -0, 0401680 0,120877 -0,3320 o, 7411

Mulova hypotéza: nenl zde Zadny efekt ARCH
Testovacl statistcika: LM = 2,40186
= p-hodnotou = P(Chi-kvadrat(4) > 2,40186) = 0, 66229

Obrazek ¢. 13: ARCH test

Zdroj: [vilastni zpracovani]

Z obrazku, resp. testu je patrné, ze zamitame nulovou hypotézu, nebot’ alespon jeden kofen neni

roven nule. Dalsim krokem je zji$téni, zda jsou rezidua zavisla na svych zpozdénich.
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5 gretl: graf
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Obrazek ¢. 14: Korelogram rezidui modelu

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Z obrazku €. 14 je vidét ze jsme se zbavili autokorelovanosti rezidui. Statistickou vyznamnost

kofent jsme jiz identifikovali na obrazku ¢. 12. Posledni test, ktery by mél byt splnén, je

normalita rezidui.

graf

25

T T T T
Testovaci statistika pro normalitu:

Hustota

Chi-kvadrat(2) = 5,726 [0,0571] N(-0,00050718 0,015886)

-0,08 -0,04 -0,02 0 0,02
uhat1o
| -0,04749 23,94 | Kiiknete]pravjmatlacR ke na gral projment

T T
uhati0 B0

0,04 0,06

Eo B2 D

Obrazek €. 15: Normalita rezidui modelu
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Z obrazku je patrné, Ze rozdéleni je mirné Spicatéjsi, ale akceptovatelné. Nyni mame ovétrené,
ze pouziti modelu je spravné. Dal§im krokem je zobrazeni predpovédi na nékolik pozorovani

doptedu. V nasem ptipadé zobrazime Ctyfi pozorovani, resp. piedpovéd na rok doptedu.

%" gretl: graf = *
sz T T T T T T T T T
S1BP —
pfedpovéd ———
95 procentni interval —%—
0,18 F .
0,16 i
0,14 i
0,12 F .
0,1k .
0,08 - :
0.06 I i i i i I i I I
"
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
2011:10,1917 Kliknéte pravym tlacitkem na graf pro menu o o = @ 2

Obrazek ¢. 16: Predpovédi modelu

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Z obrazku lze vypozorovat mirnou nepiesnost modelované fady (modra cara). Nicméné
podobnym zptisobem jsou provadény odhady pro takovéto casové fady. Zkusenéjsi analytik by
mozna zvolil vice testll nebo sofistikovanéj$i model. Tato ¢ast je zde pravé pro predstavu
Ctenate, jak obtizné byva uréeni modelu ¢asové fady v piipadé Box-Jenkinsonovy metodologie.
Pti odhadu modelu byl pouzit software Gretl. Bez sofistikovanych vypocetnich programti dnes

neni mozné vérné modelovat ¢asové fady.

Odhady fraktalni dimenze by pravé mohly slouzit analytikiim pro piesngjsi ur¢eni modelu.
Vzhledem K dnesni rychlejsi dob¢ je nutné zvladnout analyzu v kratké dobé. Pravé proto se

pokusime odhadnout fraktalni dimenzi u storen pojistnych smluv.
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4.4 Odhad fraktalni dimenze

Pii odhadu fraktalni dimenze jsem pouzil R/S analyzu, ktera je popsana v podkapitole.
Nejveétsim uskalim této metody je pocet pozorovani sledované Casové fady, nebot’ béhem
odhadu se data déli na mensi a mensi ,,klastry. Bohuzel storna jsou sledovana ¢tvrtletné a uz
tato skute¢nost znaci, ze pocet pozorovani bude nizsi. Napf. software Gretl, ktery jsem vyuzival
Casto k analyze ¢asovych fad béhem studia, dokaze odhadnout Hursttiv exponent pouze tehdy,
ma-li Kk dispozici alespon 128 pozorovani. NaStésti technika R/S analyzy neni tak
komplikovana, takze je mozné provést celou analyzu v MS Excelu. Pro zajimavost a detailnéjsi
postup zde uvedu odhad Hurstova exponentu jedné casové tady tak, aby ¢tenaf byl schopen

provést R/S analyzu.

Prvnim krokem je samoziejmé ocisténi dat, coz jsme provedli v ptedchozi podkapitole.
Dalsim krokem je zjisténi poctu pozorovani, nebot’ prave ten je dilezity pro rozhodnuti do
kolika klastra a jakym zptisobem budou data rozdélena. Nejjednodussi zpisob je rozdéleni do
klastrti podle sestupného poctu druhych logaritm tak, aby vysledné ¢islo bylo vzdy celé. Pokud
mame tedy dostate¢né mnozstvi dat, zacneme s N1 = 1024, N2 = 512 a tak dale. V nasem
pripadé mame ovSem nizky pocet pozorovani. Nejvyssi pocet pozorovani ma casova fada S1BP,
kterou mizeme tedy rozdélit do klastri po 64 pozorovanich (1 velky klastr),
32 pozorovanich (2 klastry), 16ti pozorovéanich (4 klastry) a 8 pozorovanich (8 klastrii). Cim
vice miizeme ¢asovou fadu délit na klastry, tim lepsi odhad Hurstova exponentu, resp. presnéjsi,
ziskdme. Bohuzel Casovou fadu Ize rozd€lit maximdlné na 4, nebot’ velmi nizky pocet
pozorovani by mohl naopak odhad zhorSit. MozZnd si Ctenaf vSimne, Ze Casova fada ma
67 pozorovani, ale zde je pouzito pouze 64 pozorovani. Divodem je vynechani prvnich tfech

nejstar$ich hodnot tak, aby pocet pozorovani byl vyjadieny mocninou ¢isla 2.

Nyni je nutné u kazdého vytvofeného klastru vypocitat rozpéti (maximum — minimum)
oznacované pismenem R (z angl. range). V tabulce ¢. 6 nalezneme rozpéti pro vSechny klastry

k Casové fadé S1BP.
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R (max - min) i R:
R (max - min) 1 0,138
R (max - min) 2a 0,138
R (max - min) 2b 0,094
R (max - min) 3a 0,082
R (max - min) 3b 0,112
R (max - min) 3c 0,049
R (max - min) 3d 0,094
R (max - min) 4a 0,062
R (max - min) 4b 0,033
R (max - min) 4c 0,061
R (max - min) 4d 0,079
R (max - min) 4e 0,026
R (max - min) 4f 0,027
R (max - min) 4g 0,058
R (max - min) 4h 0,059

Tabulka €. 6: Rozpéti jednotlivych klastri

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Uz zde je vidét Casovd naro¢nost vypoctu, ktera diky dnes$ni vypocetni technice je
zanedbatelnd. Nasledné je nutné stejnym zplUsobem vypocitat smérodatnou odchylku

jednotlivych klastrt (viz tabulka €. 7).

Si S:
S1 0,028172
S2a 0,034663
S2b 0,019862
S3a 0,020275
S3b 0,034878
S3c 0,013706
S3d 0,021969
S4a 0,021171
S4b 0,012157
S4c 0,024026
S4d 0,024813
Sde 0,00887
S4f 0,010187
S4g 0,016917
S4h 0,018407

Tabulka ¢. 7: Smérodatné odchylky jednotlivych klastra

Zdroj: [vilastni zpracovani]
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Daéle je nutné vyd¢lit rozpéti prisluSnymi odchylkami (odtud R/S analyza). Pro dva a vice
klastri musime vysledné R/S zprimérovat (prosty aritmeticky primér) a tim ziskame pro kazdy

klastr jedno vysledné ¢islo. V tabulce €. 8 jsou vysledky pro prvni ¢asovou fadu.

R/Si R/S
R/S1 4,92
R/S2 4,36
R/S3 3,79
R/S4 2,95

Tabulka ¢. 8: R/S vysledky

Zdroj: [viastni zpracovani]

Nyni staci polozit logaritmy o zakladu 2 (dale jen logaritmy) po¢tu pozorovani na osu X
a logaritmy vypoctenych R/S na osu Y. V tabulce €. 9 jsou vysledky pro prvni ¢asovou fadu
S1BP a na grafu ¢. 7 jsou bodoveé zndzornény. Pro odhad Hurstova exponentu je nutné prolozit
body linearni regresi, kde sklon pfimky je pravé Hurstiv exponent. V nékterych zdrojich je
uvadénd metoda spojeni prvniho a posledniho méteni, coz je vSak pftili§ zjednodusujici, nebot’

by stadilo vypocitat pouze prave tyto dva body a sklon by nebyl zavisly na ostatnich métenich.

S1BP
Log:(N) Log2(R/S)
6 2,30
5 2,13
4 1,92
3 1,56

Tabulka €. 9: Vysledky analyzy

Zdroj: [viastni zpracovani]
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Graf €. 7: Odhad Hurstova exponentu pro S1BP

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Z grafu je tedy patrné, Ze Hurstliv exponent je roven 0,2419. Dle jednoduchého odvozeni

vztahu mezi Hurstovym exponentem a fraktalni dimenzi (Dy =2 — H, kde H je Hurstiv
exponent) je fraktalni dimenze stornovanych, b&Zné placenych smluv Dy = 1,7581. Fraktalni
dimenze casovych fad se pohybuje vintervalu [1,2], pfiCemz ¢im blize k jednicce, tim
jednodusi casové fada je. Takovou Casovou fadu lze bez vétSich obtizi uspéSné predvidat.
Pravdépodobné bychom vyuzili jednoduché statistické metody. Pokud se fraktalni dimenze
blizi 2, ocekavame cClenitéjsi pribéh. V nékterych literaturach je fraktalni dimenze rovna 2
oznacovana za nahodnou prochdzku. Hurstliv exponent roven 0,5 znaci taktéZ nahodnou
prochazku. Nastava otadzka, kdy je tedy odhad fraktdlni dimenze pomoci vztahu (19)
vypovidajici. Pokud by byla ¢asova fada tvofena nahodnou prochazkou byla by prakticky
nepredikovatelnd a jeji chovani absolutné ndhodné. Tuto skute¢nost bychom mohli vyuzit
K vybrani vhodného modelu pro predikci. Zde by bylo vhodné zvolit model, ktery dokaze vyuzit
dlouhodoby pamét'ovy cyklus. Interpretace fraktdlni dimenze u ¢asovych fad neni jednoznacna

a Vv riznych zdrojich mizeme nalézt dokonce i rozdilné vysledky.

Dalsi komplikaci, ktera ovliviiuje vyslednou fraktalni dimenzi, je poet pozorovani. Cim
vice pozorovani mame k dispozici, tim pifesnéj$i vysledek ziskame. Nasledujici tfi grafy

zobrazuji odhad Hurstova exponentu pro ostatni storna béZzné placena.
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Graf ¢. 8: Odhad Hurstova exponentu pro S2BP

Zdroj: [vlastni zpracovani]
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Graf €. 9: Odhad Hurstova exponentu pro S3BP

Zdroj: [vlastni zpracovani]
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Graf €. 10: Odhad Hurstova exponentu pro S4BP
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Vzhledem k ,,hor§im* prib&éhtim ¢asové fady S2BP lze oc¢ekavat, ze jeji fraktalni dimenze
bude blize k 1,5. V tabulce €. 9 mizeme porovnat vysledky vSech storen bézné placenych

smluv.

Storno H - Hurstuv Df - fraktalni

PS exponent dimenze
S1BP 0,2419 1,7581
S2BP 0,3388 1,6612
S3BP 0,2358 1,7642
S4BP 0,1582 1,8418

Tabulka €. 10: Odhad fraktalni dimenze storen béZné placenych smluv

Zdroj: [vlastni zpracovani]

je pro m¢ fraktalni dimenze Ctvrté Casové fady S4BP, kde jsem ocekéval fraktalni dimenzi,
ktera bude blizsi 1, nebot’ jeji prubeh je relativné hladky. Je tedy mozné, Ze zde bude silna
korelace se star$§imi pozorovanimi. Dal$im vysvétlenim by mohlo byt, ze mame skute¢né
nedostateny pocet pozorovani. Pti vétSim poctu pozorovani by doslo pravdépodobné

ke zpiesnéni odhadu. Nyni si zobrazime grafy pro odhad Hurstova exponentu a nasledné

fraktalni dimenzi pro storna jednorazové placenych smluv.
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Graf &. 12: Odhad Hurstova exponentu pro S2JP

Zdroj: [vlastni zpracovani]

Uz z grafu pozname, ze vysledky budou velmi podobné, coz je celkem piekvapivé, nebot

pribéhy casovych fad az tak podobné nebyly. V tabulce ¢. 10 jsou odhady fraktalni dimenze.

Storno H - Hurstuv Df — fraktalni

PS exponent dimenze
S1Jp 0,3276 1,6724
S2Jp 0,1948 1,8052

Tabulka ¢. 11: Odhad fraktalni dimenze storen jednorazové placenych smluv

Zdroj: [viastni zpracovani]
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Dle teoretickych informaci ziskanych o fraktalni dimenzi jsou vysledky pomérné
necekané. Opét bych ocekaval piiblizovani se k 1, ale opak je pravdou. Storna pojistnych
smluv S2JP maji opét vysokou fraktalni dimenzi. Vysledky opét znaci, ze bychom méli
o&ekavat komplikovangjsi pribéh s vyssi ¢lenitosti. Casto bude dochazet ke zméné trendu,
coz dost komplikuje odhad dalSiho pribéhu. Nicméné je alespon potvrzené, ze zabyvat se
modelovanim ¢asovych fad storen pojistnych smluv ma smysl a nejedna se

o ndhodnou prochézku.

Na stornovost pojistnych smluv maji vliv jak interni okolnosti, které pojistovna oSetfit
muze, tak externi okolnosti, které nejsou ovlivnitelné. Ve skute¢nosti je nutné pojistovnu
ptipravit na budouci situace tak, aby mohla aktivné a véas reagovat. Je tedy mozné, aby tyto
casové fady kopirovaly sviij pribéh a ménily trend? Odpovéd’ neni jednoznacna, protoze
studii zabyvajicich se fraktalni analyzou v ¢asovych fadach pojistovnictvi zatim neni mnoho.
Vé&ifim, ze tato prace by mohla byt jednim z prvnich krokl k dal$imu vyuziti fraktali.
Odpovéd’ na modelovani storen pojistnych smluv je stale v modernich analytickych néstrojich

a fraktalni dimenze mtze byt dalsim ukazatelem pro lepsi rozhodovani o vybéru modelu.
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5 ZAVER

V prvni kapitole je sepsana stru¢na historie fraktalni geometrie. Nalezneme zde objevy
nékolika slavnych matematiku, které byly pouze dil¢imi kroky vedoucimi k objevu fraktalni
geometrie. Je jen velkou Skodou, Ze tito autofi s genialni mysli byli omezeni svou dobou, piesto
se jim v8ak podatilo objevit prilomy otfasajici nejen matematickym svétem. Jsem rad, ze jsem
dostal ptilezitost se vénovat, byt’ jen Casti této prace, prave témto velikdnim. Doufam, ze prave
Ctenafi této prace ziskaji vétsi piehled o historickych pralomech, které vedly K fraktalni
geometrie. Nyni dokazeme méfit hrubost objektl, popsat objem plic jednim ¢islem a rozumét
1épe Clenitym utvaram jako je tteba kvétak nebo vlocka, s nimiz se setkavame v bézném Zivote.
Jednim z divodu, pro¢ jsem se fraktalni geometrii, resp. analyzou zabyval, je prave krasa tvard,

které nam nova véda poskytuje.

Druhda kapitola poskytuje znaéné mnozstvi poznatkli, které by nam mély lépe vysvétlit
matematické pozadi fraktali. Pouzité vzorce vypadaji na prvni pohled velmi slozité
a komplexné. Pokud se ctenat dokdze zamyslet nad jednotlivymi tseky, zjisti ze i1 pies
,odborné*“ matematické pojmy je fraktalni geometrie / analyza intuitivné uchopitelnd. Mou
snahou bylo objasnit zakladni pojmy tak, aby ¢tenai pochopil princip fraktalni geometrie.
fad. Je pozoruhodné, jakymi zpisoby lze novou védu vyuzit. Nejcastéj$i pouziti fraktalni
analyzy byva u finan¢nich ¢asovych fad, napt. u akcii a dalSich vysokofrekvenénich dat.

Tteti kapitola seznamuje ¢tenafe s principy ¢asovych fad, resp. s problematikou, kterou se
nastroje pro odhad rozdéleni, které spolehlivé dokdzou ohodnotit vybrand rozdéleni.
Problémem je ale nahodny pribéh ¢asovych fad, ktery se velmi t&Zko modeluje. Casové fady
nenalezneme pouze na finanénich trzich, ale také v riznych odvétvich jako je tfeba
pojistovnictvi. Zde je kladen velky diraz na vypocty pojistného tak, aby pojiStovna byla
schopna kryt rizika plynouci z pojistnych smluv a zaroven vytvarela zisk. Jsou zde uvedeny
zakladni metody pro kalkulaci pojistného pro Zivotni pojiSténi 1 pro nezivotni pojiSténi.
Nejzajimavéjsi a ,,nejzabavnéjsi* vypocty pojistného se skryvaji v havarijnim pojisténi. Pro tato
pojisténi se pouzivd bonus-malus a tento systém vyuziva Markovovy fetézce. Vzhledem
K témto krasnym matematickym vzorim jsem se rozhodl vénovat se Casovym fadam

V pojisténi.
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Vzhledem k mému oboru (pojistné inzenyrstvi) jsem se rozhodl zacit budovat kariéru
V pojistném oboru o néco diive. Vyuzil jsem trainee program jedné velké pojistovny, ktera
nabizela pozici pro trainee projektového manazera. Ackoliv tato pozice nesouvisi s vypocty,
které provadi odbor pojistné matematiky, je dost velkd pravdépodobnost spoluprace mezi
témito utvary. Navazal jsem kontakt s feditelem odboru pojistné matematiky, ktery byl velmi
vstiicny a po diskuzi jsme dosli k zavéru, ze nejvhodnéjsi data pro analytickou ¢ast jsou storna
pojistnych smluv. Timto bych chtél vyjadrit, ackoliv anonymnég, velké podékovani za
spolupraci a ochotu pii poskytovani dat. Zde tento postup uvadim pro inspiraci ¢tenaia, kteti
by se mohli ocitnout v podobné situaci. Dale je zde uveden kratky postup odhadovani modelu
casové fady pomoci Box-Jenkinsonovy metodologie. Vybral jsem na zakladé nékolika kritérii
jednoduchy model AR(1), ktery celkem vérné kopiroval prabéh Casové tady a splnil dalsi
ptedpoklady pro jeho vyuziti. Tim je ndzorné zobrazena slozitost a komplexnost téchto analyz.
Prave kvili dilezitosti vybéru spravného modelu by fraktalni analyza mohla poskytnout dalsi

charakteristiku, na jejimz zaklad¢é bychom byli schopni model identifikovat zase o néco 1épe.

Ve ¢tvrté kapitole této prace jsou analyzovana data storen pojistnych smluv bézné placenych
a jednordazové placenych. Bézné placené smlouvy znamenaji pravidelnou platbu (napf.
mési¢né) pojistiteli. Jednorazové placené smlouvy, jak jiz z nazvu vyplyva, jsou splaceny
jednou velkou ¢astkou na pocatku smlouvy. Klient ma néjaké moznosti pti ruseni pojistek.
Samoziejmé vSechny zdkladni podminky jsou uvedeny v zadkoné, nicméné v kazdé pojistné
smlouvé jsou dal$i podminky, které mohou tyto podminky svym zptisobem upravovat. Pokud
klient chce zrusit smlouvy v brzké dob& po jejim uzavieni, vétSinou nedostane zpét jiz
zaplacené pojistné. Pokud ovSem urcitou dobu od podepsani pojistné smlouvy musi nebo chce
zrusit pojistnou smlouvu, jSou mu vynalozené penézni prostiedky navraceny (v jisté vysi).
Proto je dulezité pro pojistovnu analyzovat storna, pro¢ k nim dochédzi a odhadnout jaké %
stornovosti mizeme oc¢ekavat v dal§im obdobi. Zakladni popisnou statistikou ziskame piehled
o datech, jejich povaze a jakymi charakteristikami se vyznacuji. OvSem vibec prvnim krokem
je duraz na to, zda jsou pozorovani méfena za stejné obdobi. V nasem piipadé se jedna
o ¢tvrtletni data a musime si uvédomit, Ze kazdé Ctvrtleti ma jiny pocet dnii. Proto bylo nutné
data od téchto vlivi ocistit. Vzhledem Kk pribéhu ¢asovych fad nebyla zadna ptekvapeni ve
vysledcich popisné statistiky.

Nejdilezitéjsi casti posledni kapitoly byl odhad fraktalni dimenze. Existuje vice metod pro
odhad fraktalni dimenze, nicméné zvolend R/S analyza poskytuje rychlé odhadnuti Hurstova

exponentu, z néhoz je pak mozné odhadnout fraktalni dimenzi. Bohuzel R/S analyza vyzaduje

velké mnoZstvi pozorovani, ktera u t€chto casovych fad chybi. Ackoliv jsme omezeni mensim

61



poctem pozorovani, je mozné odhadnout Hurstliv exponent. Pro piesnéjsi odhady je vhodné
pouzit ¢asovou fadu s velkym mnozstvim pozorovani. Odvozeni fraktalni dimenze z Hurstova
exponentu je jednoduché, nicméné interpretace této dimenze u finanénich ¢asovych fad se dosti
lisi. U nekterych casovych fad byly vysledky necekané. Vzhledem na pouzitou interpretaci jsem
o¢ekaval opacny vysledek, aneb ze fraktalni dimenze prostSich pribéhd budou v intervalu 1 —
prubéhy s vyssimi odchylkami se blizily k 1,5. Prave prostsi prabéh mne piekvapil. Pti studiu
vysokofrekvenc¢nich dat, napt. na akciovych trzich se hodnota fraktalni dimenze pohybuje prave
v intervalu 1 —1,5. Proto zde vyjadiuji své obavy nad pouzitim R/S analyzy pii studiu ¢asovych
fad storen pojistnych smluv, nebot’ velky vliv miize mit maly pocet pozorovani. Pro piesnéjsi
vysledky bychom na zéklad¢ fraktalni dimenze odhadli model, ktery by dobie vystihl prub¢h
fady. V dalSim zkoumani fraktalni dimenze by bylo vhodné se pokusit pravé o zvoleni modelu
na zdklad€ fraktdlni dimenze, ackoliv jsou zde sofistikovanéjsi metody pro rozhodnuti
o modelovani casové fady. Dle vysledkll jsme se dozvédéli, ze tyto Casové fady ,,vypliuji

prostor vice a jsou hrubg;jsi.

Fraktalni analyza ¢asovych fad je zajimavym tématem. Existuje mnoho publikaci, ¢i
vysokoskolskych praci, které se zabyvaji pravé takovou analyzou. Nenasel jsem ovSem praci,
ktera by se zabyvala fraktalni analyzou ¢asovych tad v pojistovnictvi, pfitom pojistovnictvi je
jeden z piliia zdravé ekonomiky vSude ve svété. Praveé proto jsem se rozhodl vénovat se ve své

diplomové praci analyze tohoto druhu dat.
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