UNIVERZITA PARDUBICE

FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A INFORMATIKY

BAKALARSKA PRACE

2017 Martin Hroch



Univerzita Pardubice

Fakulta elektrotechniky a informatiky

Algoritmy pro hledani nejkratSich cest v grafu

Martin Hroch

Bakalatska prace

2017



Univerzita Pardubice
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Akademicky rok: 2016,/2017

ZADANI BAKALARSKE PRACE
(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a pii{jmeni: Martin Hroch

Osobni ¢islo: 113132

Studijni program: B2646 Informaéni technologie
Studijni obor: Informacéni technologie

Nézev tématu: Algoritmy pro hleddni nejkrat3ich cest v grafu

Zaddvajici katedra: Katedra informaénich technologii

Zasady pro vypracovani:

Grafem mitize byt zndzornéna napiiklad silni¢ni, nebo Zelezni¢ni sit. Celkovym cilem préace
reSerSe a implementace grafovych algoritmi na nalezeni nejkratsi cesty v grafu.

Cilem teoretické ¢ésti bude reSerse algoritmi pro nalezen{ nejkratsi cesty v grafu (orientova-
ném, ¢i neorientovaném). Pro hledani nejkratsi cesty bylo popsano nékolik algoritmii (napt.
prohledavani grafu do Sitky, prohledavani do hloubky, Dijsktriv algoritmus ¢i heuristicky al-
goritmus A star) Algoritmy budou srovnany z hlediska pouZitelnosti pro jednotlivé typy grafii,
pamétové a ¢asové naro¢nosti.

Cilem praktické ¢asti bude vytvofeni aplikaci pro jednotlivé algoritmy véetnd navrhu vhod-
nych datovych struktur pro praci s grafy. Algoritmy budou otestovdny na konkrétnich datech.
Aplika¢ni ¢ast lze vytvofit napf. ve vyvojové prostiedi Javy, popf. jiné podobné aplikaci.



Rozsah grafickych praci:

Rozsah pracovni zpravy:

Forma zpracovani bakalaiské prace: tisténa
Seznam odborné literatury:

BALAKRISHNAN, V. Schaum’s outline of theory and problems of graph
theory. New York: McGraw-Hill, ¢1997, viii, 293 p. ISBN 00-700-5489-4.
TOPFER, Pavel. Algoritmy a programovaci techniky. 1. vyd. Praha:
Prometheus, 1995, 299 s. ISBN 80-858-4983-6.

MATOUSEK, Ji#i. Kapitoly z diskrétni matematiky. Vyd. 1. Praha: Karolinum,
2002, 381 s. ISBN 80-246-0084-6.

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Josef Rak, Ph.D.

Katedra matematiky a fyziky

Datum zadani bakaldaiské préace: 31. fijna 2016

Termin odevzdani bakaldiské prace: 12. kvétna 2017

-

y \
Ing. Zdengk Némec, Ph.D. Mgr. Josel Hordlek, Ph.D.
dékan vedouci katedry

V Pardubicich dne 31. bfezna 2017



Prohléaseni autora

Prohlasuji, ze jsem tuto praci vypracoval samostatné. Veskeré literarni prameny a informace,

které jsem v praci vyuzil, jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Byl jsem seznamen s tim, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorsky zdkon, zejména se skutecnosti, ze Univerzita Pardubice ma
pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace jako skolniho dila podle § 60 odst. 1
autorského zakona, a s tim, ze pokud dojde k uziti této prace mnou nebo bude poskytnuta
licence o uziti jinému subjektu, je Univerzita Pardubice oprdvnéna ode mne pozadovat
pfiméfeny pfispévek na thradu ndkladl, které na vytvofeni dila vynaloZila, a to podle

okolnosti az do jejich skute¢né vyse.

Souhlasim s prezen¢nim zptistupnénim své prace v Univerzitni knihovné.

V Pardubicich dne 07. 12. 2017

Martin Hroch



PODEKOVANI

Rad bych podé&koval vedoucimu této bakalaiské prace RNDr. Josefu Rakovy Ph.D. za cenné
rady, pfipominky a vstficny pfistup pii zpracovani této prace. Déle bych rad podékoval mym

blizkym za jejich €as, pochopeni a podporu pfi psani bakalafske prace.



ANOTACE

Cilem bakaléaiské prace je vytvofeni softwaru na hledani nejkratSich cest v grafu pomoci
zakladnich algoritml. V praci jsou popsany zakladni pojmy tykajici se grafii a popsan

Dijsktruv algoritmus, A-star algoritmus a Floyd-Warshalliv algoritmus.

KLICOVA SLOVA

grafy, algoritmy, vrcholy, hrany, Dijsktra, nejkratsi

TITLE
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ANNOTATION
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0 UVOD

Hledani nejkratsi vzdalenosti je vyuzivané v mnoha odvétvich informatiky. Nalezneme jej
v aplikacich, pro cestovani vyuzivajicich mapové podklady, uréenych pro navigovani. Vyuziti
je i vdraznich systémech pro fizeni vlakové dopravy, pro sestavovani jizdnich fadu a
Vv neposledni tfadé¢ pro nalezeni vhodného vlakového spoje. Souvisejicim a mnohdy
propojenym odvétim je poté doprava silni¢ni. DalSim odvétvim jsou hry, kvalitni hra ma zivé
a interaktivni prostiedi a takové prosttedi potiebuje néjaky algoritmus pro pohyb po mapé¢, po

terénu a podobé.

V ptipad€ drazni dopravy vrcholy grafu predstavuji jednotlivy vyhybky a stanice a hrany
koleje mezi nimi. V piipadé¢ silni¢ni dopravy vrcholy pfedstavuji vrcholy kiizovatky a hrany
silnice mezi nimi. U her je situace slozitéjsi a lisi se od pouzité technologie. Nejjednodussim

je pravidelny Sestitthelnik).

Tato prace se deli do teoretické a praktické Casti. V teoretické casti jsou popsany zékladni
pojmy pojici se s grafy a fungovani vybranych algoritma. V praktické casti je vytvoien
program, slouZici pro hledani nejkratsi cesty pomoci vybranych algoritmtl. Program umoziuje
nacitani dat z textového souboru v zadaném formatu a préaci nad piedpiipravenymi daty.

Vystupem programu je obvykle nejkratsi cesta mezi vybranymi vrcholy.

V uvodni ¢asti prace dochazi k popsani zakladnich pojmu pojicich se s grafy. Mezi které
patii popsani, co ptredstavuje graf a jaké mame druhy grafii. Poté jsou popsany jednotlivé dilci

¢asti grafu a na konec je popsano jakym zplisobem je mozné reprezentovat graf.

V nasledujici Casti je Kratce popsana historie teorie grafii a poté jsou popsany vybrané
operace, jenz miizeme nad grafem provadét. Nasleduje popis datovych struktur, jenz

pouzivam nebo jsem vytvofil pro potfeby programu.

Dalsi kapitola popisuje samotny vyvoj aplikace, jsou zminény programy, které jsem vyuzival
a také format v jakém nacitdm a ukldddm grafy. Po této kapitole nasleduje popis casti

grafického rozhrani, jenZ jsem vytvofil pro usnadnéni prace s programem.

V posledni ¢asti jsou poté popsany vysledky testovani jednotlivych algoritmu. Jejich srovnéani

Z hlediska ¢asové naro¢nosti a pamét'oveé nadroc¢nost a z hlediska narocnosti na vyvoj.
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1 ASYMPTOTICKA SLOZITOST

Pro ucely porovnani jednotlivych algoritmi, byl vymyslen zplsob, ktery ndm ukazuje, jak je

dany algoritmus rychly. Tento pojem se nazyva asymptoticka slozitost. [!!

Definice 1.1 Asymptoticka sloZitost vyjadiuje rist naroc¢nosti algoritmu (pocet provedenych

elementérnich operaci) s rostoucim mnozstvim vstupnich dat. [

Definice 1.2 Formalni definice asymptotické sloZitosti

Necht g je funkce. Pak definujeme mnozinu funkci O(g(n)) nasledovng: 2

0(gm) ={f|3c>0,ng €N:Vn>ng: |fM)| < |c- gm)|[}

Rozlisujeme nékolik tiid sloZitosti. Tyto slozitosti zacinaji na O(1) a kon¢i na O(n!). Cely

vycet je zobrazen V nasledujici tabulce. Kde jsou setazeny od nejrychlejsich k nejpomalejsim.

Asymptoticka slozitost | Vyjadieni Popis a nejéastéjsi pripad
Pocet operaci pro libovolné velka data je stejny.
Konstantni 0(1) Typicky tteba pfistup k paméti nebo zjiSténi
sudosti ¢isla.
Logaritmicka O(logn) Typickym ptikladem je bindrni vyhledévani
Slozitost se zvySuje podobné jako velikost dat.
Linearni 0o(n) Piikladem mulze byt vyhledani maxima

V nesetazeném poli.

Linearn¢ logaritmicka

0(n-log(n))

Razeni poli redlnych Cisel algoritmem merge

sort.

Kvadraticka 0(n?) Razeni poli algoritmem bubble sort
Polynomialni 0(n*),k € R | Floydtv algoritmus, nasobeni matic
Exponencialni 0(k™),k € R | Problém obchodniho cestujiciho

Faktoridlova o) Obvykle slozitost brute-force algoritmu. Kdy se

hledaji veskeré permutace n prvki.

13




2 GRAF A JEHO CASTI
V této Casti popisu jednotlivé pojmy, jenz se poji s grafy a jeho ¢astmi a druhy. Vyjmenuji
vybrané druhy grafii a vybrané druhy c¢éasti grafu. Dale popiSu, jakymi zplsoby lze graf

reprezentovat. Tedy jak jej 1ze zobrazit nebo ulozit.

Definice 2.1 Graf definujeme jako uspotfadanou trojici G = (V, H, f) kde V predstavuje
neprazdnou kone¢nou mnozinu vrchol (uzld), H predstavuje kone¢nou mnozinu hran a f
predstavuje incidence. Incidenci rozumime pfifazeni kazdé hran¢ z mnoziny H uspotadanou

dvojici vrcholtl z mnoziny V. B
Definice 2.2 Hranou rozumime spojnici mezi dvéma vrcholy.

Definice 2.3 Vrcholem rozumime mnozinu za¢atku a konct hran.

2.1 Hrana

Hrana muze byt orientovand nebo neorientovand. Vzhledem k ostatnim vrcholim dale
rozliSujeme smycky, rovnobézné hrany a ndsobné hrany. Kdy kazda hrana mtze byt oznacena

vice pojmy.

Definice 2.1.1 Smycka je takova hrana, jenz vede z jednoho vrcholu do toho stejného

vrcholu. 4

Definice 2.1.2 Rovnobézné hrany jsou takové hrany, jenz vSechny spojuji stejnou dvojici

vrchold. 4

Definice 2.1.3 Nasobné hrany jsou takové hrany, jez jsou rovnob&zné a jsou bud'to
neorientované nebo souhlasné orientované (vedou ze stejného vychoziho uzlu do stejného

cilového uzlu). B!

2.2 Vrchol

Vrchol nebo také uzel nam piedstavuje objekt, jenz mlze byt hranou spojen s jinym
vrcholem. Dva vrcholy spojené hranou se nazyvaji sousedni vrcholy (uzly). Pfifazeni hrany

uzlu se oznaduje pojmem incidence. (6!

Definice 2.2.1 Stupeii vrcholu je Cislo vyjadiujici pocet hran, s kterym uzel inciduje. Znaci

se [x|. Pokud se |x|=0 tak se jedna o izolovany uzel. [

Definice 2.2.2 Izolovany vrchol je takovy vrchol, z kterého nevede zadna cesta a zaroven

do ng&j nevede zadna cesta. Tedy neinciduje s zadnou hranou. Jeho stupeii je roven nule. [°]

14



2.3 Graf

Grafem rozumime mnozinu vrcholll a hran. Kde hrany spojuji piislusné vrcholy. Jednotlivé
hrany mohou byt orientované nebo neorientované. V piipad¢€, ze je hrana orientovana tak ma

zat¢atek a konec. V piipadé, Ze je neorientovana tak se zadatek a konec nerozlisuje. [")
Definice 2.3.1 Graf je dvojice: [l
G=((,E);Ve€E:e=(ab);a,beV

eV je neprazdna mnozina uzld (disjunktni s mnozinou E)
e E je mnozina hran (disjunktni s mnozinou V)

Definice 2.3.2 Graf je trojice: ™
G=W,E,R);R:E->VXV

e Vje neprazdna mnozina uzlii (disjunktni s mnozinou E)

e E je mnozina hran (disjunktni s mnozinou V)

e R jeincidencni relace (zobrazeni z mnoziny hran do mnoziny uzli)
Dle orientace hran se poté odviji i to, zdali bude graf orientovany nebo neorientovany.
Orientovany graf obsahuje orientované hrany a neorientovany graf obsahuje pouze

neorientované hrany. [

Dalsim pojem, jenZ rozliSujeme je ohodnoceni grafu. Kazd4d hrana v grafu muze byt
ohodnocena. Pokud je kazda z hran v grafu ohodnocena pak mluvime o ohodnoceném grafu.
Ohodnocené mohou byt i vrcholy. V. mnoha algoritmech v pribéhu jeho provadéni postupné

jednotlivé vrcholy ohodnocujeme. ]

Mimo téchto hodnot miizeme sledovat mnozstvi hran v grafu mnozstvi hran vedoucich z nebo
do vrcholu. Popiipadé zdali graf obsahuje rovnobézné hrany nebo smycky. Popiipadé
celkovou strukturu rozlozeni hran a vrcholli. Kombinaci téchto pojmi nam poté vznikaji

ruzné druhy grafi.

Definice 2.3.3 Multigraf je takovy graf, ve kterém jsou dva rizné uzly spojeny vice riznymi

hranami a mtiZze obsahovat i smy¢ky. !

15



Jednu z mnoha moznosti zobrazuji i na nasledujicim obrazku multigrafu (Obrazek 1).

Obrazek 1 — Multigraf [zdroj: autor]

Definice 2.3.4 Prosty graf je takovy graf, ktery neobsahuje Zadné rovnobézné hrany, ale

miize obsahovat smycky. [

Coz je nazorné zobrazeno na obrazku prostého grafu (Obrazek 2).

Obrazek 2 - Prosty graf [zdroj: autor]
Definice 2.3.5 Oby¢ejny graf je takovy graf, kde mezi dvéma riznymi uzly existuje nejvyse

jedna hrana a neobsahuje zadnou smy¢ku. !

Pro lepsi predstavu je takovy graf zobrazen na obrazku jednoduchého grafu (Obrazek 3).

Obrazek 3 — Oby¢ejny graf [zdroj: autor]
Definice 2.3.6 Pseudograf je takovy graf, ktery obsahuje smycky a dva rizné uzly mizou byt

spojeny vice jak jednou hranou. Pseudograf je neobecngj§im typem neorientovaného grafu. [l

16



Definice 2.3.7 Uplny graf je graf, jehoz kazdé dva riizné vrcholy jsou spojeny hranou. Tedy

kazdy vrchol je spojen se viemi ostatnimi vrcholy. ]

Definice 2.3.8 Podgraf takovy graf, jenz vznikl odebranim asponi jednoho vrcholu nebo
hrany z pivodniho grafu. Pokud je odebran uzel je také potieba odebrat veskeré uzly vedouci

do nebo z tohoto vrcholu. !

Nasledujici obrazek (Obrazek 4) zobrazuje vychozi graf a ¢ervené jsou vyznacené mozné

podgrafy:

i -:I—{-..I L, ]
- \ ~ . -
'H._H. e .__.-'

'H.x s _.-"

L R
[ f ] I: ]

L ST
.-';. < x\.

& 4 hY

& e %y

Obrazek 4 - Podgraf a) vychozi graf, b) podgrafy [zdroj: autor]

Definice 2.3.9 Orientovany graf je takovy, jehoz hrany maji svij pevné dany zacatek a

konec. Tedy kazda hrana je orientovana. (1%

Definice 2.3.10 Neorientovany graf je takovy graf, v kterém hrany nemaji uréeny svij

zat¢atek a konec, pouze spojuji dva uzly. [']

Definice 2.3.11 Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. V kterém mezi dvéma vrcholy
existuje pravé jedna a maximalné jedna cesta. V takovémto grafu nemiliZe nastat situace kdy,

Ize do z jednoho vrcholu do druhého nalézt vice cest. 1]

Jak takovy strom muze vypadat zobrazuje nasledujici obrazek grafového stromu (Obrazek 5).

Obrazek 5 — Strom [zdroj: autor]
Stromy se casto vriznych modifikaci pouZzivaji jako datové struktury. Nejznaméj$im
ptikladem muze byt binarni vyhledavaci strom. Tento strom je typicky tim, Ze z jednoho
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vrcholu vedou nejvySe tfi cesty. Jedna nahoru ztzv. predkovy (otci) a dvé dolu k tzv.
potomkiim (syniim). Ve stromé¢ plati, Ze levy potomek je mensi nebo roven predkovy a pravy

je vétsi neZ predek. Divodem pro zavedeni tohoto stromu je rychlost vyhledavani. ('

Definice 2.3.12 ,Sled je usporddand posloupnost uzlii a hran (uzly a hrany se mohou
opakovat). “ P

Definice 2.3.13 Délka sledu piedstavuje poet hran obsazenych ve sledu. [
Definice 2.3.14 Tah je takovy sled, v kterém je kazdy hrana obsaZena pouze jednou. P!

Definice 2.3.15 Eulertv tah je takovy tah v kterém jsou vSechny hrany obsazeny pravé a
pouze jednou.

Definice 2.3.16 Cesta je takovy tah, v kterém je kazdy vrchol obsaZenou pouze jednou. [°!
Definice 2.3.17 Kruznice je cesta, jenz zagina a konéi ve stejném uzlu. ¥

V piipadé orientovaného grafu mluvime o cyklu. [
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2.4 Reprezentace grafu

Grafy je mozné reprezentovat nékolika zpiisoby. Zakladni reprezentaci je 2D graficka podoba
grafu, kdy vrchol je obvykle znaden kruhem a hrana je znacena Sipkou. Tento typ
reprezentace je ovsem Spatné Citelny pro pocitace. Graf se tedy da vyjadfit i jinymi zpisoby
nejcastéjSim  zpusobem je zapsani do matice. RozliSujeme nékolik druhli, mezi
nejvyznamnéjSi patii matice sousednosti a matice incidence. DalSim moZnym vyjadienim
grafu je spojovy seznam. V nésledujici kapitole budu rozebirat ostatni moznosti reprezentace

grafi. A k tomuto ucelu budu pouzivat Obrazek 2 pro neorientovany graf a Obrazek 3 pro

A 2
b \ e

Obrazek 6 - Neorientovany graf [zdroj: autor]

l/';\ a /';\
. .

b d e

C e D
>/ \*/

Obriazek 7 - Orientovany graf [zdroj: autor]

orientovany graf.
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2.4.1 Matice sousednosti

Matice sousednosti reprezentuje graf pomoci N x N matice. Kde N vyjadifuje pocet vrcholu.
Matice sousednosti je tedy ¢tvercovou matici. V fadcich i sloupcich jsou zapsany jednotlivé
vrcholy. Pokud mezi danou dvojici vrcholl vede cesta tak zapiSu 1. Pokud mezi danymi uzly

cesta nevede zapisi 1. Matice je pro neorientované grafy symetricka podle diagonaly. [}

Pro lepsi pfedstavu matice sousednosti vyse uvedeného neorientovaného grafu (Obrazek 6):

/1234\
101 11
2 1.0 0 1|
310 0 1
4 1110

A pro porovnani i matice sousednosti vySe uvedeného orientovaného grafu (Obrazek 7):

/1234\
101 1 1
|2 0 0 o0 o
300 0 1
4 010 0

2.4.2 Matice incidence

Matice incidence reprezentuje graf pomoci N x M matice. Kde fadky matice pfedstavuji uzly
grafu a sloupce matice piedstavuji hrany grafu. Pokud z uzlu m vede cesta n tak v matici se
zapiSe 1 pokud cesta n vede do uzlu m tak se zapiSe -1 a pokud z daného uzlu m cesta n
nevede se zapiSe 0. V piipad¢ neorientovaného grafu se zapisuje 1 tam kde hrana inciduje
s vrcholem a 0 tam kde neinciduje. Zaporné hodnoty se tedy v neorientovaném grafu neuvadi,

jelikoZ neni rozliden za¢atek a konec. [']

Pro lepsi predstavu matice incidence vyse uvedeného neorientovaného grafu (Obrazek 6):

!
)

BN e

OO R KFkQ
OCRrROR
_m OO N
_ O O =
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A pro porovnani i matice sousednosti vyse uvedeného orientovaného grafu (Obrazek 7):
/ a b
1 1 1

C
0
|2 -1 0 0o o -1
30 -1 1 0 0
4

2.4.3 Matice primych vzdalenosti

Dalsi z moznosti, jak ulozit data v matici je pomoci matice pfimych vzdalenosti. Tato matice
je velikosti N x N. Kde N je podet uzli. Na diagonale jsou 0. Radky i sloupce piredstavuji
jednotlivé vrcholy. Pokud mezi danymi uzly vede piima cesta tak je zapsano Cislo, které
odpovida ohodnoceni hrany mezi nimi. Pokud mezi uzly nevede pfima cesta je zapsana jako
nekonecno (o). Pro neorientované grafy je tato matice symetricka podle diagonaly stejné jako

V piipadé matice sousednosti. 2

Pro lepsi predstavu uvedu piiklad na nasledujicich obrazcich ohodnocenych orientovanych a

neorientovanych grafil.

70
—)

\
/

NN
Obrazek 8 - Ohodnoceny neorientovany graf [zdroj: autor]

l/;\ s /0

|/2 4 /3\
2/ >/

Obrazek 9 - Ohodnoceny orientovany graf [zdroj: autor]
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Pro lepsi pfedstavu matice vyse uvedeného neorientovaného grafu (Obrazek 8):

/0123\
0 0 3 1 o
|1 3 0 1 2
2 1 1 0 8
3 oo 2 8 0

A pro porovnani i matice sousednosti vySe uvedeného orientovaného grafu (Obrazek 9):

(o )

| 1 1 |

\; o/

Spojové reprezentace grafu je pravdépodobné nejpouzivanéjsi formou reprezentace grafu.

g woulk
8§ © 8 N

8 8 8o

2.4.4 Spojova reprezentace

Spojova reprezentace obsahuje tolik fadki, kolik méa graf vrcholl. Na kazdy fadek za zapiSe
¢islo (nebo jiny unikatni ukazatel) vrcholu, vybrany znak, jenz bude slouzit jako oddé€leni a na
konec se vyjmenuji jednotlivé vrcholy (¢islem nebo jinym identifikatorem) do kterych vede
cesta z daného vrcholu. Alternativné se miize jeSté¢ u kazdého z vrcholu pouzit ohodnoceni

hrany. Jeden fadek zdznamu by tedy mohl poté vypadat n&jak takto: [
1-2/2,3/1

Pro lep$i predstavu uvadim cely zdznam spojové reprezentace vySe uvedeného
neorientovaného grafu (Obrazek 8):

0-1/3,2/1

1-0/3,2/1,3/2

2_0/11 1/11 3/8

3-1/2,2/8

A pro porovnani i cely zdznam spojové reprezentace vySe uvedené¢ho orientovaného grafu
(Obrazek 90brazek 9):

0-1/5,2/2

1-3/1

2_1/3r 3/4
3-
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2.4.5 Dalsi reprezentace
V softwaru neni obvykle graf pfili§ reprezentovan nckterou z téchto metod. Ale pouziva se
pro ukladani dat. Pro samotnou reprezentaci se pouzivaji vybrané datové struktury, které do

jisté miry reflektuji grafickou podobu grafu.

Nejcastéji se tedy pouziva datova struktura hrana a vrchol (uzel) které jsou poté obaleny
datovou strukturou graf. Jednotlivé vztahy mezi nimi poté jiz zalezi na navrhu aplikace, druhu

programovaciho jazyka. Implementace grafu se mize vyrazné lisit v Javé a v C++.
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3 HISTORIE TEORIE GRAFU

3.1 18. stoleti — Sedm mosti mésta Kralovce (Konigsberg)

Tato tloha je jednou z prvnich uloh teorie grafi. V této tloze se fesilo, zdali je mozné projit
kazdym mostem ve mésté Kralovec (Konigsberg) pravé jednou a zaroven skocit tam kde jsme
zacCali. Tato tloha byla vyfeSena az v roce 1763 Leonhardem Eulerem, jenz matematicky

dokézal, Ze to neni mozné. !

Obriazek 10 - Sedm mosti mésta Kralovce [13]
Hlavni myslenkou pfi tomto dikazu je ze vrchol, z néhoz vychazi lichy pocet hran mtze byt
bud’ vrcholem pocate¢nim nebo vrcholem koncovym. A jak je mozné vidét na obrazku,

v piipadé sedmi mostii mésta Kralovce vychazi lichy pocet hran z kazdého vrcholu. 4

Tento graf tedy neobsahuje eulertiv tah, pfesnéji neobsahuje eulertiv okruh.

3.2 19. stoleti — Fyzika a chemie

Na teorii grafii navazal v roce 1847 Gustav Kirchhoff, ktery se zabyval vypoctem proudu
Vv elektrickych sitich pomoci poctu koster grafu. A vroce 1857 vymyslel sir William
Hamilton hru jejimz tkolem bylo pospojovat vSechny vrcholy pravidelného dvanactisténu
tak, aby byl kazdy vrchol pouzit pravé jednou. Podle této hry vznikl pojem hamiltonovska

L4

kruznice. OvSem nejznaméjsi lohou z toho stoleti je problém ¢ty barev. Hlavni otdzkou této
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ulohy bylo, zdali je mozné pomoci 4 barev obarvit jakoukoliv mapu tak, aby dvé sousedni

zemé nebyly obarveny stejnou barvou. [*°)

4 OPERACE NAD GRAFY

Nad grafy v riznych podobach lze provadét rizné operace. Mezi nejéastéjsi pravdépodobné
patii hledani nejkratSi cesty, ale mizeme také hledat cestu nejdelsi, poptipadé v piipadé
stavebniho inzenyrstvi nebo obecné tam kde je potfeba organizovat praci v ase se vyuziva
hledani kritické cesty. Popiipad€ hledani minimalni kostry, ¢ehoz se vyuziva tfeba v sitich pro
nalezeni nejmensiho poétu skokti do cilového uzlu nebo v ptipadé inZenyrskych siti
(elektfina, voda, plyn) pro minimalizaci nakladi na vystavbu siti a propojeni jednotlivych

domau.

4.1 Grafové algoritmy

Algoritmy ptinaSeji pravidla nebo také recept pro praci s grafy, na vstupu dostavame graf
v n&jaké podob& a na vystupu dostdvame feeni. ReSenim mize byt sled uzla nebo délka
cesty. Poptipad€ matice feSeni nebo také prazdna mnozina v ptipad€ nenalezeni feSeni. Kazdy
algoritmus ma sva pozitiva a negativa. A kazdy je né¢im jiny. Algoritmy se déli podle ¢asové
naro¢nosti, pamét'ové naroc¢nosti a podle sloZitosti implementace, tedy podle toho, jak dlouho
nam bude trvat takovy algoritmus napsat. Mezi zdkladni algoritmy patii prohledavani do Sitky
nebo prohledavani do hloubky. DalSimi algoritmy jsou Dijkstriv algoritmus, A-star

algoritmus (A* algoritmus) a Floyd-Warshallav algoritmus.

4.1.1 Hledani nejkratsi cesty v grafu

Hledani nejkratsi cesty v grafu Ize provadét nekolik zplisoby, asi nejzédkladnéjSim zplisobem
je ptimy pohled na graf, ovSem pro tyto tcely musime mit graf néjaky zplisobem zobrazeny.
Tento zpiisob tedy neni idedlni a nemusi vzdy poskytovat spravné vysledky. Z tohoto divodi
matematici vymysleli nékolik algoritmil, jimiz se d4 dosdhnout nalezeni nejkratsi cesty.
Nalezena cesta nemusi byt vZdy ta nejkratsi, ale jedna z nejkratSich, poptipadé v pii pfidani
dalSiho parametru mizeme hledat cestu s nejvyssi propustnosti nebo v ptipad¢ silnicnich siti

nejrychlejsi cestu tedy pro nas nejoptimalnéjsi cestu.

4.1.2 Prohledavani do Sifky a do hloubky
Tyto dva algoritmy jsou velice podobné. Lisi se v datové struktute, do které se ukladaji
jednotlivé vrcholy pii prichodu grafem. Pro prohledavani do hloubky se pouziva zasobnik.

(331 Pro prohledavani do sitky se pouziva fronta. €l
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Kroky algoritmu prohledévani do Sitky:

1) VS$echny vrcholy oznac¢it jako nenavstivené.

2) Pocatec¢ni vrchol nastavit jako navstiveny.

3) Vlozit pocatecni vrchol do fronty.

4) Odebrat prvni vrchol z fronty a ulozit jej do proménné.

5) Na konec fronty zaradit vSechny vrcholy do kterych vede hrana

z ulozeného vrcholu a nebyly jesté navstivené a zaroven Jje nastavit jako
navstivené.
6) Navrat ke korku 4 dokud neni fronta préazdné.

Asymptoticka slozitost algoritmu je rovna O(V+E), kde V piedstavuje pocet vrcholt grafu a E

podet hran grafu. [16]

Kroky algoritmu prohledédvani do hloubky:

VSechny vrcholy oznac¢it jako nenavstivené.

Pocatecni vrchol nastavit jako navstiveny.

Vlozit pocatecni uzel na zasobnik.

Odebrat vrchol z vrcholu zasobniku a uloZit jej do proménné.

5) Na zéasobnik vlozit vsSechny vrcholy do kterych vede hrana z uloZeného
vrcholu a nebyly je3$té navstivené a zarovern je nastavit jako navstivené.
6) Navrat ke kroku 4 dokud neni zasobnik préazdny.

Asymptoticka slozitost algoritmu je stejna jako u prohledavani do $itky tedy O(V+E), kde

DS N

V piedstavuje pocet vrcholil grafu a E poéet hran grafu. ]

4.1.3 Dijkstriv algoritmus

Dijkstriv algoritmus je nejrychlejsi algoritmus slouzici k nalezeni nejkratsi cesty v grafu.
Pouziva se tam, kde se v grafu nenalézaji Zadné zdporné hrany. Algoritmus vynalezl v roce
1959 nizozemsky informatik Edsger Dijkstra. Algoritmus je kone¢ny. Vstupni graf nesmi

obsahovat hrany se zapornym ohodnocenim. €]

Bé&hem provadéni algoritmu postupujeme od vychoziho uzlu, jenZ si zvolime, az k cilovému
uzlu, jenZ si také zvolime. Vystupem z tohoto algoritmu je poté seznam uzll, jimiZ cesta
prochazi a dil¢i vzdalenosti mezi nimi. V pribéhu algoritmu jsou obvykle ohodnoceny

vSechny vrcholy.

U Dijkstrova algoritmu lze dosahnout asymptotické slozitosti O(E + VlogV), kde

V piedstavuje pocet uzlii a E pocet hran. (18]

Postup provadéni algoritmu:

1) Zvolime vychozi a cilovy vrchol.

2) Vychozi vrchol ohodnotime 0 a ostatni vrcholy ohodnotime hodnotou
nekonecno.

3) Zaroven vychozi vrchol oznac¢ime jako aktudlni a ostatni vrcholy jako
nenavstivené.

4) Vybereme nenavstiveny vrchol s nejnizsim ohodnocenim.

5) Projdeme veSkeré hrany vedouci z daného vrcholu. Pokud je hodnota
vrcholu na konci hrany vy$3i jak hodnota souc¢tu hrany a aktudlniho vrcholu,
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tak hodnotu vrcholu na konci hrany zménime na hodnotu souctu hrany a
aktudlniho vrcholu a zarovein nastavime aktudlni vrchol jako predchtdce uzlu
na konci hrany.

6) Nastavime aktudlni vrchol jako navsStiveny.

7) Pokud neni koncovy vrchol ohodnoceny (hodnota je stdle nekonecno)
pokracujeme na bod 4. Pokud je ohodnoceny pokracdujeme na bod 8.

8) Pokud existuje vrchol s nizs$im ohodnocenim, jak koncového vrcholu
pokrac¢ujeme na bod 4. Pokud neexistuje vrchol s niz$im ohodnocenim
pokracujeme na bod 9.

9) Vyslednou cestu zjistim tak, Ze budeme do seznamu vrcholl postupné
ptidavat ptedchidce jednotlivych vrchold. Zacéneme koncovym vrcholem a
postupujeme tak dlouho dokud nedojdeme k zacdtecénimu.

Tento postup je rozsifenim algoritmu prochézeni do Sitky. Kdy se misto bézné fronty vyuziva

prioritni fronty.

4.1.4 A-star algoritmus
Je algoritmus slouzici k nalezeni nejoptimalnéjsi cesty. Touto cestou muze byt i cesta

nejkrat§i. Algoritmus poprvé popsali v roce 1968 P. Hart, N. Nilsson a B. Raphael. [*%

Vstupem algoritmu je ohodnoceny graf, vstupni vrchol a kone¢ny vrchol a vystupem je
nejoptimalné;si cesta ze vstupniho vrcholu do koneéného vrcholu nebo v pripade, ze cesta

neexistuje tak prazdna mnozina, poptipadé zprava o nenalezeni cesty. (1

Algoritmus je rozSifenim prohledavani do Sitky. OvSem misto obycejné fronty se pouziva
fronta prioritni. Jednotlivé polozky ve fronté jsou poté sefazeny podle funkce f. Tato funkce je

souétem heuristické funkce (h), délky hrany a hodnotou predeslého uzlu (g). 19

Zapis funkce na fazeni v prioritni fronté¢ vypada nasledovné:

f(x) = h(x) + g(x)

Kde f(x) je pfedpokladana hodnota cesty, h(x) je heuristickd funkce pro kone¢ny vrchol a g(X)

je samotna délka cesty.

Heuristickd funkce musi byt vétsi jak nula. Heuristickd funkce miize ptfedstavovat tieba
hustotu dopravy na dané silnici nebo maximalni rychlost, kterou je mozné po silnici jet.
Heuristické funkci a hodnoté hrany poté lze ptifadit rozdilné hodnoty diilezitosti. Poté by se
dala funkce upravit riznymi zpiisoby. Jednim ze zplsobu je ndsobeni obou hodnot Cisly

jejichz soucet je 1. Vzorec by pak by pak vypadal takto:

f(&x) =axh(x)+bx*g(x)

Kde f(x) je pfedpokladana hodnota cesty, h(X) je heuristicka funkce pro kone¢ny uzel, g(X) je

samotna délka cesty, a spolu s b jsou koeficienty jejichZ soucet musi byt 1.
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Casova slozitost algoritmu je siln€ zavisla na pouzité heuristické funkci. Obecné vsak jeho

asymptoticka slozitost nebude horsi jak prohledavani do $itky coz je O(V + H), kde V je pocet

uzlt a H pocet hran. [*°

Postup provadéni algoritmu:

1) Zvolime vychozi a cilovy vrchol.

2) Vychozi vrchol ohodnotime 0 a ostatni vrchol ohodnotime hodnotou
nekonecno.

3) Zaroven vychozi vrchol oznac¢ime jako aktudlni a ostatni vrcholy jako
nenavstivené.

3a) Pokud jesté graf neni heuristicky ohodnocen tak jej heuristicky
ohodnotime podle nami zvolené funkce.

4) Vybereme nenavsStiveny vrchol s nejnizsi funkci f.

5) Projdeme ves3keré hrany vedouci z daného vrcholu. Pokud je hodnota funkce
f na konci hrany vys$si jak vypoctend hodnota funkce f, tak hodnotu funkce £
vrcholu na konci hrany zménime na vypoctenou hodnotu funkce f a zaroven
nastavime aktudlni vrchol jako predchudce uzlu na konci hrany.

6) Nastavime aktuadlni vrchol jako navstiveny.

7) Pokud neni koncovy vrchol ohodnoceny (hodnota funkce f je stéale
nekonec¢no) pokracujeme na bod 4. Pokud je ohodnoceny pokracdujeme na bod 8.
8) Pokud existuje vrchol s niz$i funkci f, jak koncového vrcholu
pokracujeme na bod 4. Pokud neexistuje vrchol s niZ$im ohodnocenim
pokradujeme na bod 9.

9) Vyslednou cestu zjistim tak, Ze budeme do seznamu vrcholl postupné
pridavat predchidce jednotlivych vrchold. Zacneme koncovym vrcholem a
postupujeme tak dlouho dokud nedojdeme k zacatecnimu.

4.15 Floyd-Warshalluv algoritmus
Floyd-Warshalliv algoritmus slouzi k nalezeni vSech nejkratSich cest v grafu mezi vSemi

dvojicemi vrcholi. Algoritmus nelze pouzit, pokud graf obsahuje cykly zaporné délky. (2

Algoritmus se hodi zvlasté tam, kde je potfeba zjisténi nejkratsi vzdalenosti mezi mnoha
dvojicemi vrcholti. Je rychlejsi pouzit Floyd-Warshallliv algoritmus nezli n-krat pouzit

Dijkstriiv algoritmus. [2°]

Algoritmus nezavisle na sobé& objevili v roce 1962 Robert Floyd a Stephen Warshall [21]
Vstupem algoritmu je ctvercova matice délek. Vystupem je ¢tvercova matice predchidct.

Slozitost algoritmu je O(|V|?), kde V je pocet vrcholi grafu. Slozitost algoritmu je takto

vysoka, jelikoZ fesi nejkratsi cestu mezi vemi dvojicemi vrcholt v grafu. [2°]
Postup provadéni algoritmu:

1) Sestaveni matice pfimych vzdadlenosti

2) Pomoci ttrech vnofrenych cykll hleddme moZnost zkraceni cesty. V kazdé
iteraci poc¢itadme nejkratsi vzdéalenosti v prisluSeném podgrafu.

3) Pokud je pocet iteraci hlavniho cyklu mens$i, jak pocet vrchold grafu
vracime se na krok 2. Pokud ne je algoritmus ukoncen.
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Pro lepsi pfedstavu pseudokod algoritmu:

maticeVzdalenosti D;

maticePredchudcu P;

for (i = 0; 1 < pocetVrcholu; i++)
for (j = 0; j < pocetVrcholu; j++)

for (k = 0; k < pocetVrcholu; k++)

if (D[J1[k] > D[J]1[i] + DIi][k])
D[j]l[k] = D[JI[i] + D[i][k];
P[Jj][k] = P[i][k];
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5 DATOVE STRUKTURY

V této kapitole popisSu datové struktury, jenz jsem pouzil v mé aplikaci. Popisu datové
struktury, jenz jsem vytvofil i datové struktury, které jsou jiz vytvorené v jazyce Java a ja je
pouzivam.

Jako prvni popiSu pouzivané datové struktury z jazyka Java, které pouzivam pro ukladani dat
konkrétné tedy kolekce. Jako druhé popisu mnou vytvoiené datové struktury, které pouzivam

pro ukladani dat.

5.1 List

Prvni datovou strukturou, jenz pouzivam je list. List je rozhrani.

Definice 5.1 Rozhrani je ptedpis, jenz specifikuje vetejné metody, které musi t¥ida spliovat.
[22]

Tedy rozhrani ndm pouze popiSe, jaké metody musi naSe tfida obsahovat, ale jejich

implementace je jiz na nas. [??

5.1.1 ArrayList

Prvni podoba, Vv které list pouzivam je ArrayList coz je pole s proménnou velikosti. Poskytuje
pfistup k libovolnému prvku s asymptotickou slozitosti O(1). CoZz je hlavni dtvod proé¢
ArrayList pouzivam. ArrayList je vhodné pouzit vSude tam kde je potieba rychly pfistup
K jednotlivym polozkam a s polozkami v poli se nemanipuluje, tedy nepiesouvaji se,
nepiidavaji se. Jak jiz bylo feceno velikost pole uvnitf kolekce se dynamicky méni. Tedy,

kdyz pridate prvek tak velikost naroste a kdyz jej odeberete tak se velikost zmensi. [°]

Vnitini implementace této kolekce miize vypadat podobné a¢ o hodné slozit&ji jako na

nasledujicim obrazku (Obrazek 11).
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Garaz: ArrayList:

SeZnam » 0 1 2 3
String: String: String: String:
"Kolo” "Motorka"” "Autobus” "Auto”

Obrazek 11 - ArrayList schéma [zdroj: autor]

5.1.2 LinkedList

Druha podoba, Vv které pouzivam list je LinkedList, coZ je obousmérny spojovy seznam.
Vyhodou této kolekce je jeho rychlost v pfidavani a odebirani prvki na prvni nebo posledni
pozici. Dalsi vyhodou je jeho rychlost pfistupu k prvnimu nebo poslednimu prvku kolekce
ktera je O(1). A také se vice hodi pfi potfebé postupné iterovat skrz kolekci od zacatku na
konec nebo naopak. Kazdy prvek v kolekci si udrzuje informaci o jeho potadi, ptedchudci,
naslednikovy a obsazena data. Kolekce samotna si poté, mimo jiné, udrzuje informaci o

prvnim a poslednim prvku kolekce [?°]

Vnitfni implementace této kolekce miZze vypadat néjak podobné, ac sloZitéji jak na

nasledujicim obrazku (Obrazek 12).

LinkedList:
Facatek Konec
null [« o | |1 ]2 ]z » null
W W W L 4
Siring: Siring: Siring: Siring:
"Kolo" "Motorka" "Autobus"” "‘Auto”

Obrazek 12 - LinkedList schéma [zdroj: autor]

31



5.1.3 Porovnani rychlosti operaci

V textu jsem jiz zminil rychlost nékterych operaci, ale je vhodné uvést komplexni srovnani
vzhledem k ¢asové naro¢nosti jednotlivych operaci. Porovnany jsou ArrayList a LinkedList
Vv rychlosti pfistupu k prvku, rychlosti pridavani prvku, rychlosti prochézeni kolekci a
rychlosti vyhledavani v kolekci. Toto porovnani je dobré znat, abychom pro potieby daného
algoritmu zvolili spravny druh kolekce. Zpisob uchovani dat a piistupu k nim vyraznym
zpusobem ovliviiyje rychlost (vykon) vysledného algoritmu. Pii vyvoji algoritmu vyuzivajici
nékterou z téchto kolekei je tedy dobré si uvédomit jaké operace bude nas program nejcastéji
provadét nad kolekci a podle toho zvolit vhodnou kolekci. Porovnani je zobrazeno

V nésledujici tabulce.

Prvni sloupec v tabulce piedstavuje operaci provadénou s kolekci, druhy a tieti sloupec

predstavuje ¢asovou naro¢nost v danych operaci vyjadienou pomoci asymptotické slozitosti.

Tabulka 2 - Porovnani rychlosti operaci nad kolekcemi ArrayList a LinkedList [24]

Operace ArrayList LinkedList
Ptistup k ndhodnému prvku 0(1) 0(n)
Pfidani nebo odebrani z konce 0(1) 0(1)
Pfidani nebo odebrani ze zacatku 0(n) 0(1)
Jeden krok literatoru v pted nebo v zad 0(1) 0(1)
Hledani nebo odebirani ndhodného prvku 0(n) 0(n)
5.2 Queue

Druhou datovou strukturou, jenz pouzivam je fronta. Tato kolekce se vyznacuje tim, ze lze
pfistupovat k prvnimu prvku takzvané hlavé (head). Pro ukladani dat se pouZziva strategie
LILO — last in, last out. Neboli prvek, ktery je jako posledni pfidan bude také posledni

odebran. [?°]

5.2.1 PriorityQueue

Frontu konkrétné¢ pouzivdm v podobé¢ prioritni fronty. Tato fronta je sefazena a pokud se

v

neplati pravidlo LILO jelikoz jednotlivé prvky se mohou takzvané piedbihat. Typickou

implementaci prioritni fronty je binarni halda (heap). [%°!
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5.3 Map

Dalsim rozhranim z jazyka Java, které pouzivam je Map. Tato kolekce obsahuje objekt
svazany s jeho kli¢em. V kolekci se nemohou nachézet dva stejné klice, ale mohou se zde
nachazet dva stejné objekty ovSem s rozdilnym klicem. Mapu pouzivam hlavné diky moznosti

rychlého vyhledavani podle kli¢e. [°]

5.3.1 HashMap

Mapou pouzivam v podobé HashMap tato mapa poskytuje pfistup k libovolnému prvku
s konstantni slozitosti. Tato kolekce je nesynchronni, tedy v ptipadé vicevalcovych aplikaci
s ni mize v daném okamziku manipulovat pouze jedno vlakno. Prvky v této kolekci nejsou
sefazené v takovém potadi, v jakém jaké byly do kolekce vkladany. Tedy iterovani strukturou

nam nezajisti vzdy stejné poradi jednotlivych prvkda.

5.4 Vrchol

Tato datova struktura piedstavuje vrchol v grafu. Vrchol si v sobé uchovava informaci o jeho
potadi, své hodnoty a také list hran v kterych si uchovava veskeré hrany jez vedou z nebo do
vrcholu. Pro ucely jednotlivych algoritmt si vrchol uchovava informaci o jeho predchidci o

tom zadli jiZ byl ohodnocen a zpracovan a také tii rozdilné hodnoty.

5.5 Hrana

Tato datova struktura pfedstavuje granu v grafu. Je spojnici mezi dvéma vrcholy. Hrana si
uchovava informaci o jejim zacatku a konci, jeji hodnotu a pro tcely algoritmi informaci o

tom, zdali jiZ byla pouZita.

5.6 OrientovanyGraf

Datova struktura OrientovanyGraf predstavuje graf, v kterém maji vSechny hrany svoji
orientaci, tedy kazda hrana ma svlij zacatek a konec. Datova struktura si uchovavé informaci
o poctu vrcholl, jenz obsahuje a Vv datové struktufe Javy HashMap si uchovava veskeré
obsazen¢ vrcholy. Kli¢em je v tomto pfipad¢ potadi vrcholu a hodnotou je samotny vrchol.

Pro ucely algoritmu si uchovava i zacatek grafu.

5.7 NeorientovanyGraf
Datova struktura NeorientovanyGraf predstavuje graf, ve kterém neni pevné rozliSen zacatek
a konec hran. Datova struktura si uchovavé informaci o poctu vrcholl, jenz obsahuje a

v datové struktuie Javy HashMap si uchovava veskeré obsazené vrcholy. Klicem je v tomto
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ptipad¢ potadi vrcholu a hodnotou je samotny vrchol. Pro ucely algoritmu si uchovava i

zacatek grafu.

6 VYVOJ APLIKACE
V této ¢asti popisu jednotlivé pozadavky na aplikaci, jaké jsem mél moznosti pti vyvoji, proc

jsem si zvolil vyvoj v jazyce Java a ostatni véci tykajici se samotného vyvoje aplikace.

6.1 Pozadavky na aplikaci

Hlavnim pozadavkem aplikace bylo nalezeni nejkrat$i cesty nebo cest pomoci vybranych
algoritmi a informovani uzivatele o vysledcich téchto algoritmi. Pivodné byla aplikace
zamyslena jako konzolova, ale s ptibyvajicimi funkcemi jsem rozhodl o vytvoteni grafického

rozhrani (déle jen GUI), které bude pro uZivatele ptivetivejsi a piehledné;jsi.

6.2 Volba programovaciho jazyka

Programovaci jazyk Java jsem si zvolil z n¢kolik divodi. Hlavnim davod je ten, Ze je
primarn¢ vyucovan ve skole. Druhym divodem je rozmanitost datovych struktur. V dob¢, kdy
jsem zacal vyvijet aplikaci jsem jednotlivé datové struktury a kolekce jazyka Java znal
mnohem lépe neZ datové struktury jazyka C#, ktery by byl také vhodnym kandidatem. Jazyk
Java jsem zvolil i protoZe, Ze se na rozdil od C nebo C++ nemusim vibec starat o spravu

paméti.

6.3 Volba grafického rozhrani

V jazyce Java je momentalné na vybér tvofit grafické rozhrani pomoci knihoven Swing nebo
JavaFX ja jsem zvolil Swing, jelikoz s JavaFX jsem se v pribéhu studia viibec nesetkal,
nebyla vyu€ovdna v zadném piedmétu. DalSim divodem byly mé zkuSenosti s timto

rozhranim.

6.4 Volba vyvojového prostredi

Pro vyvoj aplikace jsem zvolil vyvojové prosttedi NetBeans IDE ve verzi 8.2 od firmy
Oracle. Které je dostupné zdarma. Vyvojové prostiedi mi v mnohém usnadnilo préci a
pomohlo s ptehlednosti kodu. Mezi velké vyhody vyvojovych prostiedi patii jejich schopnost
napovidani, generovani konstruktorii a metod na zaklad¢ poskytnutych dat. Dalsi schopnosti
je kontrola syntaxe, formatovani textu a v neposledni fadé¢ schopnost ladéni, tedy schopnost

za béhu programu sledovat a zastavovat a poustet jeho chod spolu s viditelnosti dat.
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6.5 Ostatni programy
Pro kresleni obrazkl grafli jsem pouzival online aplikaci, ke které je mozné pfistoupit z

webové adresy www.draw.io.

Pro psani prace a vyhodnocovani dat jsem pouzival aplikaci Microsoft Office 2016, konkrétné

jeji ¢asti Microsoft Excel a Microsoft Word.

6.6 Nacitani grafu ze souboru

Pro potieby aplikace bylo rozhodnuto, Ze bude potieba nacitat data ze souboru. Tento soubor
bude textovy a data v ném mohou byt ulozena bud’ jako matice pfimych vzdalenosti nebo
pomoci spojového seznamu. Soubor je textovy. Ptipona souboru je txt. Obsah souboru musi
pfesné spliovat zadany format. Tento format bude spolu s ptikladem popsan v nésledujicich

dvou kapitolach.

6.6.1 Matice pfimych vzdalenosti

Tento soubor ma strukturu pro neorientované grafy:

4
N
0 3 1
3012
1108
© 2 8 0

Nebo pro orientované grafy:

8§ 8§ OO B
8§ W o wm
g © 8 N
O = 8

8

Prvni fadek predstavuje pocet vrcholi. Druhy fadek predstavuje druh grafu. Velké pismeno N
znaci neorientovany graf. Velké pismeno O znaci orientovany graf. Na dalsich fadcich je poté
uvedena samotna matice pifimych vzdalenosti, ktera jiz byla popsana vyse v kapitole 2.4.3

Reprezentace grafii.
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6.6.2 Spojovy seznam

Tento soubor ma Vv piipadé neorientovaného grafu strukturu:

4

N

0-1/3,2/1
1-0/3,2/1,3/2
2-0/1,1/1,3/8
3-1/2,2/8

Nebo v piipadé orientovaného grafu:

4

@)
0-1/5,2/2
1-3/1
2-1/3,3/4
3_

Kdy prvni fadek predstavuje pocet vrcholii. Druhy tadek ptedstavuje druh grafu. Velké
pismeno N znaci neorientovany graf. Velké pismeno O znaci orientovany graf. Na dalSich
fadcich jsou poté vyjmenované jednotlivé vrcholy a hrany z néj vedouci. Prvni ¢islo v fadku
predstavuje potadi vrcholu. Vrcholy jsou fazeny vzestupné a zacinaji Cislem 0. Nasleduje
pomlcka a poté carkou oddélené informace o jednotlivych hranach. Pokud se za pomlckou
nenachdzi zZadné dal$i znaky ta ztoho vrcholu nevede Zadna cesta. Prvni Cislo znaci, do

jakého vrcholu vede hrana a ¢islo za lomitkem znaci ohodnoceni této hrany.

Podrobné je spojovy seznam popsan v kapitole 2.4.4, kde je uveden ptiklad spolu s obrazkem

daného grafu.

6.7 Ukladani grafu do souboru
Graf je mozné ulozit do souboru v jednou z dvou vyse zminénych formati. Tedy bud’ jako
matici pfimych vzdélenosti nebo pomoci spojového seznamu. Ukladani respektuje vyse

popsany format dat.

7 POPIS GRAFICKEHO UZIVATELSKEHO ROZHRANI

V této ¢asti bude popséano, jak pouzivat aplikaci. PopiSu jednotlivé grafické casti aplikace.
Grafické uzivatelské rozhrani (GUI) je intuitivni na ovladani. Pro spusténi programu je nutné
mit nainstalované JRE (Java Runtime Enviroment). JRE obsahuje knihovny a virtudlni stroj
nutny pro béh aplikaci. Aplikaci neni potfeba nainstalovat. Staci spustit pfislusny soubor

s koncovkou .jar.
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7.1 Rozlozeni

Po spusténi aplikace se ndm zobrazi okno rozd€lené na nékolik ¢asti. Prvni casti je Ovladani,
v kterém volime akce, jenz chceme provadét. Druhou ¢asti je ¢ast s nazvem Grafy, tato ¢ast
zobrazuje vSechny grafy, které jsme nacetly, vygenerovali nebo jiz byly ptedpiipravené. Hned
vedle této ¢asti se nachazi ¢ast s nazvem Vrcholy, v této Casti jsou zobrazeny vSechny vrcholy
zvoleného grafu. Nasleduje Cast s ndzvem Hrany, kde jsou zobrazené vsechny hrany, jez
vedou z daného vrcholu. Pfedposledni velkou ¢asti je ¢ast Detail, kde jsou zobrazené detailni
informace o grafu samotném a jeho jednotlivych ¢astech. Posledni Casti je ¢ast s nazvem
Vysledek, ve které se ndm zobrazi vypis vysledku jednotlivych algoritmi. Jednotlivé Casti a
ostatni ¢asti v nich obsazené postupné popisi v nésledujicich kapitolach. Po spusténi vypada

aplikace jako na obrazku 11.

| £ Algoritmy pro hledani nejkratéich cest v grafu - Martin Hroch — O *
Ovladani
T U| |.0 v |  Macistgraf. Pocetwicholi: | 0 Ffidat pfedpfipraveny graf: UloZit graf:
— MNadti spojovy seznam = — Jako matici
Konec. 0 |0 v | Potethran 0 | Neorientovany graf (11) | ¥ L J

l Jako spojovy seznam |

. — MNaéti matici
Zplsob algoritmu: | Cesta | ¥ J Dolni mez: 10 Pfidej |

| Dijkstra | | A-star | | Floyd | Horni mez: 20.0 ( T T |
A-star heuristika: | Pocet skokd 2  Neorientovany _J | Generyj |
Grafy ~ Vrcholy ~ Hrany ~ Detail ~ Visledek
0(11) 0 0-1 Graf
1(4) 1 0-2 Poéetvrchold: 11
2(18) 2 0-6 Druh: Meorientovany
3 0-7
4 0-8 Vrchol
5
g Pofadi: 0
7 Hodnota o«
a Heuristika: =
9 Pocethran: 5
10

Hrana

Zacdtek: 0
Konec 1
Hodnota: 2.0

Obrazek 13 - GUI Aplikace [zdroj: autor]

7.2 Ovladani
Prvni ¢asti, jenZ popiSu je ovladani. Tato ¢ast je rozdélena na nékolik dalSich ¢asti. Jednotlivé

¢asti jsem na obrazku 12 oznacil ¢isly a budu je déle popisovat.
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Ovladani
Zaditek | 0 [0 » || IMatist graf: Pocetvrcholi: |0 Pfidat pfedpfipraveny graf: UloZit graf:
Konec: 0 |0 v ( Nactispojow seznam | | |poget hran 0 | Neorientovany graf (11) ™ {
Zplsob algoritmu: | Cesta ™ | Necmad ) Dolni mez: 1.0 Pfidej |

| Dijkstra | | A-star | | Floyd | Hormi mez: 200

Jako matici |

[ Jako spojovy seznam |

[ UloZit visledek algoritmu

A-star heuristika: | Poet skokid v | ) _— ;
g Meorientovany J Generuj |
Potdront |3 Al l 3 4

Cast oznagend &islem 1 slouzi k zvoleni zagatku a konce hledani, vybrani zptisobu provedeni
algoritmu, zvoleni druhu algoritmu a v pfipadé¢ A-star algoritmu zvoleni druhu heuristiky.
Zacatek 1 konec je mozné vybrat pomoci comboBoxu nebo zapsanim ¢islo do textového pole.
Cislovani jednotlivych vrchold je od nuly. Zptsoby provedeni algoritmu jsou dva, prvnim je
cesta a druhym je matice. V piipadé vybrani cesty je algoritmus proveden od za¢atku hledani
do konce hledani a vystupem je posloupnost vrcholl, kterymi vede nejkrat$i cesta
Z pocatecniho vrcholu do koncového vrcholu spolu ¢asem nutnym pro vypocet. Vybrani
zpusobu provedeni matice je vystupem algoritmu matice, kdy jsou vypocitany vzdalenosti
z kazdého vrcholu do kazdého spolu s asem nutnym pro vypocet. Tento vybér je aplikovan
pouze na Dijkstriiv a A-star algoritmus. Vystupem Floydova algoritmu je vzdy matice, jelikoz
Floydav algoritmus je pfimo ureny pro vypocet cest z kazdého vrcholu do kazdého. Jako
posledni volime druh algoritmu kliknutim na pfislusné tlacitko. A v ptipadé A-star algoritmu
muzeme zvolit zplisob vypoctu heuristiky na vybér je pocet skokl a euclidean, jednotlivé

rozdily byly popsany v kapitole 4.1.4 A-star algoritmus.

Cast oznagena ¢islem 2 slouzi k nadteni grafu z textovych souborii. Textové soubory musi byt
v piesné¢ zadaném formatu. Aplikace umoziuje nacteni z textového souboru, v kterém jsou
data zapsana jako spojovy seznam nebo matice. Po kliknuti na jedno z dvou tlacitek je
zobrazen dialog, v kterém vybereme piislusny soubor. Po vybrani souboru klikneme na
tlacitko Open a soubor je poté zpracovan. V piipadé, Ze nechceme soubor nacist klikneme na

tlacitko Cancel a akce se neprovede.

Cast oznatena ¢&islem 3 slouzi ke generovani ndhodnych grafi nebo pfidani jiz
preddefinovanych grafi. Generator pro svou spravnou funkCnost potifebuje tudaje o
pozadovaném poctu vrcholll a hran, o dolnim a hornim rozmezi ohodnoceni hrany. A o druhu
grafu, kterym je bud’ orientovany graf nebo neorientovany graf. Pokud chceme, aby nam
generator vygeneroval néjaky graf je nutné zadat vétsi pocet hran, nez pocet vrcholi a

zéaroven zadat pocet vrcholli vétsi nebo roven dvéma. Tato ¢ast umoziiuje 1 pfidani nékterého
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z preddefinovanych grafii. Tyto grafy obvykle obsahuji malé mnozstvi hran a vrcholil a jsou

uréené pro otestovani funkcnosti programu a algoritmd.

Cast oznalena ¢islem 4 je posledni ¢asti ovladani a slouzi k uloZeni danych grafii nebo
vysledku po provedeni algoritmu. Ulozeni vzdy probihd do textového souboru. Graf mizeme
ulozit v podob¢é spojového seznamu nebo matice, vysledek je uloZen v takovém stavu,
v kterém ho vidime v Casti Vysledek. Po kliknuti na ncktery z téchto tlaCitek je zobrazen
dialog, v kterém jsme vyzvani k vybrani umisténi a nazvu souboru. Potvrzeni provedeme

kliknutim na tlacitko Save a naopak akci zrusime kliknutim na tlacitko Cancel.

7.3 Grafy

Tato Cast obsahuje seznam, v kterém jsou zobrazené jednotlivé grafy, s kterymi muizeme
pracovat. Grafy jsou zobrazeny ve formétu ¢islo grafu (pocet vrcholiz). Cislovani za¢ina od 0
a je automatické. Graf mizeme vybrat kliknutim na ngj. Po kliknuti jsou nacteny piislusné
vrcholy, které graf obsahuje a piislusné hrany, pokud prvniho vrcholu néjaké vedou. A také
jsou nacteny prislusné detaily jednotlivych ¢asti grafu. Po zvoleni grafu je vzdy vybran prvni

vrchol.

7.4 Vrcholy

Jak jiz bylo zminéno tato ¢ast obsahuje seznam vrcholdl, jenZ se nachdzi v grafu vybraném
v Casti Grafy. Stejné€ jako v ¢asti Grafy je mozné zvolit vrchol kliknutim na néj. Vrcholy jsou
zobrazeny a sefazeny podle poradi v grafu. Po zvoleni vrcholu jsou v ¢asti Hrany nacteny
hrany, jez vedou z daného vrcholu, pokud néjaké existuji. A jsou aktualizovany ptislusné

detaily vrcholu, poptipadé¢ hrany.

7.5 Hrany

Poslednim seznamem, ktery tato aplikace obsahuje je seznam hran. V tomto seznamu jsou
zobrazeny jednotlivé hrany, jeZz vedou z vrcholu vybraném v ¢asti Vrcholy. V ptipadé, Ze
Z vybraného vrcholu zadné hrany nevedou je seznam prazdny. Format zobrazeni vrcholu je
c¢islo zacatku vrcholu — cislo konce vrcholu. V ptipadé neorientovaného vrcholu nemusi byt
vzdy prvnim ¢islem ¢islo vybraného vrcholu, jelikoZ v neorientovaném grafu hrany nemaji

zacatek a konec.

7.6 Detail

Detail zobrazuje informace o vybraném grafu a jeho ¢astech. Tato ¢ast obsahuje ti1 dil¢i ¢asti.

Jednotlivé ¢asti popisu od shora dola.

39



Prvni casti je ¢ast s nazvem Graf. Obsahuje informace o celkovém poctu vrchold v grafu a

informaci o tom, zdali je graf orientovany nebo neorientovany.

Druhou casti je Cast s nazvem Vrchol obsahujici informace o vybraném vrcholu. Jsou
zobrazeny informace o jeho pofadi, hodnoté, heuristice a o celkovém poctu hran, jenz
obsahuje. V pfipade¢, ze jesté nebyly piislusné hodnoty vypoéteny, tedy graf nebyl ohodnocen.

Je zobrazen znak nekonecna.

Posledni casti detailu je ¢ast s ndzvem Hrana, tato ¢ast obsahuje detailni informace o zvolené
hran€. Informacemi jsou zacatek a konec hrany a jeji ohodnoceni. V ptipadé, ze neni zvolena

74dna hrana (z vybraného vrcholu nevedou z4dné hrany) nejsou zobrazeny zadné hodnoty.

7.7 Vysledek

Posledni ¢asti grafického rozhrani je ¢ast s ndzvem Vysledek. Vysledek obsahuje textovy
vystup jednotlivych algoritmi. Kterym mize byt matice nebo seznam vrcholi. Vysledek je
mozné v ¢asti Ovladani ulozit do textového souboru. Vysledek neni mozné oznacenim

zkopirovat.

8 VYSLEDKY TESTOVANI

V této casti textu budu prezentovat jednotlivé vysledky svého testovani. Testovani bylo
provadéno vyhradné za pouZziti mnou vytvofen¢ho programu a pro ukladani vysledk
Z jednotlivych test jsem zvolil program Microsoft Excel, ktery mi umoznil data z testovani

pfislusnym zplsobem zpracovat.

8.1 Z hlediska ¢asové narocnosti

Pro ucely testovani jsem si pro kazdou kategorii vygeneroval 10 grafi pomoci generatoru
Vv programu, ohodnoceni hran v realnych c¢islech se pohybovalo ndhodné¢ mezi 0 a 100
S pfesnosti na 4 desetinna mista. Poté jsem si pomoci generatoru nahodnych cisel v jazyce
Java nechal vygenerovat 20 riznych dvojic ¢isel dolni hranice té€chto Cisel byla vzdy 0 a horni
hranici byl celkovy pocet vrchold. Prvni €islo predstavovalo pocatecni vrchol a druhé ¢islo
koneény vrchol. Na téchto grafech jsem poté pomoci Dijkstrova, A-star a Floydova algoritmu

provadél testovani. Casy ziskané testovanim jsem poté zpriméroval a zanesl do tabulky.

Pro ucely porovnani Floydova algoritmu s Dijkstrovym a A-star algoritmem jsem nechal tyto
algoritmy vypocitat cesty z kazdého vrcholu do kazdého a vysledné Casy poté zanesl do

tabulky. Metodika testovani byla v tomto pfipadé rozdilna. Jelikoz algoritmy hledaji cesty
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Z kazdého vrcholu do kazdého je zbytecné povazovat konkrétni cestu. Z tohoto divodu jsem

zménil metodiku testovani. Zvysil jsem pocet vygenerovanych grafii na 20, zachoval jsem

rozmezi ohodnoceni hran mezi 0 a 100 s piesnosti na 4 desetinna mista. Kazdy z grafi jsem

poté podrobil testovani pomoci vySe zminény algoritmi. Vysledny casy jsem poté

zprumeéroval a zanesl do tabulky.

Tabulka 3 - Vysledky testovani algoritmi A-star a Dijkstra pro dvejici vrcholi [zdroj: autor]

Pocet vrcholti / pocet

Primérny ¢as vypoctu daného algoritmu v ms

hran A-star Dijksta
1 000/1 005 0,585 0,235
1.000/1 200 0,365 0,37
1 000/2 500 0,55 0,41
5 000/5 200 1,56 0,855
10 000/11 000 1,725 0,905
1 000 000/1 100 000 673,955 437,21

Tabulka 4 - Vysledky testovani algoritmi pii vypo¢tu vSech cest v grafu [zdroj: autor]

Pocet vrcholli / pocet

Primérny ¢as vypoctu daného algoritmu v ms

hran A-star Dijksta Floyd

400/405 21,05 14,3 115,2

500/520 28,5 20,75 176,3
800/900 99,5 74,25 785,95
1 000/1 005 97 66,7 1475,5
1.000/1 200 179,9 131,85 1608,15
1 000/2 500 281,55 208 2081,9

Z vyslednych dat je patrné ze nejrychlej$im algoritmem je Dijkstriiv algoritmus. Jako druhy je

A-star algoritmus. Davodem, pro¢ je A-star na druhém misté je nutnost vypoc¢tu heuristické

funkce pro kazdy vrchol. Jako posledni je Floydav algoritmus, ktery ma asymptotickou

slozitost O(|U|3) coZ je nejhorsi sloZitost oproti ostatnim dvou algoritmim, které v této tiloze

dosahnou nejhiife kvadratické sloZzitosti.
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8.2 Z hlediska pamét'ové narocnosti
Vyuziti paméti jsem sledoval pomoci nastroje Oracle Java Mission Control, v kterém jsem na
grafické ose sledoval vyuziti paméti programem. Java uklada veskera data na haldu (Heap) a

tedy jsem sledoval graf vyvoje alokované paméti na hladé mym programem.

Testoval jsem systémem, kdy jsem spustil program, nechal vygenerovat nahodny graf o 3000
vrcholech a 3200 hranach. A poté spustil nad timto grafem jednotlivé algoritmy. Jelikoz
Floyduv algoritmus vyhledava cesty z kazdého vrcholu do kazdého pouzil jsem v ptipadé
Dijkstrova a A-star algoritmu jejich verze, které také pocitaji cesty z kazdého vrcholu do
kazdého. Testovani neprobihalo v grafickém rozhrani, které mize vysledky zkreslovat. Ale

probihalo pomoci uceloveé vytvorené testovaci tiidy.

Ze ziskanych dat jsem poté vybral nejvyssi hodnotu, jaké v prubéhu program dosahl a zanesl

ji do tabulky.

Tabulka 5 - Pamét’ova naro¢nost algoritmi

Algoritmus Dijkstriv A-star Floyd

Maximalni hodnota v MiB 90 138 129

8.3 Z hlediska naro¢nosti vyvoje

Tato ¢ast se muze lisit dle moznosti jednotlivych programovacich jazyki. Mym programovaci
jazykem byla Java a pracoval jsem ve vyvojovém prostiedi NetBeans IDE 8.2. vyvojové
prostiedi mi v mnohém usnadnilo préci, a tak byl vyvoj o trochu rychlejsi. Z hlediska ¢asu
straveném pii vyvoji hodnotim jako nejrychlejsi vyvoj Floydova algoritmu poté nasleduje
Dijkstriv a nakonec A-star. Toto porovnani jsem sestavil z hlediska nutnosti nastudovani

ptislusnych materidlti a z hlediska délky a naro¢nosti napsaného zdrojového kodu.
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9 ZAVER

Podatilo se mi splnit vSechny cile bakalaiské prace. V uvodu textové casti prace jsem popsal
metodu porovnavani slozitosti algoritmt. Poté jsem popsal jednotlivé pojmy, které se tykaji
grafli a jeho ¢asti potazmo pojmy pojici se s teorii grafii. Spolu s témito pojmy jsem popsal,

jakymi zpuisoby lze graf reprezentovat.

Nasledujici kapitola se vénuje historii teorie grafi, a to konkrétné pro 18 a 19 stoleti.

Nésledné jsem v dals§i kapitole popsal jednotlivé algoritmy, které lze na grafy aplikovat.

vvvvvv

V praktické casti bakaldiské prace jsem uspéSné implementoval zadané algoritmy tedy
Dijkstriv, A-star a Floydiv algoritmus. Spolu s témito algoritmy jsem pro ucely testovani
vytvotil jednoduchy generator grafi. Grafy je také ulozit. Pro uloZeni byl zvolen textovy

format ve form¢ spojového seznamu nebo matice piimych vzdalenosti.

Vybrané datové struktury, které pouzivam a které jsem vytvofil jsem nasledné popsal
Vv kapitole datové struktury. Pomoci programu jsem poté provedl testovani a ziskané vysledky

jsem zpracoval a zanesl do prace v posledni kapitole.

Do budoucna vidim mozné rozsifeni aplikace v podobé nacitani grafi z map nebo jinych
zdroji. Dalsi rozsifeni je mozné v implementaci dalSich druhd vypoctu heuristické funkce u

A-star algoritmu. Popfipad€ implementovani n¢kterého z dalSich algoritmi.

43



10 POUZITA LITERATURA

[1] NECKAR, Jan. Asymptoticka slozitost. ALGORITMY.NET [online]. [cit. 2017-12-04].
Dostupné z: https://www.algoritmy.net/article/102/Asymptoticka-slozitost

[2] HORDEJCUK, Hordgjéuk. Asymptoticka sloZitost. Digitdlni Wiki - Vojtéch
Hordéjcuk [online]. 2017 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z: http://voho.eu/wiki/asymptoticka-
slozitost/

[3] DANNHOFEROVA, Jana a Toma$ FOLTYNEK. Vysvétleni pojmu graf. Univerzitni
informacni systém MENDELU [online]. 2009 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/popupokno.pl?pojem=2748

[4] HORDEJCUK, Vojtéch. Teorie grafii. Digitalni Wiki - Vojtéch Hordgj¢uk [online]. 2017
[cit. 2017-12-04]. Dostupné z: http://voho.eu/wiki/graf/

[5] VITECKOVA, Miluge, Petr PRIDAL a Toma§ KOUDELA. Teorie grafil. Fakulta strojni -
VSB-TU Ostrava: sylaby a elektronické uéebnice [online]. 2006 [cit. 2017-12-04]. Dostupné
z: http://books.fs.vsh.cz/SystAnal/texty/21.htm

[6] DANNHOFEROVA, Jana a Toma$ FOLTYNEK. Zakladni pojmy teorie grafi.
Univerzitni informaéni systém MENDELU [online]. 2009 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9295

[7] NECKAR, Jan. Graf. ALGORITMY .NET [online]. [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://www.algoritmy.net/article/1369/Graf

[8] Pseudograf. Leporelo.info [online]. [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://leporelo.info/pseudograf

[9] JIROVSKY, Lukas. Podgraf. Teorie grafii [online]. [2010] [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
http://teorie-grafu.cz/zakladni-pojmy/podgraf.php

[10] DANNHOFEROVA, Jana a Toma§ FOLTYNEK. Vysvétleni pojmu orientovany graf.
Univerzitni informacéni systém MENDELU [online]. 2009 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/popupokno.pl?pojem=2749

[11] JIROVSKY, Lukas. Stromy. Teorie grafti [online]. [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
http://teorie-grafu.cz/zakladni-pojmy/stromy.php

44



[12] HORDEJCUK, Vojtéch. Algoritmus Floyd-Warshall. Digitalni Wiki - Vojtéch
Hord¢j¢uk [online]. 2017 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z: http://voho.eu/wiki/algoritmus-floyd-

warshall/

[13] Sedm mosti mésta Kralovce. In: Neviditelny Cert: Nepravidelny obstastnik [online].
2012 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
http://www.neviditelnycert.cz/data/files/img/Seven_Bridges_of Konigsberg.jpg

[14] LUCIFER. V pavucing siti - v fi$i nahody I. Neviditelny Cert: Nepravidelny obst’astnik
[online]. 2012 [cit. 2017-12-04]. Dostupné z: http://www.neviditelnycert.cz/blog/popularne-

naucny-koutek/1075-v-pavucine-siti-v-risi-nahody-i.html

[15] JIROVSKY, Lukas. Historie teorie grafil. Teorie grafii [online]. [2010] [cit. 2017-12-04].
Dostupné z: http://teorie-grafu.cz/uvod/historie.php

[16] HORDEJCUK, Vojtéch. Prohledavani do §itky (Breadth-first Search). Digitalni Wiki -
Vojtéch Hordé&jcuk [online]. 2017 [cit. 2017-12-04]. Dostupné Z:
http://voho.eu/wiki/algoritmus-bfs/

[17] HORDEJCUK, Vojtéch. Prohledavani do hloubky (Depth-first Search). Digitalni Wiki -
Vojtéch Hordé&jcuk [online]. 2017 [cit. 2017-12-04]. Dostupné Z:
http://voho.eu/wiki/algoritmus-dfs/

[18] HORDEJCUK, Voijtéch. Algoritmus Dijkstra - Vojtéch Hord&j¢uk. Digitalni Wiki -
Vojtéch Hordéjcuk [online]. 2017 [cit. 2017-12-04]. Dostupné Z:
http://voho.eu/wiki/algoritmus-dijkstra/

[19] HORDEJCUK, Vojtéch. Algoritmus A-Star. Digitdlni Wiki - Vojtéch Hordg&jcuk
[online]. [cit. 2017-12-04]. Dostupné z: http://voho.eu/wiki/algoritmus-a-star/

[20] CERNY, Jakub. Floyd-Warshalliv algoritmus. Algoritmy [online]. [cit. 2017-07-05].
Dostupné z: http://algoritmy.eu/zga/nejkratsi-cesta/floyd-warshalluv-algoritmus/

[21] Robert Floyd. In: Wikipedia: the free encyclopedia [online]. San Francisco (CA):
Wikimedia Foundation, 2001- [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Robert_Floyd

[22] NECKAR, Jan. Abstraktni t¥idy a rozhrani. ALGORITMY.NET [online]. [cit. 2017-12-
04]. Dostupné z: https://www.algoritmy.net/article/23831/Rozhrani-13

45



[23] JELINEK, Lukas. Java (11) - Kontejnery Il. Linux Software [online]. 2005 [cit. 2017-12-
04]. ISSN 1801-3805. Dostupné z: http://www.linuxsoft.cz/article.php?id_article=750

[24] Java Collections Overview. Wikiversity [online]. Naposledy upraveno 6 March 2017 [cit.
2017-12-04]. Dostupné z: https://en.wikiversity.org/wiki/Java_Collections_Overview

[25] NECKAR, Jan. Kolekce. ALGORITMY.NET [online]. [cit. 2017-12-04]. Dostupné z:
https://www.algoritmy.net/article/34009/Kolekce-21

46



