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UvVOoD

Matematika je krasny, velmi zajimavy, ale 1 dosti narocny védni obor, bez kterého se
Vv realném zivoté neobejde nikdo z nas. Tak jako potiebuje kazdy ¢loveék nékdy alespon scitat,
nasobit nebo si spocitat obsah néjaké plochy, tak kazdy védni obor potiebuje vyuzivat poznatky

Z matematiky ve svych aplikacich.

Tato bakalafska prace je zaméfena na tu ¢ast matematiky, které se fika linearni algebra.
Konkrétné se jedna o vlastni ¢isla a jim pfislusné vlastni vektory matic a moznosti jejich vyuziti
v praxi. Cilem prace je vysvétlit teorii vlastnich veli¢in matic a ukazat, ze je mozno aplikovat
tyto znalosti v ekonomickych disciplinach. A protoze na trhu je velké mnozstvi ruznych
dodavatelt a odbérateli, o praci se uchazi spousta potencionalnich zaméstnanci a podnik chce
V dnesni dobé ¢im dal siln€jsi konkurence co nejlépe prosperovat, stoji Casto pred dilezitou
otazkou spravného rozhodnuti. Proto zde bude pfedstavena oblibend a ¢asto pouzivana metoda

rozhodovéni, kterd je stanovena praveé na vypoctu vlastniho ¢isla a jemu pfislusejiciho vektoru.

Prvni dvé kapitoly jsou vénovany matematické teorii, pojednava se v nich o zakladnich
vlastnostech ¢tvercovych matic. Jedna se 0 pojmy ohledn¢ charakteristickych veli¢in matic a je
zde vysvétlen postup jejich vypoctu. Dale jsou popsany nékteré vztahy mezi témito maticemi.
K pochopeni textu se piedpokladaji ¢tenafovy znalosti zakladni teorie prace s maticemi. Na

zaveér jsou uvedeny struéné poznamky o historickém vyvoji ve svété i u nas.

Treti ¢ast se zaobira zakladnimi pojmy z oblasti rozhodovani. Prakticky kazdy den jsme
postaveni pied situaci, kdy si musime vybrat z nékolika dostupnych feseni. Spravny a rychly
vybér optimalni varianty je zékladem uspéchu jak v osobnim, tak v pracovnim Zzivoté.
Rozhodovéani je v dnesni dobé jednim ze zakladnich ukoll na v§ech manazerskych pozicich
a jeho kvalita se projevuje na efektivnim fungovani organizace a v dosazenych hospodarskych
vysledcich. V této kapitole je vysvétlena metoda vicekriteridlniho hodnoceni variant pomoci

Saatyho metody.

Na zavér je pro lepsi pochopeni tato metoda ukazana na zvoleném ptikladu, kdy podnik
uvazuje o investici do manipulaéni techniky a ma se rozhodnout mezi nabidnutymi

vysokozdviZznymi voziky.



1 ZAKLADNIi POZNATKY TEORIE VLASTNICH CiSEL A VLASTNICH

VEKTORU MATIC

Na zacatku této kapitoly jsou uvedeny zakladni definice tykajici se vlastnich ¢isel
a vlastnich vektori matic. Pojem vlastni ¢islo je identicky S pojmem charakteristické ¢islo,
stejné tak pojem vlastni vektor ma stejny vyznam jako pojem charakteristicky vektor. Poté jsou

vysvétleny jednotlivé pojmy a na konkrétnim piikladu vysvétlen postup jejich vypoctu.

Charakteristicka ¢isla a charakteristické vektory jsou definovany pro ¢tvercové matice a jsou
obecné komplexni pro realné i komplexni matice. Pokud nebude v textu uvedeno jinak, bude

se jednat o matice s realnymi (popt. komplexnimi) prvky.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. Bud’ 4 = (a;) ¢tvercova matice stupné n S realnymi nebo komplexnimi ¢isly.

Jestlize pro jisté A a pro nenulovy vektor x plati
Ax = Ax, (1.2)

pak A nazveme viastnim cislem matice A a vektor X viastnim vektorem matice A, ktery ptislusi

charakteristickému C¢islu A.

Rovnici (1.1) mizeme dale pievést na tvar
Ax — AEx = 0, (1.2)

kde £je jednotkova matice. Upravou ziskame rovnici

(A - AE)x = 0, (1.3)
coz rozepsano ve slozkach znamena
(a1 — Dxg + A12X3 + - + A1nXn = 0
Az1Xq + (ap—Dx, + - + AznXn = 0
+ + - 4 = 0
An1X1 + An2X2 + "+ @@= Dxn =

10



Jedna se o homogenni soustavu n rovnic 0 N neznamych. A protoze se hleda netrivialni
feSeni, kdy vlastni vektor musi byt rizny od 0, musi platit det(4 — AE) = 0. Jedna se tedy
0 matici singularni, kde A je vlastnim ¢islem matice a kazdy vektor, ktery je FeSenim této
rovnice, je vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu cCislu A. V piipadé, Ze by matice byla

regularni, neexistoval by nenulovy vektor x. [3]

Charakteristicka matice ma tvar
(A - 1E). (1.4)

K ziskani kotfenti charakteristického polynomu, tj. Kk ziskani vlastnich cisel, slouzi

charakteristickd rovnice matice
det(A- AE) =0, (1.5)

ktera tika, ze determinant rozdilu matic 4 a A£ musi byt roven nule pro kazdé vlastni ¢islo A.

Charakteristicky polynom matice 4 ma tvar
pA) =det(A - AE), (1.6)
coz jde dale rozepsat do tvaru
pA) = (-1 (A" + biA" 1 + ... + bn-1A + bn). (1.7)

Polynom s koeficientem (—1)" je takového stupné n proménné A, jaky je stupen matice A.
Kazdy polynom ma pravé n kotend, pocitame-li i jejich nasobnosti.

Spektrum matice 4 se znaci o(A4) a uruje mnozinu vsech vlastnich ¢isel.

Spektralni polomer p(A) se rovna maximalni absolutni hodnoté vlastniho ¢isla,

ti. p(A) = max {JA): A € o(A)}

Piiklad 1. VSechny vyse uvedené pojmy si pro nazornost ukazeme na matici A = (1 i)

e (Charakteristicka matice

w2 )26 D=03" 112

e Charakteristicka rovnice

11



=0

det(A-7E)=0 s det(' ;4 1)

4 1- 2
e Charakteristicky polynom

1-2 1

p()) = det(A — AE) = det( PR

/1):(1_’1)(1_’1)_4”2_2’1_3
e Vlastni ¢isla — vypocet z rovnice p(1) =0
22-221-3=0> (1-3)(A+1)=0>41=3 A=-1

e Vlastni vektory
proA; =3

(37 129=0= (G D=0 =(7 =6 =
napf.X1=(;)

(3 1:0-0=6 2-0=G o

e Spektrum matice

I
/N
o
N
=
o
o
:‘t(
Ped
N

Il
|

N =
—

o(A) ={-1,3}

e Spektralni polomér

p(A) =3

1.2 Vlastni ¢islo matice A

Cislo A je vlastnim ¢&islem matice A pravé tehdy, kdyZ je kofenem charakteristického
polynomu (1.6) a plati rovnice (1.5). Charakteristicka ¢isla mohou byt jednoducha neboli
jednonasobnd, anebo vicendsobnd, coZ znamena, Ze nemusi byt vS§echna rtizna. Dale mohou byt
realnd nebo komplexni. Komplexni ¢isla se vyskytuji vZdy ve sdruzenych parech. To znamena,
ze pokud najdeme mezi kofeny charakteristického polynomu vlastni ¢islo A7 = a + ], je také

Az = a - fi vlastnim cislem matice A.

KaZzdé vlastni ¢islo ma dva typy nasobnosti. Jednak algebraickou nasobnost vlastniho ¢isla,
ktera je rovna nasobnosti kofene charakteristické rovnice a geometrickou ndsobnost, ktera

odpovida poctu linearné nezavislych vlastnich vektort. Pokud si jsou algebraicka a geometricka

12



nasobnost rovny, hovofime o vlastnim ¢isle nedefektnim, pokud je geometricka nasobnost
mensi nez algebraicka, jde o vlastni ¢islo defektni. Matice obsahujici defektni vlastni ¢islo je

téz matici defektni.
Pro rtizné vlastni ¢isla Az, Az, ..., An a pro jejich ndsobnost nz, nz, .., nn plati:

e n;+ nz+ ..+ nnp=n, coz znamena, ze celkovy pocet vlastnich ¢isel pocitanych
tolikrat, kolikrat je jejich nasobnost se rovna stupni ¢tvercové matice

o i1 + nz2Az + ... + npdn = az1 + azz + ... + ann. Tomuto souctu prvka na hlavni
diagonale se tika stopa matice

o A7'A0% .. 2" = det(A), ztoho vyplyvé, Ze soucin viech riznych vlastnich &isel

matice umocnénych na své nasobnosti se rovna determinantu matice A

Vlastnimi cCisly trojihelnikové matice jsou vSechny diagonalni prvky. [7]

1.3 Vlastni vektor matice A

Vlastni vektor matice A je netrivialnim feSenim homogenni soustavy linearnich rovnic (1.3),
tzn. je vzdy nenulovy. Vlastni vektory matice A odpovidajici riznym vlastnim ¢islim jsou
linearné nezavislé. Pokud jsou vlastni ¢isla komplexni, jsou komplexni také prislusné vlastni

vektory. Kazdy nasobek vlastniho vektoru je opét vlastnim vektorem.

Pocet linearné nezavislych vlastnich vektorti k danému charakteristickému c¢islu 4 se rovna
Cislu (n - h), kde n je stupen matice (4 - AE) a A je hodnost matice (A - AE). Toto ¢islo se
nazyva dimenze vlastniho podprostoru matice 4, nebo jiz vySe uvedena geometricka nasobnost

Cisla A, ktera neni nikdy vétsi nez jeho aritmeticka nasobnost. [7]

1.4 Podobné matice

Definice 1.2. Dv¢ ¢tvercové matice A, B stupn€ n jSou podobné, pokud existuje regularni
ctvercova matice Pstupné n takova, ze
B =P 1AP. (1.8)
Véta 1.1. Bud’ 4, B ctvercové matice, které jsou si podobné, potom plati, ze matice 4, B
maji stejny charakteristicky polynom, tj. pa(1) = ps(A).
Tato Vvlastnost vyplyva z vlastnosti, které jiz zndme, a sice Ze
det(B — AE) = det(P1AP — AE) = det(P-1AP — AP-1EP) = det[P~1(A — AE)P] =

= detP1det(A — AE)detP = det(P1P)det(A — AE) = detEdet(A — AE) = det(A — AE).

13



Neplati vSak obracené tvrzeni, ze pokud matice maji stejny charakteristicky polynom, jsou

podobné. Tyto matice 4, Bmaji dale stejna vlastni Cisla, stejné determinanty a stejnou hodnost.

Je-li x vlastni vektor matice A4 pfislusny vlastni hodnoté A, pak x(PT)—je vlastni vektor matice

B piislusny A. Matice B vznikla z matice 4 podobnostni transformaci ur¢enou matici 2. Tato

podobnostni transformace mé nasledujici vlastnosti:

je-li Bpodobna A, je téZ A podobna B, coz jinak znamena, je-li B = P-1AP je téz
A = PBP1
podobnostni transformace souctu matic je rovna souctu podobnostnich transformaci
sCitanct

P (A1 + Az + ... 4 An)P = P1A1P + P~1A2P + ... + P1AsP

podobnostni transformace soucinu matic je rovna soucinu podobnostnich

transformaci ¢initelu
P (A1xAz2 X... X An)P = P~1A1P X P~1A2P X ... X P~14,P

podobnostni transformace inverzni matice A4~7 je rovna inverzni matici

k podobnostni transformaci ptivodni matice A4 [11]

P-14-1p = (P-1AP) !

1.5 Diagonalni matice a diagonalizovatelnost matice

Véta 1.2. Ctvercova matice A stupné nsi je podobna s diagonalni matici D stejného stupné

prave tehdy, pokud méa matice A n linearné nezavislych vlastnich vektort a tyto vektory tvoii

sloupce matice 2. Vektory jsou uspofadany ve stejném poradi jako odpovidajici vlastni ¢isla na

diagonale matice D. Pak plati rovnost

D =P14P (1.9)

a nedefektni matice A4 je diagonalizovatelna. [8]

Diagonalni matice D ma tvar

A4 0 0 .. 0
/0 A 0 .. 0\

D=P"AP=|0 0 A; .. 0|,
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kde A, i =1, 2, ..., n, jsou vlastni ¢isla matice A4 a také matice .

Véta 1.3. Ma-li matice A4 stupné¢ n celkem n navzajem riznych vlastnich Cisel, pak je

diagonalizovatelna.

Véta 1.4. Pokud je geometrickd ndsobnost nékterého vlastniho ¢isla mens$i nez jeho
algebraickd nasobnost, pak nelze najit n linedrn¢ nezavislych vlastnich vektorii a tyto vektory

netvoii bazi prostoru R" (C"). Potom matici 4 nelze prevést na diagonalni tvar. [10]

1.6 Symetrické (hermitovské) matice

Definice 1.3. Realna matice A se nazyva symetricka, jestlize plati A = A7, 1j. ay = aj
Komplexni matice 4 se nazyva hermitovska, jestlize plati A = A4, tj. aj = aj.
Matice AT je transformovana matice k matici 4, tzn. ze i-ty fadek matice A se stava i-tym
sloupcem matice A”. Matice 4 tedy musi byt matici ¢tvercovou.
Matice A% se nazyva matici konjugovanou k matici 4 a plati, ze A4 = AT. Jedna se o matici
transponovanou a komplexné sdruzenou k matici A. Komplexné sdruzena matice vznikne,
pokud vyménime vSechny prvky za prvky k nim komplexné sdruzené.

Symetrickd matice miZe vypadat takto:

3 -4 1
<—4- 8 5 )
1 5 -6

3 2—3i i
2+ 3i 1 -5
—i -5 2

Pokud se AAT = E, nazyva se matice A ortogondlni, v ptipadé ze je AA¥ = E, nazyva se

Ukazka hermitovské matice:

matice unitdarni.

Véta 1.5. Bud’ 4 ¢tvercova matice stupné n. Je-li matice 4 symetricka (hermitovska), jsou
vSechna jeji vlastni Cisla redlna a algebraicka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je rovna jeho

nasobnosti geometrické.

Véta 1.6. Vlastni vektory pfislusné navzdjem ruznym vlastnim Ccislim symetrické

(hermitovské) matice jsou navzajem ortogonalni (kolmé).

Véta 1.7. Ke kazdé symetrické (hermitovské) matici A stupné nnad R (C), ktera ma vSechna
vlastni ¢isla navzdjem rGzna, existuje ortogonalni matice P a diagondlni matice D tak, ze

D = PTAP. Sloupce matice P jsou tvoieny linearn¢€ nezavislymi vlastnimi vektory matice 4,
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které jsou navzajem kolmé a tedy tvofi ortonormalni bazi. Diagonala matice D obsahuje vlastni

¢isla matice A.

Vztah
D = PTAP (1.10)

se nazyva ortogonalni transformaci matice 4 na diagonalni tvar. Pro ortogonalni matice P plati

rovnost mezi vztahy D = PTAPa D = P-1AP. [10]

1.7 Jordaniv tvar v obecném pripadé

Pokud neni matice diagonalizovatelna a nelze ji pievést na diagondlni tvar, existuje moznost,
jak tuto situaci vyfesit. Tato moznost je zaloZena na skutecnosti, Ze ke kazdé matici lze nalézt
matici podobnou, ktera je "témét" diagonalni, a proto se zavadi Jordaniv tvar matice.

Definice 1.4. (Jordamiiv blok) Matice Ji se nazyva Jordanuv blok stupné n piislusny

vlastnimu ¢&islu A

4 1 0 0 0
/0 A 1 0 o\
i=[0 0 a4 1 o]
0 0 0 A 1
0 0 0 0 A

kde vSechny prvky na diagonale se rovnaji stejnému ¢islu 4, vSechny prvky bezprostiedné nad
hlavni diagonalou se rovnaji 1 a ostatni prvky jsou nulové. Rozmér matice /; je roven nasobnosti

vlastniho ¢isla A [3]

Matice (7 - AE) je v fadkové odstupiiovaném tvaru, jeji hodnost se rovna n-1 a jeji dimenze
je rovna 1. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla A neni rovna té geometrické, tudiz matice /

neni diagonalizovatelna.

Véta 1.8. Pokud jsou splnény obé¢ nasledujici podminky, je matice 4 podobna Jordanovu

bloku /s:
1) matice 4 ma jediné n-nasobné ¢islo A, které pak tvoii diagonalu Jordanova bloku /s
2) Existuji vektory ¢, ..., g7 takové, ze
(A-AE)gq! =0 gl #0

(A - AE)gk = gk1 k=2 ..,n
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Vektory g, .., g" nazyvame fetézcem délky n, ktery odpovida jednomu vlastnimu ¢islu A
matice A. Tyto vektory jsou linearné nezavislé. Prvni vektor fetézce g! je vlastnim vektorem

matice a zaroven jejim pfidruZzenym vektorem stupné 0. [13]

Véta 1.9. Necht je matice A podobna Jordanovu bloku /s a necht’ pro matici @ plati
Q- 1AQ =Js, (1.11)

potom sloupce matice Q tvofi fetézec délky nodpovidajici n- nasobnému ¢islu A matice A.

Véta 1.10. (O Jordanove kanonickém tvaru) Kazda ¢tvercova matici A je podobna néjaké

Jordanové matici / pravé tehdy, kdyz existuje regularni matice @ takova, ze plati

Ji 0 0 .. 0
0 0. 0\

J=0'40=|0 0 J; .. 0]
0 0 0 .. Ji
Jordanova matice je blokové diagonalni a az na potadi blokl je dana jednoznacné. Kazda
z matic /; pro i = 1,..., k je Jordantiv blok né&jakého stupné n; p¥isluiny vlastnimu &islu . Cisla
A1, ..., Ak jsou vSechna vlastni ¢isla matice 4 a ns + ... + nk = n. Na diagonale kazdého bloku je
vlastni ¢islo matice A4 a pocet téchto blokd je roven dim(n:). Sloupce matice Q jsou tvoieny
fetézci, které odpovidaji jednotlivym vlastnim ¢islim matice A a jejich potradi odpovida poradi

bloki na diagonale matice /. [3][11]
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2 VLASTNI VELICINY MATIC V HISTORII LINEARNI ALGEBRY

Pojmy jako je charakteristickd rovnice, charakteristicky a minimalni polynom, vlastni ¢isla
a vlastni vektory se vyskytovaly jesté pred vznikem teorie matic a to zejména v teorii binarnich
a kvadratickych forem, které izce souvisi s geometrii a nebeskou mechanikou. Vlastni ¢isla
byla velmi dalezita pti studiu pohybu nebeskych téles. S rozvojem klasické matematické fyziky

se behem 19. stoleti objevilo mnoho tloh o vlastnich hodnotach pfi problémech kmitani.

Kdyz se béhem minulého stoleti v riznych fyzikalnich a technickych oborech objevila fada
uloh vedouci pravé k vypoctu vlastnich hodnot, stala se tato problematika jednou
na vypracovani metod jejich vypoctu. Z poc¢atku se jednalo o metody piimé, které vSak nebyly
z diivodu presnosti vhodné pro naro¢néjsi ulohy. Pozdéji se tyto tlohy zacaly fesSit vypoctem

vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti metodou nepiimou.

Pokud nebude v textu uvedeno jinak, je tato kapitola sepsana podle literatury [1] a [2].

2.1 Vyvaoj teorie vlastnich veliin ve svété

Zaklady nebeské mechaniky byly postaveny na zdkonech némeckého matematika, astrologa
a astronoma Johanna Keplera (1571-1630) a o né&kolik desitek let pozdg€ji na myslenkach
anglického matematika, fyzika a astronoma Isaaca Newtona (1643-1727). Vzajemné pisobeni
kosmickych téles bylo zaznamenavano linearnimi diferencialnimi rovnicemi s realnymi
koeficienty. Matice A téchto soustav byly symetrické a dulezitou roli hraly jejich
charakteristické rovnice tvaru det(A - AE) = 0. Charakteristickd rovnice se v nebeské

mechanice nazyvala sekularni a byla takového stupné, ktery odpovidal poc¢tu zndmych planet.

Mezi matematiky, kteti publikovali své myslenky z nebeské mechaniky, patiili italsko-
francouzsky matematik, fyzik a astronom Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a francouzsky
matematik, fyzik a astronom Pierre Simon Laplace (1749-1827). Oba se zabyvali problémem
redlnosti a nasobnosti vlastnich ¢isel realné symetrické matice. Podle nich by v ptipadé
komplexnich vlastnich ¢isel dochazelo k rozpadu solarniho systému. DalSimi, ktefi se
intenzivné vénovali vlastnim ¢islim a vlastnim vektorim, byli némecky matematik Carl Gustav

Jacob Jacobi (1804-1851) a francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Cauchy na rozdil od ostatnich vyuzil svych znalosti z teorie determinantli. Ve své praci Sur
['équation a l'aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements des

planétes roku 1829 se snazil prevést kvadratickou formu n proménnych
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AxxxZ + Ayyy? + Azz22 + ... + 2AxyXy + 2AxzXZ + ...

na soucet ¢tverct
518 + S212 + S38Z +
Predpokléadal transformaci, kterou dnes nazyvame ortogonalni a vyjadfil ji podminkou
Xty +2+ . =E+npP+F+..=1

Dale uvedl schéma

{Axx =S, Axy: sz;
{ Axyr  Ayy =S, Ay
sz: Ayz; Azz =S, ...

k etc. ...

a tvrdil, ze polozime-li determinant této matice A - s£" roven nule, dostaneme charakteristickou

rovnici, jejiz kofeny jsou pravé vyse uvedené koeficienty sz, sz, ...

Pomoci determinantli Cauchy dokazal, Ze v piipadé€ redlné symetrické matice jsou kotfeny

S1, Sz, ... také realné.

Obecnéjsi tvrzeni dokazal roku 1855 francouzsky matematik Charles Hermite (1822-1901),
kdy Cauchytv vysledek rozsitil na komplexni matice. Tento francouzsky matematik se zabyval
redlnosti vlastnich ¢isel matic, dnes nazyvanych hermitovské, Vv praci Remarque sur un

théoréme de M. Cauchy.

Na vyuzivani vlastnich ¢isel bylo zavislé feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic,
pomoci kterych fesi problematiku malych oscilaci némecky matematik Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815-1897) ve svém ¢lanku z roku 1858, ktery nazval Uber ein die homogenen
Functionen zweiten Grades betreffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie
der kleinen Schwingungen. O deset let pozdé&ji v praci Zur Theorie der bilinear und
quadratischen Formen uvedl podminky, na kterych stoji podobnost a diagonalizovatelnost

matic, ve své podstaté dospél k Jordanovu kanonickému tvaru.

Dal$i vyznamnou osobnosti je francouzsky matematik Camille Marie Ennemond Jordan
(1838-1922), ktery vroce 1870 vydal knihu Traité des substitutions et des équations

algebriques. Zavedl kanonicky tvar, jemuz odpovida matice sestavend z bun¢k s vlastnimi ¢isly
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na diagondle. Pfi snaze o nalezeni vSech linearnich substituci se stejnym kanonickym tvarem
dospél k zavéru, ze takové dvé substituce A, B spliuji vztah B = P1AP, kde P je vhodna
substituce. Podle n¢ho se dnes pouzivaji ndzvy Jordaniv kanonicky tvar, Jordanova buiika
a Jordanova matice. Jako jini vyjadfoval vSechny své vysledky v ieci bilinearnich

a kvadratickych forem.

Kanonickymi tvary se dale zabyval némecky matematik Georg Frobenius (1849-1917),
jehoz prace Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen Zroku 1878 pojedniva

0 pojmech, jako je charakteristicka rovnice, minimalni polynom, podobnost, atd.

Kanonické tvary byly v fe¢i bilinearnich a kvadratickych forem formulovany az do konce
19. stoleti a teprve pocatkem 20. stoleti doSlo k ptekladani fady vysledkii do fe¢i matic.
Vysledky tykajici se vlastnich ¢isel a vlastnich vektora se vzapéti zaradily do spektralni teorie

linearnich operatort.

2.2 Prace ¢eského matematika Weyra

Velice uznavanym v oblasti kanonickych tvar byl ¢esky matematik Eduard Weyr (1852 -
1903), ktery v 80. letech 19. stoleti své vysledky publikoval jiz v fe¢i matic. Z jeho praci jsou
dnes nejvice ocenovany publikace s maticovou tematikou, zejména o teorii charakteristickych
Cisel.

V roce 1885 byly v casopisu Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de |'Académie
des Sciences publikovany dva jeho kratké ¢lanky, Sur la théorie des matrices a Répartition des
matrices en espéces et formation de toutes leS especes prezentujici nékteré poznatky, které
pozdéji rozvinul ve své teorii charakteristickych ¢isel a typickych matic. Tato teorie je podrobné
vysvétlena predevSim v praci O theorii forem bilinearnych. Pro¢ zvolil autor zrovna tento
nazev, kdyZ se tam pojem bilinearni forma témef nevyskytuje, neni znamo. Moznd prave proto,
Ze pojem matice nebyl mezi matematiky dobfe znam a Weyr se tak bal malého z&jmu
0 publikaci. Veskeré jeho poznatky byly napsany v nové symbolice a terminologii, cely text je
psan v feci matic.

Ve c¢tvrté kapitole této knihy s ndzvem O korenech matice a jich charakteristickych cislech

autor uvedl charakteristickou rovnici pro matici stupné n ve tvaru

a;; — A ) An
az1 Azp — A an | — o
an1 an2 Apn — A
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Teorie byla zalozena na pojmu nulita matice, coz pro ¢tvercovou matici znamena rozdil

stupn€ a hodnosti matice. Pro vlastni ¢islo uzival Weyr termin charakteristicky kofen.

Pro matici 4 stupné n zapsal Weyr rovnici
(A _ /11E)51_ a1+1(A _ AZE)SZ_ﬁl'H (A - AuE)Su_Vl"'l — 0,

kde A1, 1z, ..., Au jsou navzajem ruzna vlastni Cisla matice 4, sz, Sz ..., sujejich nasobnosti a a7,

[1, ... vz nulity matic
A-N11E A-A2E, ..., A - WF.

Cisla ay, [1, ... vzjsou mens$i nez jim prislusna Cisla s1, sz, ..., Su, a protoze pro kazdé i =1, 2,
.., uje matice 4 - A;£ singularni, jsou ¢isla az, S, ... vz minimalné rovny jedné. Na zéklade¢ toho
autor tvrdi, Ze pokud existuje alesponi jeden charakteristicky kofen A matice A, jehoz nulita
matice 4 - AF je v&tsi nez jedna, existuje pro matici 4 stupné n anulujici polynom se stupném
mensim nez n. Dale v ¢lanku uvedl, ze s1= ai s2=ps, ..., su = v1 plati pravé tehdy, kdyz lze

matici M psat ve tvaru
M = A1 MoA,

kde Moy znaci diagonalni matici, na jejiz diagonale jsou vlastni ¢isla matice M tolikrat, kolikrat

je jejich nasobnost, a 4 je matice, jejiz nulita je rovna nule.

Matice A je podobna diagonalni matici pravé tehdy, pokud je nulita matice 4 — A£ rovna

nasobnosti kazdého charakteristického kofene A matice A.

V ¢lanku Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces uvedl Weyr,
myslenku, ze pro kazdou komplexni matici A4 stupné n a jeji S-ndsobny charakteristicky kotfen

A existuje pfirozené Cislo r; pro které plati
n(A-1E) <n(A-AEF < ..<n(A-AE) =n(A-AE)+1=..

Dale zavedl tzv. charakteristicka ¢isla. Oznac¢ime-li

n(A— AE) — a;
Tl(A _ AE)Z = aq + a,
n(A— AE)" = ata,+-+a,
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potom pfirozena Cisla ar + az + --- + ar nazveme charakteristicka Cisla pfislusna k vlastnimu

Cislu A matice A. Pro tyto charakteristicka Cisla plati
01= 022 """ 2 0r, ortaxt - tar=s.

Jestlize Az, ..., Ak jsou charakteristické kofeny matice A a ri, ..., Ik poCty prislusnych

charakteristickych ¢isel, potom
A= 2)"(A = )7 (A= A )Tx
je minimalni polynom matice 4.

Dalsim poznatkem bylo to, Ze matice A a B jsou podobné, pokud maji stejna vlastni ¢isla

a K nim pfislusna charakteristicka Cisla.

V Sesté kapitole pojednani O theorii forem bilinearnych uvedl velmi jednoduchy tvar matice
M, ktery pozd¢ji nazval typickym tvarem. Prvky této matice jsou pouze vlastni Cisla, jednicky
a nuly. Az na malé zmény v uspotadani prvki se jedna o Jordanovu matici. Na tento typicky
tvar 1ze pomoci transformacni matice Q prevést kazdou komplexni matici V. Ve své knize
Z historie linedrni algebry uvedl Jindfich Be¢vat slova Eduarda Weyra: ,,Kazdd matice N ma
svou typickou matici M; je-li M typickou matici o tychz korenech a cislech charakteristickych

Jjako N, Ize ... stanoviti matici Q tak, Ze plati N = Q*MQ, a tu zoveme M typickou matici nalezici

ku N.* ([2], str. 232)

Na vySe uvedené Weyrovy vysledky méla odezva ¢eské matematické obce zna¢né zpozdéni.
Teprve roku 1949 na né€ reagoval Miroslav Novotny svym ¢lankem O zobecnéni Weyrovy
theorie charakteristickych ¢isel matic vydanym v Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky
roku 1950 a o tii roky pozdé&ji otiskl clanek Abstrakitni jadro Weyrovy konstrukce
charakteristickych cisel matic. Dal§im, kdo pouzival Weyrovu teorii charakteristickych ¢isel,
typickych matic a normalnich soustav, byl Jifi Cermak, ktery publikoval své tii prace
0 soustavach diferencialnich a diferen¢nich rovnic. Také Otakar Bortivka ve svych pfednaskach
a pracich upozornoval na moznosti vyuziti vysledkti Eduarda Weyera. Jeho teorii podrobné

vylozil roku 1971 v knizce Zdklady teorie matic.
2.3 Vyuziti poznatki o vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech ve 20. st.

Ve 20. stoleti zacaly hrat velkou roli jak v teoretickych, tak v praktickych aplikacich. Jejich

vyuziti naslo uplatnéni v fad¢ oborti, od matematiky, pfes chemii, dynamické struktury az po

22



ekonomiku. V matematice se znalost vlastnich veli¢in vyuziva napi. v ramci diferenénich
a diferencidlnich rovnic, stochastickych matic a Markovovych fetézct. V ekonomické teorii se
jedna napf. o Leontiefiiv model. Dale se vyuzivaji ve faktorialni analyze dat, v dynamickych
strukturach, v chemii ma uplatnéni v kvantové chemii, v teorii grafi a v chemickych reakcich.
Tyto aplikace je mozné podrobnéji nastudovat v knize od Francoise Chatelina nazvané

Eigenvalues of Matrices. [8]

Poznatky o charakteristickych veli¢inach matic vyuziva v soucasné dobé¢ také profesor
univerzity v Pittsburghu v USA Thomas L. Saaty narozen roku 1926. Na zakladech
maximalniho vlastniho ¢isla a jemu pfislusejiciho vektoru postavil v 80 letech metodu
vicekriterialniho rozhodovani zvanou Analyticky hierarchicky proces (AHP). Tato metoda je
dnes velice oblibena a ¢asto pouzivana na celém svété v rozmanitych rozhodovacich situacich
ve vSech moznych oborech. Pomoci ni byl vypracovan komplexni dopravni plan pro Stdan.
Svym rozhodovacim procesem Saaty pomahal napft. pii analyze dalSiho vyvoje ve firmé Ford
Motor Company. Tato metoda se da vyuzit na rozhodovani o vSem mozném a pouzivat ji mize

jak jednotlivec sam pro sebe, tak skupina lidi pro potieby firemni nebo i statni.
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3 VYUZITI VLASTNICH VELICIN MATIC V PRAXI

Vyuziti vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matic se objevuje napt. v metodé od profesora
Saatyho, o némz je zminka na konci ptedchazejici kapitoly. Saatyho metoda slouzi k ur¢eni vah
v ulohach vicekriteridlniho rozhodovani. V uvodu této ¢asti jsou uvedeny zékladni pojmy
Z rozhodovani, na néz navazuje priblizeni Saatyho metody, ktera se vyuziva pro zjisténi vah

kritérii a své uplatnéni najde také v metodé AHP (Analytic Hierarchy Process).

3.1 Zakladni pojmy rozhodovani

Rozhodovani je dillezitou Cinnosti na vSech Grovnich fizeni organizace. Jedna se o funkci

prubéznou, ktera prostupuje vSemi sekven¢nimi funkcemi. Zejména se uplatiuje v planovani.

Rozhodovaci procesy tesi ur€ité rozhodovaci problémy, kde jsou alesponi dvé varianty feseni.
V tomto procesu jde o vybér optimdlni varianty vhodné k realizaci. Rozhodovaci procesy
délime na rozhodovani za jistoty (zndme dusledky variant a s jistotou vime, jaky stav svéta
nastane), rozhodovani za rizika (zname dusledky variant pfi stavech svéta, které mohou nastat
a zéaroven zname 1 jejich pravdépodobnosti) a rozhodovani za nejistoty (zname duasledky

variant, ale nezname jejich pravdépodobnosti). [5]

Mezi zakladni prvky rozhodovaciho procesu patii:

cil rozhodovani — urcity stav k uspokojeni potfeby nebo ke splnéni néjaké funkce,

kterého se ma pomoci rozhodovaciho procesu dosdhnout

e kritéria hodnoceni — hlediska, podle kterych se posuzuji jednotlivé varianty. Kazdé
kritérium ma podle rozhodovatele jinou vahu. Kritéria délime na kvantitativni
(vyjadiena Ciseln€) a kvalitativni (vyjadiena slovng).

e subjekt rozhodovani (rozhodovatel) — subjekt, ktery ma u€init rozhodnuti o tom, ktera
varianta je optimalni. MiZe se jednat o jednu osobu, ale i o skupinu lidi.

e objekt rozhodovani — urcita oblast, které se problém tyka

e varianta rozhodovani — jeden z realizovatelnych zpisobu vedouci k feSeni daného
problému

e dusledky variant — dopady na objekt rozhodovani, které piedpokladame po realizaci

urcité varianty. Pfi rozhodovani za jistoty jsou jednoznacné, jinak zavisi na stavech

svéta.

e stavy svéta — mozné stavy okoli rozhodovatele, které je mimo jeho kontrolu
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o faktory rizika — budouci situace, které mohou nastat po zrealizovani zvolené varianty
a z pohledu nékterych kritérii ovliviuji disledky této varianty
. zéasada rozhodovani — pravidlo, kterym se mé rozhodovatel fidit, jsou-li aplné

nebo z ¢asti zhodnoceny disledky jednotlivych variant rozhodovani [6]

3.2 Metody vicekriterialniho hodnoceni variant (dale VHYV)

Ukolem téchto metod je na zaklad¢ zvolenych kritérii najit preferencni uspotfadani variant, kdy
na prvnim misté je varianta nejvyhodnéjsi. Jednd se o metody rozhodovani za jistoty a za
podminky, ze je zaddn konec¢ny seznam piipustnych variant. Trividlni feSeni nastava pouze
v piipad¢ jediného kritéria a naopak se vzrustajicim poctem kritérii je stanoveni optimalni
matice, ktery je znazornén na obr. 1. Radky této matice jsou tvofeny jednotlivymi variantami

a sloupce odpovidaji jednotlivym kritériim. Prvky matice vyjadiuji hodnotu varianty V; dle

kritéria K. [5]
K, K, - K,
Vi [Y11 Yz Yk
Vo | V21 Y22 0 Yok
V, Yni Yn2 7 Ynk

Obrazek 1: Kriteridlni matice
Zdroj: [9]

Prvnim krokem tiloh VHV je &iselné stanoveni vah kritérii. Cim je kritérium hodnoceni
vyznamng&j$i, tim je jeho vaha vys§i. Mezi metody stanoveni vah kritérii se fadi napf. bodova
stupnice, alokace 100 bodd, porovnani kritérii pomoci jejich preferenéniho poradi, metoda
parového srovnavani a koneéné Saatyho metoda, kterd v sobé ukryva feSeni pomoci vlastniho
vektoru odvozeného z maximalniho vlastniho ¢isla a bude v dalsim textu vysvétlena. Aby bylo
mozno vahy jednotlivych metod vzajemné porovnat, je zapotiebi vypoctené vahy normovat tak,
aby byl jejich soucet roven jedné. Normovani spociva v souctu vah vSech kritérii a timto
souctem je nutné jednotlivé vahy vydélit. [5]

Pokud jsou zndmy véahy jednotlivych kritérii, je mozné pfistoupit k samotnému kroku vybéru
optimalni varianty. Také metod pro hodnoceni moznych alternativ je cela tada. Mezi

nejpouzivanéjsi patii metoda vazeného souctu, metoda funkce uzitku, metoda ELECTRE,

metoda TOPSIS a metoda AHP vyuzivajici Saatyho postup, o které bude tato prace pojednavat.
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3.2.1

Saatyho metoda pro zjiSténi vah kritérii

Jedna se o jednu z nejpouzivanéjsich metod odhadu vah kritérii, kdy rozhodovatel mezi

sebou porovnava vSechny mozné dvojice kritérii. Na zacatku je nutné sestavit matici intenzit

preferenci S, tzv. Saatyho matici (tab. 1), ktera ma ve shodném potadi jak v fadcich, tak i ve

sloupcich uvedena jednotliva kritéria K;;. Prvky matice s;; vyjadtuji odhady podilu vah /-tého

a j-tého kritéria. Posledni tfi sloupecky obsahuji s; jako soucin n prvki jednotlivych fadka, dale

R; vyjadiujici n-té odmocniny s; a hodnotu v; udavajici normovany geometricky pramér. [5]

Tabulka 1: Obecna Saatyho matice

1

=1

Kritérium K1 K K3 K Kk Si R; v;
£ R
1
Ki 1 S12 S13 S14 S1k 1_[51j Ii/s_l )
P i=1 1%

j=1
1 i R
2
Kz - 1 S23 S24 S2k 1_[52]' Ii/S_z K
S12 - i1 Ri

j=1
1] 1 £ R
3
K3 | 1 S34 S3k 1_[531' Ii/5_3 K
S13 S23 9 KR

j=1
1] 1 1 ‘ R
K — | — — 1 Sak 1_[54]- '§/S_4 k4
S14 S24 S34 ot =1 Ry
1] 1 1] 1 ‘ R
k
e | L1 1L s | 4 |
Sik | Szk S3k | Sak o1 ! \/_ i1 Ri

k

zRi 1

Zdroj:upraveno podle [4]

Na zaklad¢ preferenci rozhodovatele jsou vztahy dvojic v tab. 1 hodnoceny a bodovany

podle tab. 2, kterd obsahuje Saatym doporuc¢enou bodovou stupnici s deskriptory. Kazdy

prevysSuje ostatni kritéria.
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Tabulka 2: Saatym doporu¢ena bodova stupnice s deskriptory

Pocet bodu Deskriptor
1 Kritéria jsou stejné vyznamna
3 Prvni kritérium je slabé vyznamnéjsi nez druhé
5 Prvni kritérium je dosti vyznamnéj$i nez druhé
7 Prvni kritérium je prokazatelné vyznamnéjsi nez druhé
9 Prvni kritérium je absolutné vyznamnéjsi nez druhé

Zdroj: [5]

Bodova stupnice obsahuje pouze lichd &isla od 1 do 9. Cisla 2, 4, 6, 8 lze pouzit

Kk pfesnéjsimu vymezeni rozestupu preferenci dvojic kritérii. Pocty bodu vyjadiuji, kolikrat je

vvvvvv

vvvvvv

1-9, pokud ma ale kritérium v fadku niz8i dileZitost neZ ve sloupci, uvede se prevracena

hodnota zvoleného ¢éisla. [9]

Po doplnéni horni trojiihelnikové matice Sje vloZeni ostatnich preferenci velice jednoduché.

Pro prvky na diagonale si; a prvky v dolni trojihelnikové matici sj plati nasledujici rovnice

si =1 provsechna 7=1,2, ..., k (3.1)
Sji :% provsechna ,j=1,2, ..., k (3.2)
ij

Rovnice (3.2) je typicka pro reciprokou matici. JelikoZ je hodnotici stupnice sestavena pouze
Z kladnych cisel a jejich prevracend hodnota je opét kladné Cislo, plati, ze vSechny prvky matice
jsou kladné. Kladna matice je specialnim typem ireducibilni matice, pro kterou plati Perron-
Frobeniova véta ([8], s.33): Je-li S ireducibilni ¢tvercova matice stupné m s nezapornymi
prvky, pak

e matice S ma jednoduché kladné maximalni vlastni ¢islo Amax
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e vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu ma kladné slozky a je urcen jednoznacné az
na kladny nasobek

e pro maximalni vlastni ¢islo a libovolny vektor x > 0z R™ plati

. SXx)i . SXx)i
Amax = mMax min 9% = min max &%,
x20 1<ism X; x20 1<sism X

Tato véta ma velky vyznam pro matici parovych srovnani, protoze na zaklad¢ jejiho tvrzeni mé

matice S maximalni vlastni ¢islo i jemu pfislusejici vlastni vektor.

Pro prvky s;; vyjadiujici pomér vah v; a v; plati vztah

sy =2 (3.3)

_l
Vj

kde v; je véha rtého kritéria a v; je véha jtého kritéria. Hodnota s;; vyjadfuje pomér
vyznamnosti mezi prvky x; a x, vzhledem k prvku z nadfazené Grovné. ProtoZe pomér
téchto vah neni pfedem znam, vyuZiva se k jejich stanoveni matice S. Prvky s;; matice

S odpovidaji ¢islim zakladni Skaly hodnoceni z tab. 2. [12]

Ctvercova matice Sstupné k je tedy odhadem matice, pro kterou plati

vy = L (3.4)

vji

Jedna se o plné€ konzistentni matici, kdy pro libovolnou trojici indexd h, i, j jejich prvkid

musi platit rovnice
Sk = Shi-Sj,  provSechna h, 1, j=1,2, ..., k (3.5)

Rovnice (3.5) znamena, ze pokud je napt. prvek k» dvakrat vyznamnéjsi nez prvek 4; a ten
je Ctyfikrat vyznamngéjsi nez prvek k;, musi byt prvek k» osmkrat vyznamnéjsi nez prvek k;
Konzistence matice vypovida o skute¢nosti, zda porovnani dvojic prvkt v matici je dtkladné

promyslené.

Pokud se podafi zadat matici .S plné€ konzistentng€, coz znamena, zZe jeji prvky splituji rovnici
(3.5), potom ma vsechna vlastni ¢isla kromé jednoho nulova a tim jedinym je stupen k

matice S. Plati tedy maticovy zapis

S-v=k -y, (3.6)
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jehoz odvozeni je popsano pomoci nasledujicich vztahi, ktery v knize ([4], s. 90) uvadgji
autofi Fiala, Jablonsky, Manas. Po slouceni vyrazu

5j; = Z—f ij=12 .k (3.7)

S vyrazem
sijrsi=1,4,j=12,..,k, (3.8)

dostavame
sij’;—i_'z CLj=1,2, ..,k (3.9)

Odtud plyne rovnost

koo (3.10)
D osyd=k i=12..k
v.
=1
resp.
k (3.11)
Zsijvjzk % l:1,2,,k
j=1

V podstaté to samé, ale shrnuté do jedné rovnice uvadi Ramik v knize ([12], s. 89), kdy ve
vzorecku vyjadiuje 7-tou slozku vektoru v.
(Sv); = 2521 Sijvj = ﬂ-(:lz—;vj = Zle v; = kv;. (3.12)
K takové situaci, kdy je matice pln¢ konzistentni, vSak dochazi pouze ve vyjimecnych
piipadech. Pokud je znama pouze matice S, ktera nespliiuje podminku (3.5), potom je
aproximaci konzistentni matice a neplati pro ni existence pouze jediného vlastniho ¢isla A.

Nejvétsi vlastni ¢islo A4, J€ 0 néco malo vetsi nez stupen matice k a ostatni se svou velikosti

blizi nule. Poté pro odvozeni intenzit preferenci slouzi vyfeseni soustavy

S v= Adpmax "V, (3.13)
i'c=1 v = «,

kde a je intenzita preference prvku na vyssi trovni, vuéi kterému dané prvky porovnavame.

V piipadé tiiaroviové hierarchické struktury zobrazené na obr. 2 bude pro troven kritérii
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a = 1, protoze nad touto urovni je pouze jeden cil a celda hodnota normované vahy, kterd je

rovna 1 se nema mezi co délit. Pro porovnavani variant vici K; bude a = v;. [4]
Vyse uvedeny postup lze pouzit pouze v pfipad€, Ze je matice dostatecné¢ konzistentni.

K tomuto ovéfeni slouzi index konzistence C.1.

C.1.= Amax=k (3.14)

kde A4 je nejveétsi vlastni Cislo matice Sa k je pocet kritérii. Matice je dostate¢né
konzistentni, pokud je hodnota indexu mensi nez 0,1. Ovéfeni lze také provést pomérem

konzistence C.R.

C.R.= L (3.15)

RI.'

kde R.l. znamena prumérny index konzistence pro 500 nahodné generovanych recipro¢nich

matic. [4]
Tabulka 3 uvadi hodnoty R./ pro ruzné stupné matic.

Tabulka 3: Hodnoty R.I.

k 3 4 5 6 7 8 10 12 14
R.I. 0,58 0,90 1,12 1,24 1,32 141 1,49 1,53 1,59
Zdroj: [4]

Po sestaveni matice parového porovnavani Saaty doporucuje jako zdkladni metodu pro

zjisténi vah vypocet vlastniho &isla 1,4, @ k nému ptislusejiciho vektoru pomoci vzorce
Sw = dngW, (3.16)

ktery je totozny s
(S — ApaxDw =0, (3.17)

kde / je jednotkova matice a 0 je sloupcovy nulovy vektor. Vahy stanovime ze ziskanych

vlastnich vektori w; pomoci nasledujici rovnice

V= &, i=1,2..k, (3.18)
[Iwll
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kde

(3.19)
lwll = / kWi,

znaci normu (velikost) vektoru w. [12]

Pro vypocet nejvétsiho vlastniho Cisla Amax dvojice autort Fotr, Pisek ([6], s. 29) doporucuje

fesit rovnici

max k+1
/1k+1 — 1sisnhi (3'20)
max — max hk )

1sisn'i

kde se vektor h**1 se ziska z vektoru h* pomoci rekurentniho vztahu
hktl =g . pk (3.21)

s po&ateéni volbou h° = (1,1, ..., 1). [6]

JelikoZ pro matici obsahujici vice nez tii kritéria by byl vypocet vlastniho ¢isla Amax Velice
naro¢ny a bez pouziti poéitace prakticky nemozny, pouziva se ke zji§téni aproximativni
hodnoty vah kritérii napt. metoda aritmetickych primérd, metoda nejmensSich ctvercd, ale
nejcastéji metoda geometrickych pramért, jejiz odhadnuté vdhy se minimalné 1i8i od vah
skutecnych. Tato metoda je zaloZena na vynasobeni & prvkl jednotlivych tadkl a néasledné
k- t¢ odmocniny téchto soucint, jak je uvedeno jiz v tab. 1. Odhady vah kritérii v; ziskdme

normovanim geometrickych praméria podle vzorce,

&R

[IT}=1 s35] (3.22)

l 1
Z?=1[H}C=1Sij]k

vV =

kde v ¢itateli jsou geometrické priiméry jednotlivych fadka, a ve jmenovateli je soucet vSech

geometrickych priméra. [4]

3.2.2 Saatyho metoda pro hodnoceni variant — metoda AHP

Jedna se o metodu parového srovnavani prvki na jednotlivych urovnich hierarchické
struktury, kterd byla navrzena prof. Saatym v 80 letech 20. stoleti. Podle slozitosti rozhodovéani
obsahuije struktura uréity poéet urovni a kazda z nich se sklada z nékolika prvki. Cim vyssi je
uroven, tim se sklada z obecnéjSich prvki. Na samém vrcholu je pouze jediny prvek, kterym je

cil hodnoceni variant. Prvky po sob¢ nasledujicich trovni jsou mezi sebou propojeny urcitym
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vztahem. Pi1 analyze jednoduché tilohy muze mit hierarchicka struktura pouze tii trovné a témi
jsou — cil vyhodnocovani, kritéria a varianty. Schéma takové struktury je na obr. 2. Hodnota 1
na nejvyssi Urovni je rozdélena mezi kritéria podle jejich preference a stejné tak vahy
jednotlivych kritérii se dale d€li mezi varianty, kter¢ tak dostavaji preferencni index w;;

hodnoceni /¢ varianty podle j-tého kritéria. [9]

Cil hodnoceni
1 (100%)

Kritérium K; Kritérium K, Kritérium K,
vaha v, vaha v, vaha vy,
Varianta V; Varianta V, Varianta 1,
hodnoceni u, , hodnoceni u,, hodnoceni u,,
j=1,2,..k j=1,2,..k j=1,2,..k

Obrazek 2: Hierarchicka struktura pro VHV
Zdroj:[9]

Princip je shodny se Saatyho metodou stanoveni vah kritérii, ktera byla popsana v piedchozi
kapitole. Rozdil spoc¢iva v tom, Ze matice neporovnava velikost preferenci dvojic kritérii, ale
preference dvojic variant pro urcité kritérium. Z toho vyplyva, ze kolik existuje jednotlivych
kritérii, tolik je matic porovnavajicich zvolené varianty. Kazda matice je stupné n, kde n je
pocet variant. Z kazdé matice vzejdou dil¢i utility (hodnoceni) variant u;; tak, Ze normované
vlastni vektory pfislusejici vlastnimu cislu A,,,, nebo normované geometrické prameéry
jednotlivych fadkl jsou vynasobeny vahou kritéria, viici kterému se varianty v dané matici

porovnavaly. Celkové hodnoceni /-té varianty u; je dano vazenym prumeérem

w = Ny v w proi=1,2, ..., n, (3.23)
kde v; jsou vahy kritérii, 7 je pocet variant a & je poCet kritérii hodnoceni. [5]
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Vyhoda metody AHP spociva v tom, ze je schopna porovnavat jak kritéria kvantitativni, tak
kvalitativni. Nevyhodou je obtizné stanoveni preferenci mezi jednotlivymi prvky, které nemusi
byt vzdy objektivni a déle jeji rozsahlost vypocta, kdy pii vyssich poctech kritérii a variant
stoupa pocet parovych porovnani. Napf. jiz pro 5 variant, které budou zhodnoceny na zaklad¢
7 kritérii, musi rozhodovatel zadat (7) + 7(%), tj. celkem 21 + 70 = 91 parovych porovnéni

a vse vyresit pomoci 8 Saatyho matic. [9]
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4 RESENY PRIKLAD - VYBER VYSOKOZDVIZNEHO VOZIKU

Vicekriterialni hodnoceni variant za pouziti Saatyho metody je aplikovano na ptikladu pro
vybér vysokozdvizného voziku pottebného pro provoz ve vnitinich prostorech firmy. Jedna se

0 techniku potiebnou k horizontalni, ale ptedevsim vertikalni manipulaci s materialem.

Pro hodnoceni je vybrano Sest vysokozdviznych vozikl s riiznymi parametry. Piedstavena
je manipulac¢ni techniku dvou firem, kterymi jsou Toyota Material Handling CZ s.r.o.

a Jungheinrich (CR) s.r.o.

Jako kritéria jsou vybrana ta, o kterych se predpoklada, ze jsou dulezita pii potizovani tohoto
dlouhodobého majetku, 1 kdyZ v zavislosti na rozhodovateli o vybéru stroje se mohou tyto
kritéria zna¢né¢ ménit. JelikoZ se nejedna o konkrétni situaci, ale pouze 0 ukazku, jak dané
rozhodovani fesit, nejsou zadané zadné intervaly, ve kterych se maji parametry zafizeni

nachazet. Pro piiklad byly stanoveny tyto kritéria:

e cena — zde se predpokladd, ze by meéla byt k odpovidajici kvalit¢ a funkénim
pozadavkiim na stroj co nejnizsi
e nosnost — jednd se o klicové kritérium. Uvedend nosnost stroje je ovliviiovana
pfepravovanym biemenem a vySkou, do které je bfemeno zvedano. Kazdy vozik ma
vEtsi, nosnost stroje se snizuje. Také plati, ze ¢im je potieba zdvihnout bfemeno vyse,
tim je potfeba snizit jeho hmotnost.
e vyska zdvihu — toto kritérium udava, do jaké vysky je vozik schopen zvednout naklad.
Jak jiZ bylo naznaceno u nosnosti, vySka zdvihu ma vliv na stabilitu voziku, a proto ma
kazdy stroj redukci nosnosti s ohledem na zdvih.
e vyska prijezdu — udava vysku potiebnou pro prijezd stroje v zakladni poloze
e druh pohonu — stroje jsou dodavany s nize uvedenymi pohony
- spalovaci dieselovy — podle typu stroje moznost pouziti vné i uvnitt, ale s ohledem na
spaliny jsou vhodné ptedevsim pro venkovni pouziti

- spalovaci plynovy — podle typu stroje mozZnost pouziti vné i uvnitt. Oproti dieselovym
motoriim Se vyznacuji levné&j$im provozem a jsou Setrnéjsi k zivotnimu
prostiedi.

- elektricky — podle typu stroje moznost pouziti vné, ale predevsim uvnitt. Jsou
strojich jsou gelové nebo kyselinové. Nevyhodou kyselinovych baterii je

skutecnost, ze pro jejich nabijeni je potfebna samostatna mistnost.
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e misto provozu — podle pozadovaného tcelu je mozné manipulacni techniku pouZzivat
pouze venku, pouze uvnitf, nebo vyuzivat v obou prostorech.
Na pocatku celého rozhodovaciho procesu je v tab. 4 sestavena kriterialni matice, ve které

jsou uvedeny typy stroju, jednotliva kritéria a vSechny parametry.

Tabulka 4: Kriterialni matice

Vyska Vyska
Cena Nosnost Y _ Y Misto
zdvihu prijezdu Druh pohonu
[K&] [t] - - provozu
K1 K2 Ks Ka Ks Ke
elektricky —
RRE140 | v, | 650000 14 12 5 Y e
gelova baterie
elektricky —
RRE 180 V2 800 000 1,8 8 3 v hale
gelova baterie
spalovaci v hale
GT 30 V3 1 300 000 3 4,5 2 )
plynovy I uvnitf
elektricky —
v hale
EFG 218 Va4 520 000 1,8 5,5 2,4 kyselinova . )
i I uvnitf
baterie
spalovaci v hale
TFG 425 Vs 760 000 2,5 55 2,5 )
plynovy I uvnitf
spalovaci v hale
DFG 435 Vs 1100 000 3,5 4 2,2 )
dieselovy I uvnitf

Zdroj: vlastni Zpracovani

Hodnoty uvedené vV kriteridlni matici lze povazovat ve vztahu k uvedenym typim
vysokozdviznych vozikli pouze za orienta¢ni. Jak ceny, tak parametry se mohou v zavislosti na
pozadavcich zakaznika liSit. Zejména cena je Udaj, ktery je znacné pohyblivy. Zalezi na

pridavnych funkcich a komponentech a déle na upravach stroje, ke kterym casto dochazi jesté
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pfed samotnym uvedenim do provozu z divodu nevyhovujicich funkci pro chod v jiz

existujicich prostorech.

4.1 Stanoveni vah Kritérii

Prvnim krokem VHV je urceni vah kritérii ze sestavené matice (tab. 5). Tato matice je
oranzov¢ podbarvena a k ni jsou pfidany dva sloupce a jeden fadek. Sloupec s oznacenim R;
udava geometrické priméry, sloupec s ozna¢enim v; udava normované vahy kritérii a posledni

radek v tabulce udava soucet sloupcii matice.

Jelikoz je Saatyho matice stupné 6, neni presné stanoveni maximalniho vlastniho Cisla 4,4,
ze kterého by bylo mozno vypocitat vahy, bez pouziti pocitacového programu realné. Vahy
jednotlivych matic uvedené vtab. 5 jsou vypocitany pomoci geometrickych praméra

jednotlivych tadk, které jsou ndsledné znormovany.

Tabulka 5: Saatyho matice pro uréeni vah kritérii

K1 Kz Ks Ka Ks Ks R; v;
K1 1 1 3 5 3 9 2,7200 | 0,3213
Kz 1 1 3 5 3 9 2,7200 | 0,3213
Ks 1/3 1/3 1 3 1 7 1,1517 | 0,1360
Ka 1/5 1/5 1/3 1 1/3 5 0,5302 | 0,0626
Ks 1/3 1/3 1 3 1 7 1,1517 | 0,1360
Ks 1/9 1/9 1/7 1/5 1/7 1 0,1922 | 0,0228
3 2,9778 | 2,9778 | 8,4762 | 17,2000 | 8,4762 | 38,0000 | 8,4659 1

Zdroj: vilastni zpracovani

Hodnota R; se vypocita podle nize uvedeného vzorecku, kde je pro ukazku vypocitana

hodnota pro prvni fadek

Ri=

k k 6 6 6
[T sy=r="|]] sy=9T135379=2720
j=1 j=1

K hodnot¢ v; se dospéje nésledujicim vztahem, taktéz s ukazkou pro prvni fadek

R; Rq

2,7200
ﬁ vl = =

—— =
6 (Ri 84659

v =

= 5 =0,3213
k )
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Pro vypocet ptiblizného vlastniho Cisla pouzijeme nasobeni dvou vektori. Prvni fadkovy
vektor je tvofen sou¢tem sloupci matice a druhy sloupcovy vektor odpovida vypocétenym

normovanym vaham. V§echny hodnoty jsou pievzaty z tab. 5.

10,32137
0,3213
0,1360
0,0626
0,1360

10,0228

Amax = 12,9778 2,9778 8,4762 17,2000 8,4762 38,0000] - =6,1622

Nyni uz zname A,,,, @ mizeme ovéfit, zda je matice dostateéné konzistentni. Jak je uvedeno

v kapitole 3.2.1, slouzi k tomuto ovéfeni index konzistence C./. podle vzorecku (3.14)

Amax—k 616226
c.l.= " — =
k—1 6-1

=0,0324

0,0324<0,1

Z vysledku hodnoty indexu, ktery ma byt mensi nez 0,1 je vidét, ze matice je dostate¢né

konzistentni.

Pro lepsi predstavu jsou rozdily jednotlivych vah znazornény v grafu na obr. 3.

vahy kritérii

0,3500

0,3213 0,3213
0,3000
0,2500
0,2000
o
<
Ny
> 0,1500 0,1360 0,1360
0,1000
0,0626
0,0500 . 00228
0,0000 -
cena nosnost vyska zdvihu  vyska prdjezdu druh pohonu misto provozu

Kritérium

Obriazek 3: Graf porovnavajici vahy jednotlivych kritérii

Zdroj: viastni zpracovani
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Pro dokazani, Ze se hodnoty ziskané pomoci geometrického praiméru skuteéné od hodnot
Saatyho metodou pfili$ neli$i, jSOu pro porovnani uvedeny v tab. 6 hodnoty vah a vlastniho ¢isla
vypocitané metodou geometrickych pruméri a ziskané pomoci vypocetniho systému
WolframAlpha. Tyto charakteristické parametry matice spolu s indexem konzistence je mozné
pro porovnani ziskat také Saatyho metodou za pomoci programu MCA7. Tento program
vytvoftil Petr Kroviny v ramci své dizertacni prace a je voln¢ ke stazeni na internetové strance

http://korviny.cz/mca7/mca7 download.php.

Tabulka 6: Porovnani vah ziskanych metodou geometrickych priméri a vypoétem vlastnich hodnot matice
programem WolframAlpha

Metoda geometrickych priméra Viastui hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,3213 0,3202
Nosnost 0,3213 0,3202
Vyska zdvihu 0,1360 0,1358
Vyska prijezdu 0,0626 0,0645
Druh pohonu 0,1360 0,1358
Misto provozu 0,0228 0,0236
Amax 6,1622 6,2135
ClL 0,0324 0,0427

Zdroj: Vlastni zpracovant

Nyni jsou jiz znamy hodnoty vah kritérii a miiZe se pfistoupit k hodnoceni jednotlivych
variant.
4.2 Hodnoceni stroji dle jednotlivych Kkritérii

V tomto piikladu, kde se rozhoduje mezi Sesti druhy vysokozdviznych voziku, bude podle
postupu uvedeného v kapitole 3.2.2 vytvoreno 6 matic. Kazda matice hodnoti alternativy

vybéru podle jednoho kritéria a na jeho zaklad€ vzejdou dil¢i utility variant u;;.

4.2.1 Stroje dle Kkritéria ,,cena®

Vyhodnoceni, ktery stroj ma jakou vahu podle ceny je uvedeno v tab. 7.
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Tabulka 7: Hodnoceni vozikt na zakladé ceny

CENA
_ RRE RRE GT EFG TFG DFG
vy = Ri w; Ujq
0,3213 140 180 30 218 425 435
RRE
140 1 3 8 12 2 6 2,2894 0,2603 0,0837
RRE
180 1/3 1 6 1/4 1/2 4 1,0000 0,1137 0,0365
GT
30 1/8 1/6 1 1/9 1/7 1/3 0,2190 0,0249 0,0080
EFG
218 2 4 9 1 3 7 3,3879 | 0,3853 | 0,1238
TFG
495 1/2 2 7 1/3 1 5 1,5060 0,1713 0,0550
DFG
435 1/6 1/4 3 177 1/5 1 0,3910 | 0,0445 | 0,0143
> 4,1250 | 10,4167 | 34,0000 | 2,3373 6,8429 | 23,3333 | 8,7933 1 0,3213

Zdroj: Vlastni zpracovani

Postup vypoctu hodnot R; a v; je vysvétlen u stanoveni vah kritérii. Nyni bude ukazan

vypocet hodnoty dil¢i utility u;;:
Ujj = vt W = Uy = vp - wy =0,3213-0,2603 = 0,0836
Velikost A,,,4, Se ziska vynasobenim vektora:

10,2603
0,1137
0,0249
0,3853
0,1713

10,0445

Amax = [4,1250 10,4167 34,0000 2,3373 6,8429 23,3333] - =6,2158

Nyni mizeme ovétit konzistenci matice.

k-1 6-1

C.l.= =0,0432

0,0432<0,1
Z vysledku hodnoty indexu konzistence vyplyva, Ze matice je dostate¢né konzistentni.

V tab. 8 jsou pro porovnani opét uvedeny hodnoty vah a vlastniho ¢isla vypocitané pomoci

metody geometrickych primért a aplikace WolframAlpha.

39



Tabulka 8: Porovnani vah dle ceny ziskanych metodou geometrickych praimérii a vypoétem vlastnich
hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych praiméra Vlastni hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,2603 0,2578
Nosnost 0,1137 0,1146
Vyska zdvihu 0,0249 0,0255
Vyska prijjezdu 0,3853 0,3869
Druh pohonu 0,1713 0,1700
Misto provozu 0,0445 0,0452
Amax 6,2158 6,2465
C.l. 0,0432 0,0493

Zdroj: Viastni zpracovani

Na obr. 4 je znazornén graf porovnavaji hodnoceni strojit vzhledem k cené.

diléi utility SR

vzhledem k cené Do

TFG 425 RRE 140
0,055 05280/37
(]
17% ® RRE 140
u RRE 180
uGT 30
EFG 218
s W TFG 425
0,0365
EFG 218 11% H DFG 435

0,1238
39%

Obrazek 4: Hodnoceni vozika s ohledem na cenu

Zdroj: Vlastni zpracovani
Z uvedené¢ho grafu je patrné, ze nejvyssi hodnoceni méa vysokozdvizny vozik s oznacenim
EFG 218, naopak na dvou poslednich mistech skoncily voziky typu GF30 a DFG 435, jejichz

cena piekrocila 1 mil K¢.
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4.2.2  Stroje dle kritéria ,,nosnost*

Stanoveni dil¢ich vah stroji podle nosnosti je uvedeno v tab. 9.

Tabulka 9: Hodnoceni voziki na zakladé nosnosti

= 9
8 %_ RRE RRE GT EFG TFG DFG
Z © R; Wi U
8 I 140 180 30 218 425 435
z g
RRE
1 1/3 1/9 1/3 1/7 1/9 0,2410 0,0254 0,0081
140
RRE 3 1 17 1 s u7 | 04801 | 00507 | 0,0163
180
GT
9 7 1 7 3 1 3,3133 0,3500 0,1125
30
218
TFG 7 5 1/3 5 1 1/3 1,6398 0,1732 0,0556
425
DFG 9 7 1 7 3 1 3,3133 0,3500 0,1125
435
> 32,0000 | 21,3333 2,7302 21,3333 7,5429 2,7302 9,4676 1 0,3213

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypocet 4,4, Vynasobenim vektort:

10,0254
0,0507
0,3500
0,0507
0,1732

10,3500

Amax = [32,0000 21,3333 2,7302 21,3333 7,5429 2,7302] - =6,1936

Nyni miizeme ovéftit konzistenci matice.

Amax—k 6,1936-6
C.l.=—"2—=
k—1 6-1

=0,0387

0,0387<0,1
Z vysledku hodnoty indexu lze konstatovat, ze matice je dostate¢né konzistentni.

V tab. 10 jsou pro porovnani opét uvedeny hodnoty vah a vlastniho ¢isla vypoéitané pomoci

metody geometrickych praméri a aplikace WolframAlpha.
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Tabulka 10: Porovnani vah dle nosnosti ziskanych metodou geometrickych primérti a vypoctem vlastnich
hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych priméra Viastni hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,0254 0,0261
Nosnost 0,0507 0,0505
Vyska zdvihu 0,3500 0,3484
Vyska prijjezdu 0,0507 0,0505
Druh pohonu 0,1732 0,1762
Misto provozu 0,3500 0,3484
Jimax 6,1936 6,2204
C.l. 0,0387 0,0441

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obr. 5 je uveden graf porovnavaji hodnoceni stroji vzhledem k nosnosti.

dilci utility RRE 140

N 0,0081
vzhledem k nosnosti s R: 511::

5%

® RRE 140
DFG 435 H RRE 180
0,1125 M GT 30
35%
EFG 218
B TFG 425
W DFG 435

TFG 425
0,0556 EFG 218
17% 0,0163
5%

Obrazek 5: Hodnoceni vozika s ohledem na nosnost

Zdroj: Vlastni zpracovani
Z uvedeného grafu je na prvni pohled znatelné, Ze nejvice hodnoceni jsou dva voziky, jeden

s ozna¢enim DFG 435 a druhy s nazvem GT 30. Tato skute¢nost je dana jejich nosnosti
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prevySujici 3 tuny. Naopak na poslednim misté je technika s ozna¢enim RRE 140, ktera unese
pouze 1,4 tuny.
4.2.3  Stroje dle kritéria ,,vy§ka zdvihu*

Vysledky porovnani stroju podle vysky zdvihu je uvedeno v tab. 11.

Tabulka 11: Hodnoceni vozikl na zakladé vysky zdvihu

o
(o]
S 293 RRE RRE GT EFG TFG DFG
2 S o Rl w; U3
z Q| 140 180 30 218 425 435
g
RRE 1 1 5 3 3 7 2,6085 0,3206 0,0436
140
RRE 1 1 5 3 3 7 2,6085 0,3206 0,0436
180
GT
1/5 1/5 1 1/3 1/3 3 0,4870 | 0,0599 | 0,0081
30
EFG 1/3 1/3 3 1 1 5 1,0889 0,1338 0,0182
218
TFG 13 13 3 1 1 5 1,0889 0,1338 0,0182
425
DFG
1/7 1/7 1/3 1/5 1/5 1 0,2546 0,0313 0,0043
435
> 3,0095 3,0095 | 17,3333 | 8,5333 8,5333 | 28,0000 | 8,1364 1 0,1360
Zdroj: Vlastni zpracovant
Vypocet Ay -
10,3206
0,3206
0,0599| _
Amax = [3,0095 3,0095 17,3333 8,5333 8,5333 28,0000 ] - 01338 =6,1278
0,1338
10,0313

Ovéieni konzistence matice.

A -k 6,1278— 6
C.l.= /=2 — - =0,0256
k—1 6—1

0,0256 < 0,1

Ze ziskané hodnoty indexu je vidét, ze matice je dostatecné konzistentni.

43



Hodnoty vah a vlastniho ¢isla vypocitané pomoci metody geometrickych priiméra a aplikace

WolframAlpha jsou pro porovnani opét uvedeny v tab. 12.

Tabulka 12: Porovnani voziki dle vysky zdvihu ziskanych metodou geometrickych primérti a vypoctem
vlastnich hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych priméra Viastni hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,3206 0,3199
Nosnost 0,3206 0,3199
Vyska zdvihu 0,0599 0,0607
Vyska prijezdu 0,1338 0,1337
Druh pohonu 0,1338 0,1337
Misto provozu 0,0313 0,0320
Amax 6,1278 6,1564
C.l 0,0256 0,0313

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obr. 6 je graf porovnavajici hodnoceni strojii vzhledem k vysce zdvihu.

dilci utility vzhledem
k vySce zdvihu

DFG 435
0,0043
3%

0;0182 0,0436
0,
134 32%
B RRE 140
EFG 218
0.0182 m RRE 180
14% GT30

EFG 218

B TFG 425

B DFG 435

RRE 180
0,0436
32%

Obriazek 6: Hodnoceni vozika s ohledem na vysku zdvihu

Zdroj: Vlastni zpracovani

44



Z uvedeného grafu lze konstatovat, ze na 1. misté se umistily dva stroje, které maji vysku
zdvihu alespont 8 metri. Jedna se o voziky s oznacenim RRE 140 a RRE 180. Naopak na
poslednim mist¢ je technika s oznacenim DFG 435.

4.2.4  Stroje dle kritéria ,,vyS§ka prijezdu*

Vyhodnoceni stroji podle vysky prujezdu je uvedeno v tab. 13.

Tabulka 13: Hodnoceni vozikti na zakladé vysky prijezdu

O
= O
3S23| RRE | RRE GT EFG | TFG | DFG
) E o Rl w; Uiy
; a I 140 180 30 218 425 435
& =
=
RRE
1 1/3 1/7 1/5 1/5 1/7 0,2546 | 0,0313 | 0,0019
140
RRE
3 1 1/5 1/3 1/3 1/5 0,4870 | 0,0599 | 0,0037
180
GT
7 5 1 3 3 1 2,6085 | 0,3206 | 0,0201
30
218
TFG 5 3 1/3 1 1 1/3 1,0889 | 0,1338 | 0,0084
425
DFG 7 5 1 3 3 1 2,6085 | 0,3206 | 0,0201
435
> 28,000 | 17,3333 | 3,0095 | 8,5333 | 8,5333 | 3,0095 | 8,1364 1 0,0626

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypocet A4, Vynasobenim vektoru:

10,0313
0,0599
0,3206
0,1338
0,1338

10,3206

Amax = [28,0000 17,3333 3,0095 8,5333 8,5333 3,0095]- =6,1279

Nyni mizeme ovérit konzistenci matice.

Amax—k 612796
Cl=—"2—=
k—1 6—1

=0,0256

0,0256 < 0,1
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Z vysledku hodnoty indexu konzistence je vidét, Zze matice splituje pozadovanou konzistenci.

V tab. 14 jsou pro porovnani opét uvedeny hodnoty vah a vlastniho ¢isla ziskané metodou

geometrickych primért a pomoci aplikace WolframAlpha.

Tabulka 14: Porovnani vah dle vysky prijezdu ziskanych metodou geometrickych primért a vypoctem
vlastnich hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych priméra Viastni hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,0313 0,3200
Nosnost 0,0599 0,0607
Vyska zdvihu 0,3206 0,3199
Vyska prijezdu 0,1338 0,1337
Druh pohonu 0,1338 0,1337
Misto provozu 0,3206 0,3199
Amax 6,1279 6,1564
C.l. 0,0256 0,0313

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obr. 7 je vyobrazen graf porovnavajici hodnoceni strojit vzhledem k vysce prijezdu.

dilci utility vzhledem
k vysce prljezdu [N

0,0019 RRE 180
0,0037
6%
DFG 435
0,0201
32%
m RRE 140
 RRE 180
m GT 30
EFG 218
B TFG 425
m DFG 435

TFG 425
0,0084 EFG 218
13% 0,0084
14%

Obrazek 7: Hodnoceni vozikl s ohledem na vysku prijezdu

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Z uvedeného grafu je patrné, ze na 1. misté se umistily voziky, které maji vysku prijezdu do
2,2 metrii. Jedna se o voziky s oznacenim GF 30 a DFG 435. Naopak na poslednim mist¢ je
stroj RRE 140, ktery ma vysku prijezdu 5 metra.

4.25 Stroje dle kritéria ,,druh pohonu

Porovnani stroji podle druhu pohonu je uvedeno v tab. 15.

Tabulka 15: Hodnoceni vozikt na zakladé druhu pohonu

o
o
2 S| RRE RRE GT EFG TFG DFG
= % oS R; Wi U;s
0o I 140 180 30 218 425 435
&
RRE 1 1 5 3 5 9 2,9618 | 0,3372 | 0,0459
140
RRE 1 1 5 3 5 9 2,9618 | 0,3372 | 0,0459
180
GT
1/5 1/5 1 1/3 1 5 0,6368 | 0,0725 | 0,0099
30
EFG 13 13 3 1 3 7 1,3831 | 0,1575 | 0,0214
218
TFG 1/5 1/5 1 1/3 1 5 0,6368 | 0,0725 | 0,0098
425
DFG
1/9 1/9 1/5 17 1/5 1 0,2033 | 0,0231 | 0,0031
435
> 2,8444 | 2,8444 | 15,2000 | 7,8095 | 15,2000 | 36,0000 | 8,7836 1 0,1360

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vypocet Ay -

10,33727
0,3372
0,0725
0,1575
0,0725

10,0231

Amax = [2,8444 2,8444 15,2000 7,8095 15,2000 36,0000 ] - =6,1839

Nyni mizeme ovérit konzistenci matice.

A -k 6,1839-6
C.l.= B2 — - =0,0368
k—1 6—1

0,0368 <0,1

47



Na zéklad¢ vypocteného indexu konzistence je matice dostatecné konzistentni.

Hodnoty vah a vlastniho ¢isla vypocitané pomoci aplikace WolframAlpha a metody

geometrickych priméra jsou pro porovnani opét uvedeny v tab. 16.

Tabulka 16: Porovnani vah dle vysky prijezdu ziskanych metodou geometrickych primért a vypoctem
vlastnich hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych priméra Viastni hodnoty matice

programem WolframAlpha
Cena 0,3372 0,3358
Nosnost 0,3372 0,3358
Vyska zdvihu 0,0725 0,0728
Vyska prijezdu 0,1575 0,1586
Druh pohonu 0,0725 0,0728
Misto provozu 0,0231 0,0242
Amax 6,1839 6,2316
C.l. 0,0368 0,0463

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obr. 8 je graf porovnavajici hodnoceni strojii vzhledem k druhu pohonu.

dilci utility vzhledem
TEG 425 DFG 435 k drUhU pOhonu

0,0098 0,0031
7% 2%
RRE 140
0,0459
34%
Egizzll: & = RRE 140
’16% M RRE 180
=GT30

EFG 218
W TFG 425
= DFG 435

RRE 180
0,0459
34%

Obrazek 8: Hodnoceni vozika s ohledem na druh pohonu

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Z uvedeného grafu se da vycist, ze na 1. mist¢ se umistily voziky, které maji elektricky
pohon s gelovou baterii. Jedna se o voziky RRE 140 a RRE 180. Naopak na poslednim misté
je dieselovy vozik DFG 435, ktery neni pro pouziti v hale zrovna idealnim feSenim.

4.2.6  Stroje dle kritéria ,,misto provozu*

Vyhodnoceni stroji podle mista provozu je uvedeno v tab. 17.

Tabulka 17: Hodnoceni voziki na zakladé mista provozu

G— O
7z N
°2 3| RRE RRE GT EFG TFG DFG
L ;ﬁ © Rl w; Uig
= 8 I 140 180 30 218 425 435
NN
RRE 1 1 1/3 1/3 1/3 1/3 0,4807 | 0,0714 | 0,0016
140
RRE 1 1 1/3 1/3 1/3 1/3 0,4807 | 0,0714 | 0,0016
180
T 3 3 1 1 1 1 1,4422 | 0,2143 | 0,0049
30
EFG 3 3 1 1 1 1 1,4422 | 0,2143 | 0,0049
218
TFG 3 3 1 1 1 1 1,4422 | 0,2143 | 0,0049
425
DFG 3 3 1 1 1 1 1,4422 | 0,2143 | 0,0049
435
> 14,0000 | 14,0000 | 4,6667 | 4,6667 | 4,6667 | 4,6667 | 6,7302 1 0,0228

Zdroj: Vlastni zpracovani
Vypocet A4, Vynasobenim vektoru:

10,0714
0,0714
0,2143
0,2143
0,2143

10,2143

Amax = [14,0000 14,0000 4,6667 4,6667 4,6667 4,6667 |- =6,0000

Nyni neni potfeba konzistenci matice ovéfovat, protoze se jedna o ptipad, kdy je matice plné

konzistentni. TO je mozné ovérit nasledujicim zkusebnim propoc¢tem podle vzorecku (3.5)

S12 " S25 = S35

1-1/3=1/3
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V tab. 18 jsou pro porovnani opét uvedeny hodnoty vah a vlastniho ¢isla vypocitané pomoci

aplikace WolframAlpha a metody geometrickych primeért.

Tabulka 18: Porovnani vah dle mista provozu ziskanych metodou geometrickych praméru a vypoctem

vlastnich hodnot matice programem WolframAlpha

Metoda geometrickych praméra Viastni hodnoty matice
programem WolframAlpha

Cena 0,0714 0,0714
Nosnost 0,0714 0,0714
Vyska zdvihu 0,2143 0,2143
Vyska prijezdu 0,2143 0,2143
Druh pohonu 0,2143 0,2143
Misto provozu 0,2143 0,2143
Amax 6,0000 6,0000

C.l. 0 0

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obr. 9 je graf porovnavajici hodnoceni strojii vzhledem k mistu provozu.

dilci utility vzhledem

RRE 140

0,0016
DFG 435 7%

0,0049
21%

TFG 425
0,0049
21%

EFG 218
0,0049
22%

Obrazek 9: Hodnoceni vozika s ohledem na mistu provozu

RRE 180

0,0016
7%

k mistu provozu

® RRE 140
M RRE 180
GT 30

EFG 218
B TFG 425
W DFG 435

Zdroj: Vlastni zpracovani

Z uvedeného grafu lze vycist, ze Ctyfi stroje maji vyssi hodnoceni nez dva ostatni. Je to dano

tim, ze voziky RRE 140 a RRE 180 jsou vhodné pouze k vnitinimu provozu.
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4.3 Celkové zhodnoceni vybéru vysokozdvizného voziku

Nyni jsou znamy jednotlivé utility podle vSech kritérii a mize dojit k vybéru manipulacni
techniky, ktera bude podle zvolenych parametrd pro realizaci idealni. V tab. 19 jsou

zaznamenany vysledky pfedchozich propocti.

Tabulka 19: Tabulka vysledného potadi vysokozdviznych vozikt

Cena Nosnos Vyska Vyska Druh Misto Pofadi
1 St Uu; oradl
[K¢] t [t] zdvihu |- prijezdu pohonu | provozu '
[m] [m]
0,0837 | 0,0081 | 0,0436 0,0019 0,0459 0,0016
RRE - .
=
140 8 14 " 5 S22 yhae | 0188 | 2.
B ' = &5 S
© 5 1<
0,0365 | 0,0163 | 0,0436 0,0037 0,0459 | 0,0016
RRE - - 5
gz .2 0,1476 .
180 8 18 8 3 |25 vhae
= ' T HE
159) % | =2
0,0080 | 0,1125 | 0,0081 0,0201 0,0099 0,0049
GT o -
20 S g 2 | vhale | 01635 | 3.
S 3 45 2 58|
: § = I uvnitt
0,1238 | 0,0163 | 0,0182 0,0084 0,0214 | 0,0049
EFG o S ‘§ 1
- [5)
S S 2.2 vhale | 01930 .
218 S 18 5,5 24 | ESg|
uN-: % ég I uvnitr
0,0550 | 0,0556 | 0,0182 0,0084 0,0098 0,0049
TFG o 5 - 5
5 -
S s > Vv hale 0,1519 .
425 S 25 55 25 32 |
© § = | 1 uvnitf
0,0143 | 0,1125 | 0,0043 0,0201 0,0031 | 0,0049
DFG o e
435 8 8 2 | vhale | 01592 | 4.
S 35 4 2,2 23 |
— S 9 I uvnitt
— v o

Zdroj: Vlastni zpracovani
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U kazdého stroje se souctem dil¢ich hodnoceni ziska celkova utilita. Podle jeji velikosti se
sestavi poradi voziki tak, ze nejvyssi hodnota celkové utility odpovida nejlépe hodnocenému
stroji. Aby bylo na prvni pohled jasné, jaké ma vitézny stroj parametry, je do tabulky hodnoceni
ke kazdému stroji piidan fadek s témito udaji.

vvvvv

zde se stroj umistil az ve druhé polovin€ vSech mist. Jelikoz ale v tomto ukdzkovém pfikladu
nebyla stanovena minimalni nosnost, kterou musi vozik spliiovat, povazuje se za dostatecnou.
Kdyby vsak byla od zacatku stanovena vyssi hodnota nosnosti, stroj by byl z nabidky vyfazen
a do hodnoceni by se viibec nedostal. Mezi dalsi dvé dulezita kritéria patii vyska zdvihu a druh
pohonu. Zvoleny stroj ma vysku zdvihu 5,5 m, coz je povazovano obvykle za postacujici a Casto
poptavané. Pohon je elektricky, takze provoz stroje je tichy a Setrny k zivotnimu prostiedi.
Jedinou piekazkou by mohla byt kyselinova baterie, kterd musi mit na nabijeni samostatnou
mistnost. Za mén¢ dilezité kritérium je v tomto ptikladu povazovana vyska prijezdnosti. S tou
se vozik pohybuje mezi t€émi nizsimi, tedy s vyskou 2,4 metrti. Jako velmi slabé kritérium je
povazovano misto, kde se bude stroj pouzivat. I zde si vozik stoji velmi dobfe, protoze se mize

pouzivat jak v uzavienych, tak v otevienych prostorech.

Na samém konci piikladu je na obr. 10 znazornén graf celkového hodnoceni.

Celkové hodnoceni stroj(i

0,14 0,25
0,23
0,12 ) 1. misto
2. misto EFG 218 0,21
p= , —
= 01 RR5140 3. misto 4. misto 0,19 ¢
= 6. misto GT 30 5. misto DFG 435 - §
O ’
5 008 RRE 180 TF2425 L 2 3
= PN 0,15 2
@ N)
° 0,06 0,13 8
e S
0,11 &
S 0,04 118
0,09
0,02
I I 0,07
0 _u N = == (05
RRE 140 RRE 180 GT 30 EFG 218 TFG 425 DFG 435
nazev stroje
HCena [K¢] B Nosnost [t] Vyska zdvihu [m] Vyska prijezdu [m]
H Druh pohonu M Prostor pouzivani @ Celkové hodnoceni

Obrazek 10: Celkové hodnoceni vysokozdviznych voziki

Zdroj: Vlastni zpracovani
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ZAVER
Cilem bakalafské prace bylo shrnout zdkladni poznatky o vlastnich Cislech a vlastnich

vektorech matic, ptiblizit jejich historicky vyvoj a nastinit jejich vyuziti v praxi.

Matematickd ¢ast teorie o problematice vlastnich veli¢in a o vztazich mezi maticemi byla
popsana v prvni kapitole. Vysvétluje zékladni pojmy a nutné vypocty k dosazeni pozadovanych
vlastnich veli¢in matic. Pro lepsi pochopeni je uveden jednoduchy ptiklad. Na tyto zaklady
navazuje vyklad o druzich matic a o vztazich mezi nimi. Na zavér kapitoly je pfiblizena

problematika matice v Jordanov¢ tvaru.

Druhd kapitola pojednava o tom, pro¢ a v jakém oboru se vlastni Cisla a vlastni vektory
zaCaly vyskytovat, kdo z matematikt, fyzikd, astronomd, zkratka ktefi védci z riznych oboril
je ve své praci pouzivali. Z Ceskych védcu je priblizena prace Eduarda Weyra. Na konci
kapitoly je zminka o Thomasovi Saatym, ktery charakteristické veli¢iny matic vyuziva ve své

metodé AHP.

Vyuzivani v praxi té ¢asti linearni algebry, o které tato prace vypovida, je vysvétlena na
problematice rozhodovani. Kazdy rozhodovaci proces Vv sobé ukryva spoustu nejasnosti a je
dilezité se spravné rozhodnout. K tomu slouzi n€kolik metod, z nichz jedna je postavena praveé
na vypoctu maximalniho vlastniho ¢isla a jemu ptisluSného vektoru. Tento vektor je kli€ovy
pro hodnoceni jednotlivych alternativ. VSe vysvétluje tfeti kapitola, kde na zacatku jsou
popsany nejdulezitéjsi pojmy z rozhodovani a poté je popsano vicekriterialni hodnoceni variant
metodou AHP. Jedna se o velice oblibenou metodu, jejiz vyhodou je to, Ze mezi sebou
porovnava kritéria jak kvantitativni, tak i kvalitativni. Jeji postup se d4 vyuZit na rozhodovani
o celé fad¢ situact, at’ uz se jedna o vybér vhodného mista pro podnikani, o zvoleni vhodného
kandidata na jakoukoli pozici, o volbé dodavatele nebo tieba o vybér nejvhodnéjsi alternativy

pro investici. Vzdy je pouze dulezité spravné zvazit jednotlivé preference.

V posledni kapitole je metoda AHP ptedstavena na konkrétnim ptikladu, kdy se firma
rozhoduje o pofizeni potiebné manipulacni techniky v podobé vysokozdvizného voziku. Na
tomto ptikladu je vidét, Ze postup rozhodovaciho procesu je skute¢né jednoduchy a da se pouzit

1 bez vypocetni techniky
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