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Kazdy dobry ucitel matematiky se stdle snazi hledat vhodné pfileztosti které mohou
ukazat matematickou teorii vponékud netradiénich, ale pfitom navenek atraktivnéjSich
situacich. Navic je jist¢ uCelné, kdyz se jedna o uzti matematickych poznatkt v problematice,
kterd je ponckud vzdalend od tradinich oblasti aplikaci matematky. Jednomu méné
znamému matematickému poznatku je v€novany tento nas piispévek.

Uvazujme libovolnou mnozinu d¢iselnych dat, kterd vyjadiuji hodnotu jisté pfirozene
vymezené veli¢iny zredlného svéta. Pfitom nezileZi na tom, zda se jedna o data geograficka,
ekonomickd (ceny zboz, fakturované Ccastky, platby pojisténi), tabulky fyzikalnich veli¢in,
hodnoty nékterych funkénich zivislosti mezi velicmami na jistém diskrétnim definiénim
oboru a podobné. Jednim z dilezitych predpoklada je, aby byl rozsah souboru alespon v fadu
stovek nebo jest¢ Iépe tisich. Uruyje se potom cetnost vyskytu jednotlivych Eislic na prvnim
platném misté¢. V naSem piipadé¢ tedy prvni Cislice rizné od nuly v zapisu cCiselného udaje
Vv desitkové soustavé. Pro jednoduchost budeme v dalsim textu pouzivat pouze pojmenovani
Lprvni Cislice”. Zda se ziejmé, ze by pravdépodobnost P(d) vyskytu Cislice d =1,2,...9 jako
prvni Cislice méla podléhat rovnomérmému rozloZzeni, tedy konkrétné P(d) :%:0,11.... Ve
skute¢nosti se v souborech prirozenych dat nejcastéji objevuje jako prvni Cislice jedniCka a
Cetnost vyskytu dalSich Cislic postupné klesa v poradi od 2 az k9. Jak se mizeme v mnoha
Casopiseckych pramenech ptesvédCit, je z uvadénych hodnot ziejmé, ze v téchto souborech
zhruba 30% Ccisel za¢ina jednickou a ¢im vys§i je prvni Cislice, tim je mensi pravdépodobnost,
7e se objevuje na zaCatku zapisu Cisel

Uvod k problematice zikona prvni &islice

Provedme nejprve jednoduchy experiment se &leny posloupnosti a, =n+/n, b, =nlsinn|,
a Cleny tifi rekurentné zadanych posloupnosti Jde o Fibonacciovu posloupnost danou
predpisem F,,,=F, ,+F, kde F =F, =1 Lucasow posloupnost L ,=L,,+L,, L =1
L, =3 a Pellowu posloupnost P,,=2P.,+P,, P =1P, =2 Funkéni vyjadfeni ¢lent
téchto posloupnosti (v zavislosti na Nn) Ize najit napiiklad feSenim jejich rekurentnich
predpisti jako lnedrnich diferencnich rovnic 2. fadu sdanymi pocatecnimi cleny. Pro

n n
Fibonacciovu posloupnost pak plati tzv. Binetiiv vzorec Fn:%, kde a:1+2\/§,
a_
1-5 . . . n n
p = Podobné Ize odvodit, Ze pro Lucasovu posloupnost plati L, =a" +p" a pro
7/n _ n

Pellovu posloupnost P, =

g , kde y=1++/2, §=1-42.



Pouzitim programu MATLAB jsme urcili hodnoty dostatecného poctu clenii zminénych
posloupnosti. V' tab.1 jsou pak uvedeny procentualn¢ vyjadiené relativni Cetnosti vyskytu
jednotlivych ¢islic jako prvnich Cislic ¢lentt téchto posloupnosti. Pocet testovanych clend
zkoumanych posloupnosti byl ovlivnén moznostmi zobrazeni Cisel v pouzitém softwaru.

Tab. 1: Relativni ¢etnost prvnich Cislic u uvedeného poctu ¢lenit vybranych posloupnosti

f;fgle 1 2 3 4 5 6 7 8 | 9 l;fc’l‘;zt
a | 16,13 | 1353 | 12,08 | 11,10 | 10.38 | 9,81 | 9.36 | 897 | 865 | 10°
b, | 20,24 | 16,52 | 13,87 | 12,01 | 10,39 | 8.94 | 758 | 615 | 429 | 10°
F | 3027 | 17,71 | 12,63 | 920 | 820 | 643 | 556 | 556 | 444 | 1476
L | 3044 | 1715 | 12,85 | 9.89 | 7.80 | 6.35 | 6,10 | 400 | 4,42 | 1474

P, 3045 1825|1181 | 924 | 829 | 6,22 | 619 | 4,68 | 4,87 | 806

Jednoduchym porovnanim uvedenych cetnosti je vidét, Zze vyskyt prvnich Cislic klesa od 1
k9. Navic je ziejmé, ze vétsSi shodu pozorujeme u Cleni rekurentné zadanych posloupnosti,
kde relativni Cetnosti pro jednotlivé Cislice vykazuji pouze velmi malé odchylky. Je proto
mozné, ze svoji roli vtéchto piipadech hraje typ funkéniho vyjadfeni Clenti posloupnosti,
konkrétn¢ zavislost exponencialni. Z tohoto hlediska budeme Kk celému problému piistupovat
v dalSim textu.

Historické poznamky

Pozorovanou zakonitost poprvé zvefejnil vroce 1881 kanadsky matematik a astronom
S.Newcombe [6] v ¢asopise The American Journal of Mathematics. Jeho tvrzeni vychazelo z
pozorovani, ze v logaritmickych tabulkach v technické knihovné jsou evidentné nejvice
ohmatané¢ stranky s Cisly zaCinajicimi jednickou. Jeho pouze dvoustrankovy text si vSak
neziskal zadnou pozornost a upadl v zapomnéni. Autor neuvedl Zddnou analyzu konkrétnich
souborl dat, zato se pokusil o ur¢it¢ matematick¢ zdiivodnéni tohoto vysledku.

Jesté nekolik desetileti tak jeho tvrzeni nebyla vénovana pozornost. Az vroce 1938 tento
zurcitého hlediska piirodni jev znovu objevil fyzik F.Benford [1]. Ten se vSak celym
problémem zajimal mnohem systematictéji. Prozkoumal ptes 20 000 Cciselnych udaji ve 20
riznych souborech dat, jako byly napiklad délky 335 tek, mémé tepelné kapacity 1389
chemickych slouCenin, statistiky v americké baseballové lize, Cisla uvedena v Clancich na
titulnich ~ strankach novin apod. Rada autort kriticky nahlizela na Benfordiv vybér
Zkoumanych souborti dat s poukazem na tUcelovost tohoto vybéru s ohledem na ocekéavany
vysledek. Pies veSkeré vyhrady se vSak ukazalo, Zze platnost zdkona prvni Cislice je velmi
Casty jev, a 1 proto se vsouCasnosti pouzivd pro tuto zakonitost pojmenovani Benfordiiv
zakon.

Je zajimavé, ze ziejmé prvni vyznamn¢j$i zminkou o tomto zidkoné v cestingé je kratky
Clanek P.Kantorka zroku 1998 v casopise Vesmir [5]. P.Kantorek je znamy cesky



karikaturista, ktery vystudoval fyzku na Masarykové univerzit¢, v roce 1968 odeSel do
Kanady a v soucasné dobé je profesorem fyziky na Univerzit¢ v Torontu. Ve svém clanku
konstatuje ,, Nejde o zZadny matematicky trik, ale o skutecny prirodni zdkon, jimz se ridi
soubory jakychkoliv prirozenych dat, bez ohledu na jejich podstatu nebo fyzikalni jednotky.
Jedinou podminkou je, Ze data musi byt v minimalnim rozsahu tvi logaritmickych intervali.

Predev§im v poslednich dvaceti letech se v zahraniCnich c¢asopisech objevio mnoho
piispévkll rizné odborné kvality, které se wvenuji tomuto first digit phenomenon®. V
soucasnosti webové stranky Benford Online Bibliography [2] obsahuji vice nez 600 odkazi
na tyto pfispévky. I kdyz autoii tohoto clanku nemohli projit vSechny tyto odkazy, je zejmé,
7ze okolo Bernfordova zikona je stidle mnoho nedofeSenych otdzek, jak zhlediska Cisté
matematického, tak piedev§im zhlediska moznosti jeho praktického vyuzti Vriznych
védnich oborech a oblastech lidské ¢innosti

Matematické zdivodnéni a konkretizace zakona

Obratme nyni pozornost k matematické strance zidkona. Je naprosto ziejmé, ze zakon platit
nebude v piipadé¢ soubori dat, kde jednotliva Cisla jsou vytvarena nahodnym vybérem Cislic
na jednotlivych pozicich, pficemz tyto Cislice jsou vybirany se stejnou pravdépodobnosti, coz
predstavuje rovnomérné rozlozeni pravdépodobnosti Takovéto soubory dat nas proto zajimat
nemohou,

Pro soubory dat vyjadiujicich hodnotu jisté piirozené vymezené veliCiny zrealného svéta
lze najit Vv literatufe celou fadu riznych dikazi, zdivodnéni ¢i odvozeni zidkona prvni Cislice.
Z pochopitelnych diivodli vétSina znich je zaloZzena na metodach statistickych a poznatcich
teorie pravdépodobnosti. Zajemcim — mizeme doporucit napiiklad ¢lanky T.P.Hilla [4],
R.A.Raimiho [9], D.Cohena [3] nebo R.S.Pinkhama [7]. Pro nase potieby vSak postaci
nasledujici odvozeni, jehoz zikladni ideu jsme pievzali z ¢lanku K.A.Rosse [10], otisténého v
Casopise The American Mathematical Monthly.

Uvazujme posloupnost danou funkénim predpisem a, = Aa". Jako jednoduchy model pro
tuto posloupnost mizeme pouzit penézni hodnotu majetku firmy nebo néjaké vyrobni ¢i
finanéni spolecnosti, kde celoCiselnd proménnd n vyjadiyje Cas v urcitych jednotkach,
naptklad vletech. Cislo A udiva pendmi hodnotu ve vychozim roce, kdy n=0. Dany
predpis predpoklada, ze hodnota se méni exponencialné, pficemz pro « >1 roste vcase a
naopak pfi 0 < a <1 klesa. Dale budeme pro zjednoduSeni predpokladat, ze hodnota s Casem
roste. Protoze vyndsobenim hodnot a, mocninou Cisla 10 se prvni Cislice neméni, miizeme
také predpokladat, ze pocateéni majetek 1< A<10 a ziklad exponencialni funkce vyhovuje
podmince 1<a<10. V obr. 1 je zobrazeny pribéh rostouci exponencidlni finkce
f(t): Ac' mezi finkénimi hodnotami 10 a 10*". Z ngho je jasnd vidét, Ze &as, ktery
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2 urCuje interval <Cz,03), atd. Proto 1 je tedy prvni ¢islici mnohem déle, nez kdyz prvni Cislici

je 9.



Obr. 1: Graf ristu majetku firmy
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Nyni mizeme dokonCit odiivodnéni funkéniho vyjadieni zakona prvni Cislice. Uvazujme
libovolnou nenulovou Cislici d, pak jeji umisténi jako prvni Cislice odpovida intervalu
<Cd,cd+1). Chceme urcit délku tohoto mtervalu v zivislosti na hodnoté¢ d. Podle obr. 1 plati

ziejme

f(cy)=Aa® =d-10¢

f(c,,)=Aa®* =(d +1)-10
a po Zlogaritmovani (pii zakladu 10)
log A+c, loga =logd + k
log A+c,., loga =log(d +1)+ k.

Odectenim poslednich rovnosti a jejich jednoduchou upravou dostdvame

log(d +1)—logd =(c,., — ¢, )-loga

neboli

1
Cd41 —Cd :@[Iog(d +1)—logd ],



kde | je konstanta nezavisla na k. Navic Cas, kdy kfivka roste od hodnoty 10X do je
ogo
piesné
1 1
—¢=——|logl0-logl|=——.
C10 =Gy IOW[ g10-log1] oga

Jinymi slovy, vtomto ,jednotkovém™ Casovém rozpéti, je pomcrny Casovy usek, Ze prvni

Sislice hodnot Aa je pravé d, roven
P(d)=log(d +1)—logd = |0ngle _ |og(1+%j.

Je zZitejmé, 7e tato ivaha plati pro libovolnou ciselnou hodnotu k .

Jestlize se vratime k modelové situaci s majetkem firmy, a tedy k diskrétnim hodnotam
f(n)= Aa" pro nezapora celi &isla n, jsou pristuisné hodnoty [n, f(n)] rozmisténé podél
kiivky vobr. 1. Mizeme tedy oekdvat, e poméma &ast téchto bodii v intervalu (4 ,Cq 1)

by m¢la byt také ur¢ena hodnotou Iog%.

Ziskali jsme tedy funk¢ni vyjadfeni zdkona prvni Cislice neboli Benfordova zikona, v bézné
pouzivaném tvaru. Pfislusné pravdépodobnosti pro jednotlivé Cislice jsou v tab 2. Nahodné
veli¢iny, jejichz rozdéleni odpovidd uvedenym hodnotam, se né€kdy oznacuji jako veliCiny
podléhajici Benfordovu rozdélent.

Tab. 2: Pravdépodobnosti podle Benfordova zdkona

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
log ¥ | 0,3010 | 0,1761 | 0,1249 | 0,0969 | 0,0792 | 0,0670 | 0,0580 | 0,0512 | 0,0458

Ovéreni platnosti zikona na vybranych souborech

V zahraniCni literatufe lze najit ovéfovani zdkona prvni Cislice na mnoha datovych soubo-
rech piirodniho (pfirozeného) charakteru. Pfedchozi odvozeni ukazuje, Ze zadkon jisté plati,
jestlize se jedna o hodnoty ndhodné veli¢iny, které se méni podle jistého exponencidlniho
ristu nebo klesani Rada autorii se pokousela stanovit presnéj§i Charakteristiku &iselnych
soubort, pro které zakon bude platit.

Jestlize bychom shrnuli alesponi nejdllezitéjSi pozadavky na dané soubory, mizeme je
formulovat v téchto ¢tyfech bodech:
1. Ciselnd data musi byt déna ve stejnych mémych jednotkach (podet obyvatel, délkova
¢i ploSnd mira, penézni ména apod.).
2. Dat musi byt dostatecné mnozstvi, vétSinou se pozaduje tadove tisice dat, jako
minimalni se uvadi 500 hodnot.



3. Ciselné hodnoty by mély byt v rozpéti alespon tif (logaritmickych) fadi.
4. Ciselné hodnoty by nemély byt v piislusném rozpéti zdola ani shora nijak omezeny.

Na druhou stranu se podafilo napiiklad dokazat, Ze nezalezi na zakladu Ciselné soustavy,
V niz jsou udaje vyjadieny.

V Ceské literatuie se objevilo jen nékolik seridznich pokusti ovéfovat nebo piimo aplikovat
vpraxi Benfordiv zikon [8], Rozhodli jsme se proto vyzkouSet platnost zikona na dvou
datové odlisnych souborech, které jsou vefejné pfistupné na internetu. V mnoha zahrani¢nich
odkazech je citovano ovéfovani zdkona na urCitych demografickych souborech, které se Casto
konkrétné tykaji poctu obyvatel obci, mést nebo statl. Vyuzli jsme proto toho, ze v roce 2011
probéhlo v Ceské republice s¢itini lidu a analyzovali jsme soubor tvofeny polty obyvatel
vSech 602 mést v nasi republice [11]. Pro soucasny ¢lanek jsme aktualizovali toto Setfeni a
pouzili jsme datovy soubor poétu obyvatel viech 6253 obci v CR ke dni 31.12.2013. Zdrojem
byl material CSU a iizemné analytické podklady [13]. Vysledky jsou uvedeny v tab.3,
piislusné  relativni  Cetnosti  vykazuji  jeSt€é  presnéjSi shodu s hodnotami  ziskanymi
z Benfordova zdkona, nez v piipadé poctu obyvatel mést. Domnivame se, Ze lepSi shoda je
disledkem zvétSeni rozsahu zkoumaného souboru o jeden fad. Tento soubor spliiyje vSechny
Ctyfi vySe piipomenuté podminky na posuzovany soubor dat. Nejvétsi pocet obyvatel ma
samoziejm¢ hlavni mésto Praha, konkrétn¢ 1 243 201, pouze 2 obyvatele ma Biezina, okres
Vyskov, v tomto piipadé se jednd o vojensky wjezd.

Jako druhy zkoumany soubor jsme pouzli data ze zcela odliSné oblasti Statni ustav pro
kontrolu léciv v souladu se zdkonem zvefejiuje Seznam cen a uhrad lécivych pripravki a
potravin pro zvlastni lékarské ucely hrazenych ze zdravotniho pojisténi. Seznam je kazdy
mesic aktualizovan a uvadi uply vyCet 1éCivych piipravkll a potravin pro zvlastni lékarské
ucely, o jejichz thradé z vetejného zdravotniho pojisténi ustav rozhoduje [12]. Ceny (MFC)
v tomto seznamu uvedené ke dni 5.4.2015 se pohybovaly piibliné v rozpéti od 10 do 100 000
K¢ a celkovy pocet polozek byl 8614. Prislusné absolutni a relativni Cetnosti jsou uvedeny
v poslednich dvou fadcich tab. 3. Z tdaji vtabulce je ziejmé, Ze soubor cen v ceniku také
velice dobtfe odpovidd Benfordovu rozd€leni pro prvni Cislice.

Obr.2 zcela jasn¢ dokumentuje vizualn€é miru shody relativnich cCetnosti  vyskytu
jednotlivych Cislic 1 az 9 jako prvnich ¢islic polozek V analyzovanych souborech s pted-
pokladanou pravdépodobnosti vyskytu podle Benfordova zikona. Pfi detailnim statistickém
zpracovani analyz datovych souborli se ovSem zpravidla postupuje tak, Ze se stanovi jako
nulova hypotéza shoda s Benfordovym rozloZzenim a vhodnym kritériem se hypotéza testuje.
Nejcasteji se pouziva test dobré shody y -kvadrat.

Tab.3: Absolutni a relativni éetnosti (v %) vyskytu prvni islice d v danych souborech:
A — pocet obyvatel obci CR; B - cenik 1é¢iv

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aabs. | 1815 | 1147 790 583 531 414 387 319 267
A rel. 29,03 | 18,34 | 12,63 | 9,32 8,49 6,62 6,29 5,10 4,27
Babs. | 2655 | 1514 970 742 749 569 522 446 447
B rel. 30,82 | 17,58 | 11,26 | 8,61 8,70 6,61 6,06 5,18 5,19

Pro pfipadnou analyzu uvedeného typu Ize najit na internetu fadu datovych soubord, které
je momé takto zkoumat. Vhodnym zdrojem jsou webové stranky Ceského statistického uradu
nebo Eurostatu. Nejvétsim problémem je predevsim zajistit dostate¢ny rozsah souboru a



dostateCné rozpéti dat v souboru. Domnivame se ale, ze by takovato aktivita mohla zaky
zaujmout, protoze vétSina z nich s internetovymi vyhledava¢i bézné pracuje.

Obr. 2: Srovndni relativnich Cetnosti v uvedenych souborech
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Jak uz bylo diive uvedeno, obsahuje on-lne databaze [2] vice nez 600 tituld
pojednavajicich o Benfordové zikoné¢ a jeho mozném vyuZti v riznych oborech. Je ziejmé,
7e se tato databiaze bude dale rozrtstat. Pro matematiky je zde vSak celd fada nedofeSenych
otazek. N¢kolik znich zformuloval K.A. Ross ve svém c¢lanku [10], ktery povazujeme za
stézejni pro matematické chapani zikona.

V poslednich letech se objevila fada studii, které se pokousely aplikovat zidkon prvni
Cislice pfi analyze datovych souborti v ekonomické a fmancni oblasti, kde se bezesporu jevi
uplatnéni tohoto zdkona za nejefektivn€jSi. Snazli jsme se proto zmapovat nckteré
vyznamngj$i pokusy o aplikaci Benfordova zikona v ekonomickych védach [11], vCetné
konkrétnich vysledkti hlavné v zahrani¢i. Cilem takovych analyz bylo posoudit, zda c¢iselné
udaje v jednotlivych financnich vykazech a jnych ekonomickych statistikdch odpovidaji
Benfordovu rozdéleni.

Z hlediska mozného pouwziti zdkona prvni Cislice mizeme také piipomenout jednu situaci
zpolitologie. Opakované se objevily pokusy detekovat s pomoci tohoto zikona falsovani
vysledku voleb v nékterych zemich, v piipadé zajmu mize Ctenaf najit na internetu pristusné
odkazy. TéZko lze posoudit, zda se jedna o skuteéné detailni a findovanou analyzu volebnich
vysledkl. Zhodnoceni je nutné nechat na odborniky v této oblasti.

Pro u¢mnéjSi vyuziti Benfordova zikona v praxi, je dllezité rozSiteni zdkona na dalsi
platné cislice dat v souborech. Bez téchto tivah nejsou moznosti efektivniho uplatnéni zdkona
pfi formulovani konkrétnich zavéra pfislusnych analyz datovych soubori pln¢ fundované.
Abychom Iépe pochopili matematické okolnosti popisované zakonitosti, bylo by také tieba
detaingji  prihlédnout k odlisnostem v piistupu jednotlivych odbornik na problematiku
zakona prvni Cislice. To vSe uz je nad redlné moznosti tohoto piispévku, ktery povazujeme jen
za zdkladni vhled do ,tajemstvi® v naSich zemich dosud malo pfipominaného fenoménu.



Jako zavérecny vyrok, ktery Vjisttm zednoduseni vyjadiuje cil tohoto pfispévku, miizeme
pouzit jemn¢ upravenou citaci zc¢lanku P.Kantorka. , Aplikace Benfordova zdakona je
dalekosahla. Mame-li vétsi soubor jakychkoliv dat, muzZeme pomérne jednoduchym
statistickym rozborem lehce zjistit, JSOU-li data skutecnd (prirodni), nebo podezrela.
Pochopitelné ale plati zdkladni pravidlo statistiky: Cim vice dat, tim lepsi souhlas s
teoretickou krivkou. Zdakon se bohuzel neda pouZit k zlepSeni sance vyhry ve Sportce, protoze
nahodile tazena cisla 1 az 9 mohou byt serazena v libovolném poradi. V kazdém pripadé je to
vSak zdkon fascinujici a je zajimavé, jak malo i renomovanych akademiku o ném vi. *
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Abstract: The paper deals with the Benford law which is also called as the first digit
law. The history, empirical evidence and a simple explanation of its validity are
reviewed. This law showed that the data in the real world have the property that the
first digit 1 appears in 100 numbers about 30 times, the first digit 2 about 17 times,
and so on the first digit 9 about 5 times. This law states that data sets from different
fields leading digits tend to be distributed logarithmically. The Benford’s
distribution is verified for the set consists of the numbers of inhabitants of all towns
in Czech Republic and for the set of prices of the medicinal drugs.



