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Klasickd, rovnovaznd termodynamika popisuje systémy v rovnovaznych stavech. Je ovSem
schopna uré¢it zménu stavovych veli¢in, pokud systém piejde z jednoho rovnovazného stavu do
druhého a to za ptredpokladu reversibilniho pfechodu. O vlastnim dé&ji béhem prechodu ale neni

schopna podat zadnou informaci, pouze udava, ze podle II. véty termodynamické plati: dS > dT—Q :
pro uzaviené systémy. Popisem samotnych procest/déji se zabyva ireversibilni (nerovnovazna)
termodynamika. Pokud tyto procesy neprobihaji pfili§ rychle (difuze hmoty, tok tepla, nékteré
elektrolytické jevy) a systém neni piili§ vzdaleny od rovnovahy, pak pii jejich popisu slavila velké
uspéchy tak zvana ,linearni irreversibilni termodynamika®. Pomoci zobecnénych tokii a sil a
produkce entropie, velmi dobie tyto d&je popisuje. Ve vétsiné piipadu ale nelze na ,,pohybujici se*
systémy aplikovat linedrni zavislosti toktl na silach (fenomenologické rovnice) a pro tyto ucely byla
vyvinuta nelinearni irreversibilni termodynamika. Tato vétSinou popisuje tak zvané ,.disipativni
systémy* - jak je nazval 1.Prigogin (Nobelova cena za rozvoj a popis nevratnych procest v roce
1977), coz jsou systémy vysoce uspoiadané v prostoru i ¢ase. Pro tuto termodynamiku je Casto
pouzivan nazev synergetika. Tato ma v souc¢asné dobé mimotadné Sirokou oblast piisobeni a to od
popisu vyjimec¢nych, ¢asto oscilujicich chemickych systémi, pies eko-systémy, tedy systémy
slozené z zivych jedincu az po sociologii a ekonomiku.

Ptedlozeny ucebni text pfedstavuje uvod do termodynamiky/synergetiky a je zamyslen jako
doprovod k jednosemestralnimu ptednaskovému kurzu. Muze ovSem byt pouzit i k samostatnému
studiu. Pokryva pomérné Sirokou oblast a to od linearni termodynamiky, ptes chemické oscilace a
rizné modelové systémy, jako je napt. Brusselator, az po eko-systémy. Protoze kurz je zalozen na
tak zvané ,,deterministické termodynamice®, je v zavéru, a to velice strucné€, popsan i stochasticky
pristup.



1 UVOD

V tvodu si prostudujeme 1. vétu termodynamickou (I.VTD) a to pro jak uzaviené tak i oteviené
systémy

1.1 LVTD pro uzaviené systémy

Uzaviené systémy si s okolim vymé&nuji teplo a praci, ale ne hmotu. Potom lze psat: dU =dQ + ZdW i
i

kde Zde znaci soucet vSech skuteénych praci, co systém vykonal nebo od okoli ptijal. Ve vétsing
i

ptipadi se jedna o praci: objemovou, magnetickou, elektrickou a povrchovou. Protoze prace a teplo na rozdil

od vnitini energie U nejsou stavové veliCiny, pak jejich velikost zavisi na zplisobu provedeni procesu. Toto

si ukdzeme na pfipadu objemové prace, kdy dWy, = -p.dV. Budeme studovat piipad isotermalni ([T])

komprese plynu z rovnovazného stavu 1: py, Vi, Tip Ny do rovnovazného stavu 2: py, Vs, Ty, Nip. Proces

provedeme tak, Ze kovovy valec s plynem a pistem umistime do termostatu o teploté T. Viz obr.1a.
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Obr. 1a Obr. 1b

Ptechod ze stavu 1 do stavu 2 lze ovSem provést v podstaté nekone¢nym poctem zpiisobil. Jisté
nejjednodussi zpiisob bude, Ze na pist ve stavu 1 polozime t€Zké zavazi. Tim okamzité okolni tlak
stoupne na hodnotu py, pist se da do pohybu a za jisty ¢as (termodynamika nema moznost tento ¢as
zjistit) se pist zastavi v misté V; (viz obr. 1b). Mnozstvi prace do systému nainvestované je potom
dW = -p,.dV = W;_,, = - p2.(V2 — V3). Tato nainvestovana prace je uréena souctem ploch A + B + C
(viz obr. 1b). Nyni mizeme chtit, aby systém konal pro néas préaci. Toto je ovSem mozné opét
realizovat velikym poctem zplsobl. Pokud pouZijeme opét nejjednodussi zpusob, pak z pistu ve
stavu 2 odstranime tézké zavazi. Tim tlak okamzité klesne na hodnotu p; pist se d4 do pohybu a po
jisté dobé se zastavi ve stavu l. Potom pro objemovou praci lze psat: dW=-pp.dV =
Wy_1 =-p1.(V1 — V) a jeji velikost vyjadiuje plocha C (viz obr. 1b). Z obrazku je vidét jasny
nevyhodny pomér mezi praci vynalozenou a praci ziskanou, takze lze fici, Ze tento zptsob vedeni
procesu je ekonomicky zna¢n€ nevyhodny.

Zkusime tedy t€zké zavazi roziezat na 4 dily a tyto dily budeme postupné pokladat na pist ve
stavu 1. Na obr. 1¢ vidime, jakou praci jsme nyni do systému nainvestovali. Je tvofena plochou
»schodi“ B + C. Je ovSem mensi, nez v predchozim piipadé, ale je stale vétSi nez prace systémem
konana (plocha C — zpusob provedeni procesu byl stejny, jako v pifedchozim piipadu). Pokud



bychom tézké zavazi rozdrobili na napt. nékolik milionti drobnych kouskt, které bychom postupné
pridavali na pist ze stavu 1, pak bychom se pfiblizili k reversibilnimu zplsobu provedeni

VZ
objemové prace. Pak dW =-p.dV = W, _, = —I p(V).dV , kde p(V) je spojitou funkci V a ziska se
Vl
ze vhodné stavové rovnice. Tato reversibilni prace, kterou ale nelze realizovat, piedstavuje
minimalni praci nutnou k isotermalnimu prevedeni systému ze stavu 1 do stavu 2. Pokud systém
bude reversibilné pfeveden ze stavu 2 do stavu 1, pak se ziskd, az na znaménko, zcela stejny vyraz:

W, =- I p(V).dV, coz ptedstavuje maximalni P
Va

praci, kterou systém je schopen vykonat. Takze pfi

: : . , . P2
jakémkoliv readlném zplsobu provedeni procest Obr. 1c

1—>2a2—1 a tedy irrevesibilnim, je prace do

systému dodand vétsi nez prace ze systému ziskana.
Pouze pii reversibilnim (nemozném) zplsobu je T
prace dodana systému rovna praci ziskané.

Lze tedy fici, ze .VTD ftikd, ze nikdy nemohu P;

vyhrat, ale v nejlepSim pfipadu jen remizovat. C
Protoze tyto skutecné, irreversibilni prace ve vétSiné

pfipadi nelze spocitat (neni zndm piesny zpusob Vo Vi v
provedeni), pouziva termodynamika nerealizovatelné reversibilni prace, které ale 1ze v fad¢€ ptipada
spocitat a dale tak zvanou praci disipativni, W ;.
Potom LVTD ma tvar: dU = dQ + (D dW, )rey + dWais. To znamena, ze soucet ( - dW, )rev +
j j

dWigis = dW (skutecna). Pro popis reversibilni prace jsou vyvinuty veli¢iny:

L — koeficient reversibilni prace ; li - koordinata reversibilni prace
Potom L.VTD ma tvar: dU = dQ + XL;.dl; + dWg;s
Dale jsou uvedeny hodnoty L a | pro nékteré systémy

Typ systému koeficient L; koordinata I;
Jednoduchy kompresibilni - p [Pa] V [m?]
Povrch kapaliny F [N] I [m]
Povrch kapaliny y [N/m] q[m?]
Magnetickeé silové pole H [A/m] M.V

" M je magneticky moment vztazeny na jednotku objemu [A/m], V je obém [m®] a H je intensita
magnetického pole

Pomoci téchto veli¢in je také obecné definovana enthalpie a to jako: H = U — XL,.l; , protoze vztah
H = U + p.V plati jen pro systémy, kde je provadéna pouze objemova prace. Prace disipativni W;s
je tedy rozdil mezi praci skute¢né investovanou do systému a praci reversibilni. Na obr. 1b je
vyjadiena plochou A, zatimco prace reversibilni plochami B + C.

Tuto disipativni praci- néco jako rozptylena v systému, uz nikdy nelze ziskat zpét, je proste
»fuc“ a je vyuzita k prekonavani mezimolekularnich sil v systému. Wyis miize nabyvat pouze dvou
hodnot: 0 — prace se nekona nebo dé&j je provadén reversibilné€ nebo je kladna — systém disipativni



praci kona, ale nemuzZe ji prijimat. Protoze v celém kurzu budeme pouzivat jen praci objemovou,
pak pro .VTD muiizeme psat:

dU =dQ — p(V).dV + dWyis protoze ovSem plati Gibbsova rovnice

dU =T.dS-p).dV + Z;uj,.dnj , takze

dQ + dWyis = 7.dS + Eﬂj.dnj

kde dn;j vyjadfuje zménu poctu moli j-té latky v systému diky chemickym reakcim, které v systému
probihaji.

Nutnost pouziti ¢lenu dWyis vV .VTD si ukazeme v nasledujicim piipadu. Jisté mnozstvi plynu
umistime v kovové nadobé (dobry vodi¢ tepla) a ponofime nadobu do termostatu o teploté T;. Po
ustaveni rovnovahy 1 (p1, Va2, T1, N12) nadobu s plynem ptesuneme do druhého termostatu o teploté
T, kdy T, > T; .Po jisté dob¢ se v nadob& opét vytvori rovnovazny stav 2 (Pz, Viz, T2, N12). D&j je
tedy isochoricky - [V]. Potom podle . VTD plati:

a) Bez pouziti Wy
dU =dQ => AU;; = Q12 , pokud by bylo mozné uvedeny proces provést reversibilng, pak
AUy _(rev) = Qp_o(rev). Toto je ovsem mozné pouze teoreticky. Skute¢ny a tedy irreversibilni
prechod ze stavu 1 do stavu 2 je mozno opét provést mnoha zptsoby. Nejjednodussi bude ten, ze
nadobu s plynem vyjmeme z termostatu 1 a vlozime do termostatu 2. Potom AU;_(irrev) =
Qi_(irrev). Protoze U je stavova funkce, pak nutné musi platit, ze AU;_,(rev) = AU, _(irrev)
=> Q;_p(rev) = Qi(irrev), coz je ovsem vztah zarazejici, protoze pro zménu entropie plati, ze

AS > %, kde = plati pro Q(rev) a > pro Q(irrev). Protoze A4S musi byt vzdy stejna (stavova

veli¢ina), pak z uvedenych vztaht jasné plyne, Q(rev) > Q(irrev), coz je v rozporu s ptedchozim
tvrzenim.

b) S pouzitim Wgis:
dU =dQ + 0 pro reversibilni d&j, kdy Wgis = 0, => AU(rev) = Q1_2(rev)
dU = dQ + dWy;js pro jakykoliv redlny, tedy ireversibilni pfechod => AU(irrev) = Qi_(irrev) +
Wiis. Protoze zména vnitini energie 4U musi byt stejna, pak Q1 _p(rev) = Q1 _(irrev) + Wyjs=>
Q(rev) > Q(irrev), protoze Wyis je vzdy kladna. Takze je vidét, Ze pouziti ¢lenu dWyis v I.VTD
odstrani rozpory.

1.2 LVTD pro oteviené systémy

Oteviené systémy mohou s okolim ménit nejen praci a teplo, ale téz hmotu. . VTD potom je:

dU =d® - p.dV + dWys, kde d® je tok energie a d® = dQ + d(m), kde d(m) je tok hmoty

mezi systémem a okolim. Protoze ovSem zaroven plati Gibbsova rovnice, pak

dUu=T.dS- p.dV + Zuj.dnj, kde dn,- = denj + din,-

denj - je externi zména poctu moli j-té latky, diky vymeéné s okolim

din; - je interni zména poctu mold j—té latky, diky chemickym reakcim v systému

Takze plati:

dQ + d(m) -p.dV + dWyis = T.dS -p.dV + 2y .denj + 25 .din;

Pro urceni vztahu pro tok hmoty d(m) pouzijeme tyto pifedpoklady:

® T(systém) = T(okoli) => dQ = 0, protoze tok tepla dQ je zptisoben pouze rozdilem teplot mezi
systémem a okolim, dale budeme ptfedpokladat, Zze T i p jsou konstantni ([p, T])

e Systém nekona zadnou disipativni praci => dWyis =0

4



® V systému neprobihaji zadné chemické reakce => din; =0, proj=1, 2. 3 atd., takze
d(m) = T.dS + Zy;.den;, pti [p,T]

ale p=g=h—T.§, kde ¥ je parcialni molarni veli¢ina, takze

d(m) = T.dS + =h;.den; - T.X8.den;, ale dS(p,T,ny, ...nk) = Z8.dn; pfi [p, T], takze

d(m) = Zﬁj .denj, takze L.VTD pro oteviené systémy ma tvar:
dU = dQ +Zh;.den; - p.dV + dWiis

1.3 Entropie a oteviené systémy

Na rozdil od rovnovazné termodynamiky, kde asi nejvétsi vyznam ma Gibbsova energie G, tak
Vv irreversibilni termodynamice tuto dulezitost piebira entropie S. Vztah pro entropii uréime
z kombinace .VTD pro oteviené systémy a z Gibbsovy rovnice

do + Zﬁj.denj - pdV + dWgis = T.dS — pdV + Zﬂj.denj + Zﬂj.dinj takze vyjadienim dS ziskame
ds = (1/T).dQ + (1/T).Zhj.denj + (UT).dWais — (1/T). Zuj.den; - (1/T). Zpj.din; ale p=h — T, takze
das = (]/T).dQ + Efj.denj + (1/T)-deis — (I/T).Zuj.dinj

Vyjadieni ¢lenu 2y;.dinj: pro jednoduchost budeme piedpokladat, Zze v nasem otevieném systému
probihd pouze jedna chemicka reakce
VAA+VvgB <> v .C+v D, takze
Z;uj.dinj = ,uA.dnA + ,uB.dnB + ,uc.dnc + ﬂD-an
Ale pro reakéni obrat plati: d& = -(1/va).dna = - (1/vg).dng = (1/vc).dnc = (1/vp)dnp =>
dna = -va.dé , dng = -vg.dé, dnc = ve.dg, dnp = vp.d& a po dosazeni
2u;.dnj = - (va .ua + vB.UB - Ve.lic - Vp .up).dE = - A.dE , kde A je afinita uvedené reakce, pro systém
reakci 2;.dn; = - A d&y, kde se séita pies vSechny reakce probihajici v systému.Takze

dS = (1/T).dQ + £§.den; + (1/T).dWgis + (1/T). ZA,.d&

Ale pro celkovou zménu entropie plati: dS = d.S + d; S, kde
deS - je externi zména entropie zpisobena vyménou hmoty, tepla, prace mezi systémem a okolim
diS - je interni zména entropie zptsobena déji/jevy probihajicimi uvnitf systému. Takze 1ze psat:

deS = (1/T).dQ + 2'S8.den; a tato miize nabyvat libovolnych hodnot, kladnych, nula, i zapornych
diS = (UT).dWyis + (1/T).2Ac.dé. Tato zména entropie ale miize nabyt pouze dvou hodnot:
nula - pro reversibilni dé&j a pfi rovnovaze
kladnych - pro vSechny ostatni d¢je.
Nyni vztah pro entropii podélime diferencialem ¢asu dt. Tak se vlastné poprvé v termodynamice
objevi Casova zavislost stavové veli¢iny
ds 1 dQ Z—dn 1 dWy,

=_—.——+Xs;.—+ + l.ZAk v, , kde Vv, = d_§ a je to rychlost chemické reakce
dt T dt dt T dt T dt

Tento vztah mazeme rozdélit:

d,S _1dQ 5 dn - TOK ENTROPIE
dt T dt I dt
d;S i AW

+E.ZAk Vv, -PRODUKCE ENTROPIE
d T d T



Tyto veli¢iny, zejména produkce entropie Ps maji v irreversibilni termodynamice stézejni
dulezitost. Pozor ale, na rozdil od entropie to nejsou stavové veli¢iny. Zajimavy piipad nastane,
pokud se systém dostane do tak zvaného ,stacionarniho (ustaleného) stavu: STEADY STATE".
Ustaleny stav znamend, ze veliCiny popisujici systém jako je tlak, teplota, koncentrace slozek,
entropie a dalsi stavové veli¢iny jsou v systému V riuznych mistech razné, ale jejich velikost se
S ¢asem neméni.

Takze napt. T = f(x,y,z) ale T # f(¢), ¢i = f(x,y,2), ale ¢; # f{¢) a S = f(x,y,z), ale S # f{¢). Takze ve
staciondrnim stavu:

OI—S(celkovél) = d.S +P, =0 = dS =—P, = d.S
dt dt dt

< 0, coZ znamena, ze ve stacionarnim stavu

dochazi k negativnimu toku entropie, tedy, ze entropie tece ze systému do okoli. Protoze dt je vzdy
kladny, pak je jasné, zZe tok entropie opét mize nabyvat libovolnych hodnot, ale produkce entropie
Ps ma pouze dvé moznosti: nula — syst¢ém je v rovnovaze; kladnych hodnot — systém mimo
rovnovahu. Takze Ps > 0. Toto je zfejmé ze samotné definice Ps: pokud se disipativni prace kona,
pak je vzdy kladna a XA.vi je také vzdy > 0. U afinity jsou tiéi moznosti:

1. A>0, smérreakce:—— ,v>0, Av>0
2.A=0,rovnovdha,v=0, Av=0
3. A<0, smérreakce: «—,v<0, Av>0

Je v8ak mozné, Ze v systému reakci se objevi takové reakce, pro které plati, ze Ajv; < 0. Tedy
reakce probihd proti své vlastni afinité. Jedna se o tak zvané spfazené reakce a zejména v zivych
systémech jsou zcela bézné. Ovsem jako celek vzdy plati, ZAy v > 0.

1.4 Aplikace toku a produkce entropie na jednoduché pripady

1.4.1 Prenos tepla
Budeme uvazovat systém (plyn, kapalina), slozeny ze dvou ¢asti, A a B. Tyto podsystémy maji
ruzné teploty Ta a Tg , které jsou ale konstantni, [Ta], [Tg]. Podsystémy (faze) si mohou vyménovat
teplo s okolim a zaroven mezi sebou.

T
A B Ta

Qe—> Q «—» «—»Q Ts
Ta Ts

Celé¢ zaftizeni je napt. kovové, takze dochazi k dobrému piestupu tepla.

Faze A: dQa = deQa + diQa, kde e- znamena externi teplo od okoli a i — interni teplo od faze B

Faze B: dQg = d.Qg + diQs

pro entropie pak plati:

— deQA + diQA dSB
T, T, Tg Tg

_dQ, 4.0 dQ. dQ,
TA TB TA TB

0.9, 40,

ds, 8 aovsem dS = dSa + dSg

ds kde prvni dva ¢leny ptedstavuji deS a dalsi dva d;S




Takze pro Ps plati
p oL 4 1 dG,
T, dt T, dt

a protoze plati: d,Q, =—-d.Q,

00,1 1)

: takZe jsou moznosti:
dad T, Tg

|QA

1. Ta > Tg (viz obrazek), potom ale < 0 protoze teplo teCe z faze A do faze B. Takze Ps >0

diQ
2.Ta=Tg, —2
A B dt

=0, neni divod k toku tepla, vnitini tepelna rovnovaha, Ps =0

d
3. Ta< T3, % > 0, teplo teCe z faze B do faze A, Ps >0

1.4.2 Prenos tepla a hmoty

Budeme uvazovat systém, ktery se opét sklada ze dvou podsystémi A a B, které jsou schopné, diky
rozdilnym teplotam [Ta] a [Tg], si vzajemné piedavat teplo a zaroven jsou schopné oba vyménovat
si teplo s okolim. Tyto podsystémy jsou oddélené membranou, ktera zajist'uje pfevod hmoty mezi
nimi. Déle budeme ptedpokladat, ze v kazdém podsystému probiha jedna chemicka reakce.

Ta Ts
Na Ng

+«——>nN

o~

+«—r Y

TakZe pro zménu entropie u tohoto systému mizeme psat:

J
TA TB A B A B

dsS =

V tomto vztahu jsme neuvazovali disipativni praci a taky tam nevystupuje ¢len d(m) — tok hmoty,
protoze systém jako celek si s okolim hmotu nevyménuje. Pro dQa a dQg ovSem plati, Ze

dQa=0d:Qa+diQa a dQs = deQp + diQs  a zaroven diQs =-diQa a

den® = -den® - vyména hmoty mezi podsystémy. Po dosazeni se ziska vztah pro entropii:

A B
L0, 82 Mg, v B Qe x(f £y n
T, Ty TA Ty T,T; T, T,

dS =—=

Prvni dva ¢leny rovnice vyjadiuji zménu entropie zplisobenou vyménou tepla systému s okolim,
dalsi ¢leny pak zménu entropie zpisobenou procesy v systému. Aa a Ag jsou afinity chem. reakci
probihajicich v systému. TakZe pro produkci entropie plati:



_ A B A
di_s:ﬂ,vA i.vB + d.Q, .(TB TA)—Z(”——”—).&, kde va a vg jsou rychlosti
dt T, T, dt. " T,T, T, T, dt

chemickych reakci.

Pii jistém zobecnéni lze fici, Ze produkce entropie Ps je vzdy tvofena soucinem dvou vyrazi: Vzdy
to je soucin jistého toku, at’ jiz je to tok tepla: dQ/dt nebo tok hmoty: dn/dt, nebo tok chemické
reakce: vi. Divodem pro¢ k tomuto toku dochazi: afinita: A/T, teplotni spad: (Tg —Ta) nebo rozdil
chemickych potenciali. Tyto divody byly nazvany silami a vSechny rtiznorodé toky se nazyvaji
obecn¢ toky. Toky se vétSinou oznacuji jako J a sily jako X.

TakZe pro nasi Ps mtizeme zkracené psat:

PSZJQ.XQ+Jn.Xn+JCH.XCH

Index Q pro teplo, n pro hmotu a CH pro chem. reakci.

Zcela obecné plati, ze Py = Z‘ J;.X; ascita se pres vSechny toky a sily.
i



2 TOKY A SiLY

Vztah pro Ps je tedy jednoduchy, ale to pouze zdanlivé. Problém je totiz v tom, Ze jak toky, tak i
sily musi mit spravny fad tenzoru, aby vysledek - Ps byl skalar .

Tok J totiz miiZe byt: skalar, vektor, dyada, tenzor 3. Fadu

Sila X miZe byt: skalar, vektor, dyada

A potom ovSem i souciny J.X musi odpovidat tomu, Ze vysledek je skalar

Vsechny veli¢iny jsou tenzory a dé€li se podle tenzorového fadu, jak je uvedeno dale.

Rad tenzoru pocet slozek nazev priklad
0 =1 skalar hmota, ¢as, objem, atd
1 =3 vektor rychlost, gradient T, atd
2 3¥=9 dyada dyada napéti nebo stresu
3 3 =27 tenzor 3.fadu

Takze pokud tok i sila jsou dyady, pak jejich soucin je napsan ve tvaru J : X, kdy znaménko :
neznamena dé¢leni, ale tak zvany dvojity soucin, kdy vysledkem je skalar. Stru¢ny néhled préace
s dyadami je uveden v dodatku.

Z toho co jsme si uvedli je ziejmé, ze sily X vyvolavaji toky J. Nebo opacéné feceno, toky J jsou
zavislé na silach. Takze sily X; budou nezavisle proménné, zatimco toky J; budou funkce.
Piedpokladejme tii toky Ji, Jp, J3 a K nim tii odpovidajici sily Xi, Xz, X3 vyvolavajici tyto toky.
Nyni je otazka, zda tok, napt. Ji, zavisi jen na své sile Xj a nebo i na dal$ich silach. Experimentalné
byly zjistény nasledujici jevy:

Soretuv jev: pokud v piivodné homogennim roztoku je v jistém misté zvySena teplota, pak ovSem
dochazi diky gradientu teploty k toku tepla, ale tento je provazen i tokem hmoty— difuzi. Takze sila
grad T zptsobi nejen tok tepla, ale i difuzi.

Dufouriiv jev: pokud se v pivodné homogennim roztoku vyvola koncentra¢ni zména (napf.
ptidavkem soli), pak ovSsem dochazi k toku hmoty — difuzi, ale zaroven se vytvofti tepelny gradient,
ktery zplsobi tok tepla.

Pii jinych pokusech bylo zjisténo, Ze u homogenni smési dvou plynt umisténych v kovové
nadobé, doslo v ptipadé, Ze protilehlé stény nadoby byly ohfaty na rGzné teploty, k obohacovani
jednoho plynu u teplejsi stény, zatimco druhého plynu u chladnéjsi stény.

Z uvedeného je jasné, Ze v pripadu tii sil a tokl bude platit, ze Ji1(X1,X2,X3), kdy ov§em vSechny tii
sily nemusi ovliviiovat tok J;. Obecné lze psat, ze napt. Ji = f(X1,X2 , X3...Xk)

2.1 Fenomenologické rovnice

Takze je ziejmé, ze bude dilezité najit funkéni zavislost mezi silami a toky. Jisté nejjednodussi
zavislost, bude linearni zavislost. TakZe pro tii toky a tfi sily budeme psat:

Ji=Lu Xy + L. Xo+L1z. X3
Jg = L21 . X]_ + L22 .X2 + L23 . X3 obecné: ‘Ji = Z Lij 'Xj
i

Jz3=La1. Xy + Lao. Xo + La3. X3

Uvedené rovnice se nazyvaji fenomenologické rovnice a vytvaieji tak linearni termodynamiku.



Koeficienty Lj jsou tak zvané fenomenologické koeficienty, a nejsou to konstanty. Obecné
nejsou funkcei tokii a sil, ale vétSinou jsou funkei: p, T, sloZeni. Nelze je povazovat ani za
termodynamické, ale ani za kinetické koeficienty. Koeficienty typu Lij, Lyo Lz, atd. jsou tak zvané
piimé koeficienty a vztahuji se vzdy k sile zpisobujici dany tok. Koeficienty typu Ljj jsou tak
zvané kriZzové Kkoeficienty a jsou vztaZeny na sily, které s ptisluSnym tokem nemaji pfimy vztah.

Volba, urovani Lj; je vZzdy dost obtiZzna a zalezi na vlastnostech systému. Musi byt ovSem
stanoveny tak, aby v fenomenologickych rovnicich se shodoval, ,,sedél“ tenzorovy tad toku a sil.
Z teoretickych uvah je dokazano, Ze v isotropnim prostiedi koeficienty L nemohou byt
vektorem, ale jen skalirem nebo dyadou. Toto si ukdzeme na piikladu:

Budeme uvazovat dva toky: Jg — tok tepla (vektor)
Jcn — tok chemické reakce, tedy rychlost reakce (skalar)

K nim patii dvé sily: Xqo —grad T (vektor)
Xcu — A/T afinita reakce (skalar)

Kdegrad T = z—Ti + a j+ aa—T k a je to vektor — teplotni spad
X z

oy

Takze po dosazeni do fenomenologickych rovnic ziskdme:

Jo (vektor) = Ly; . grad T (vektor) + Lio. A/T (skalar)
JcH (skalér) =Ly . grad T+ Ly AT

Z rovnic je jasné, ze koeficienty Lj; a Ly, jsou skalary a tedy maji jisté hodnoty, koeficienty L;, a
L2; jsou ovSem vektory => L1, = Ly; = 0. Z toho ovSem plyne zavazna skutecnost a to ze afinita
chemické reakce nemiize vyvolat tok tepla a teplotni gradient nemiiZe vyvolat chemickou
reakci.

O tenzorovych fadech v fenomenologickych rovnicich pojednava tak zvany Curieho teorém:

1. Pokud Jj a X; jsou stejného fadu, pak Ljj je skalar a je #0
2. Pokud J (n-ty fad) a X (n- ¥ad), pak Ljj je 2. fadu a tedy dyada a je # 0
3. Pokud J (n-ty fad) a X (n-1 rad), pak Ljj je 1.fadu a tedy vektor a je =0

Pro piimé koeficienty by mélo platit, ze L1, Lo, ... >0

Prostudujeme dva toky J; a J, @ k nim piislusejici sily X; a X .Pak pro Ps plati: Ps = J1.X; + J2.X;
pro toky mizeme pouzit fenomenologické rovnice:
J1:L11.X1+L12.X2
Jo=Ly . Xi+Lxn.X
Takze pro Ps po tprave dostaneme: Ps = L X12 + X1. Xo (L2 + Log) + Lo . ng

Lll L12

21 22

Determinant matice: >0

Pro ptipad k toku a sil, pak P, = Z‘]i'xi a protoze pro tok Jj plati J; = L L. X, pak
i i

P = LL L;.X;.X; coZ tvoii tak zvanou kvadratickou formu
]

Zakladni problémem ovsSem je, na jaké systémy lze tyto fenomenologické rovnice a tedy linearni
termodynamiku pouzit. Tyto byly navrzeny pro systémy, které:
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1. Jsou blizko rovnovahy

2. Déje v nich probihajici jsou dostate¢né pomalé.
Pokud ve studovanych systémech dochazi pouze k toku tepla a hmoty (difuze)- coz jsou pomérné
pomalé procesy, pak kupodivu vztahy plati i pro systémy dost vzdalené od rovnovazného stavu

2.2 Onsagertyv princip reciprocity

Jiz na zaatku 30.tych let minulého stoleti formuloval Lars Onsager, svuj tak zvany princip
reciprocity, fikajici, ze v systémech, na které neptisobi zadné vné&jsi silové pole (magnetické,
Coriolisova sila atd), jsou dost blizké rovnovaze a dé&je v nich probihajici jsou dostate¢né pomalé,
plati pro kfizové fenomenologické koeficienty vztah, ze Lj = L, takze L1p = Lo1 , L1z = La; atd.
Tento zdanlivé nepfili§ vyznamny vztah, ale u k tokd a k sil, zredukoval pocet fenomenologickych
koeficienti z hodnoty k? na k.(k- 1), coZ je jisté vyznamna redukce koef. Onsager tento vztah
odvodil z statisticko-termodynamickych uvah, na zakladé principu mikroskopické reversibility,
kdy je dokéazano, ze na molekularnich urovnich dé&je probihaji reversibilné, i kdyz
vV makroméritku jsou irreversibilni.

Ovsem piipad¢ plusobeni napt. magnetického silového pole nebo Coriolisovy sily se stava, ze
Lij = -L;i — tak zvané Casimirovy koeficienty

Kupodivu tento vztah Lj; = L;; plati i v pfipadech, kde systém je od rovnovahy dost vzdalen a to
pro piipady, kdy dé&je v systémech probihajici (napf. tok tepla, tok hmoty (difuze), atd) jsou
dostate¢né pomalé.

Nyni se pokusime aplikovat fenomenologické rovnice na realné ptipady, abychom zjistili, zda
jsou opravdu pouzitelné.

2.3 Aplikace fenomenologickych rovnic na jednoduché pripady

Budeme studovat systém, ktery se sklada ze dvou podsystéml, které oddéluje od sebe membrana,
ktera zajiStuje, nejen tok hmoty mezi podsystémy, ale i vyménu tepla. Samotny systém si s okolim
muze vyménovat teplo, ale ne hmotu. V systému neprobihaji Zadné chemické reakce a neuvazujeme
ani disipativni praci.

«—Q

Ny, T1, p1 <«—n Ny, T2, P2

Potom pro interni zmény entropie miZeme psat:

d. d.
ds =9 A g ds, =% _# 4
1 1 2 2
Potom pro celkovou zménu d,S,_,, = Q + 49, ﬂ.dn1 - &.dn2
Tl T2 Tl TZ
Kde ovSem plati, Ze: diQ, = - diQ1 a dn, = - dngy, takze se ziska:
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1

d;Se = Q1( —)- dnl.(ﬂ - &) a pro produkci entropie tak ziskdme (délenim dt):
T, T2 T, T,

dQl (___)_dn (lul :UZ) kde
d T, T, dt"T, T,

S

Jo = (diQ/dt) a J, = (dn/dt) jsou toky tepla a hmoty a k nim sily Xq a X, kde

Ay x oAty e Xo= AT —s diz—d—T2
T, T, T, T, T T
X = A/ T p# _ 9T —pudT _ T(sdT +vp)—(h=sT)AT
T T T
h

X, == dT —%.dp  protoze u = g (Cista latka) =h — T.s

dT h

\'
Ps=Jq. Xq+In. Xn= =g 5 +J, (= 4T ——.dp)

Nyni si oba toky vyjadiime pomoci fenomenologickych rovnic
Jn:Lll.Xn+L12.XQ
Jo=1Lo. Xn + L. Xg apo dosazeni za sily se ziska

Vv

L AT =)+ L 1)

Jo= LZl( dT —¥ dp) + L,,.(— T) a po malé Gpravé

(L11 |-12 )dT |-11 — dp

h
JQ = (L21.T—2 - LZZT_Z)dT - LZl?dp

Tak jsme odvodili obecné vztahy pro toky a nyni provedeme jejich diskuzi:

a) Ty = T, = konst. =>dT =0, potom

J, = —Lll.¥.dp (mol/sec) a Jo = —L21.¥.dp (J/sec) , takze pro pomér

J—Q(J /mol) =2 =U’, coZ je tzv. energie prenosu. V podstaté se jedna o volnou energii, kterou
n 11

pienese 1 mol latky. I kdyz na pocatku byly teploty obou podsystému stejné a neméni se, stejné
dochazi k toku tepla, kdy: Jo =u". J, . Jedna se o tak zvany termomechanicky jev, ktery byl
jednoznacné experimentalné potvrzen.

b) Na pocatku p; = p

Pro ptipad, Ze v systému se ustavi tak zvany stacionarni stav, coZz znamena: tok (1 — 2) = (2 — 1),
potom Jh=0, ale Jo # 0. Potom:

(I_M. — L,,. =5 ) dT = I_11 — dp a po malé uprave se ziska vztah
dp h-L,/L;, dp h-u’
—=————= apokudL, =L ak — =

dT vT PokudL =bar P =07
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Takze s rostouci teplotou roste i tlak plynu. Toto ovSem plati jen pro ptipad stacionarniho stavu a
jedna se o tak zvanou termomolekularni tlakovou diferenci, opct experimentalné ovétenou.

2.4 Aplikace fenomenologickych rovnic na sdruzené chemické rekce

Budeme uvazovat systém zvratnych chemickych reakci typu:
tento unikatni systém reakci skute¢né
B asi existuje a jde o systém:

N A Né/ )

Pti konst. hodnoté objemu, pak Ize psat diferencialné - kinetické rovnice:

((jj? (ki +K'3)A+k'1.B+ks.C
9B ok A (K +k)B+K,. C
dt

%: kl3_A+k2.B‘(kI2+k3)'C

kde A, B a C jsou aktualni koncentrace latek a k; a k'; jsou rychlostni konstanty.

Nyni si zavedeme toky a sily:

Pro tok latky A...... J,= d(;ltA a obdobné i pro toky Jg a Jc, takZe

aA :i.dnA, dB :i.dnB a 9c _ 1L dne po dosazeni do kinetickych rovnic a jejich
dt VvV dt dt VvV dt dt Voot

vynasobeni objemem se ziska:

Ja=- (kl + k'3).A +k'1.B + k3 .C

Js = ki.A- (kll + kz)B +k's.C

Jec=k'3s.A+k,.B- (k'z + kg)C

kde ki . V =k; - nebyla zménéna symbolika, stale se jedna o rychlostni konstanty

Nyni je ovSem nutné zavést do naseho systému 1 sily. Tyto je nutné vhodné navolit. Budeme

pfedpokladat, Ze nas systém vratnych reakci je dost blizko rovnovazného stavu. Potom silu:

Xi je vyhodné navolit jako X, RTﬂA , Xg =%, Xe =% kde i, s, uc jsou
chemické potencidly v daném stavu a g ve stavu rovnovazném. Po dosazeni za chemické

potencialy se ziska pro silu X, =1In o kde Agr je rovnovazna koncentrace. Je nevyhoda, ze sila

R
zde vystupuje ve formé logaritmu. Tento vztah je mozné jednoduse upravit, jako
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A +A-A
XA:InA:In—RJr :

A—-A ) . .
=In(l+ R). Logaritmu se lze zbavit piedpokladem, Ze systém je
Ar Ar Ar

AR

velice blizko rovnovahy, takze — 0. Potom podle véty o limitach plati: lim In(1 + x) = x,

R
pro X — 0. Takze za tohoto ptedpokladu se pro silu Xa
A-Aq

ziskd: X, = =>A=Ag.(1+Xa) =Ar. Xa* a podobné¢ i pro dalsi koncentrace

R

B = Bgr .Xg* a C =Cr. Xc*

Po dosazeni za aktudlni koncentrace do systému kinetickych rovnic ziskame:
Ja=- (k1 + k'3).AR.XA* + k'1.Br.Xg* + k3.Cr.Xc*

Jg = k1A Xa™ - (k'l + kz).BR.XB* + kIZ.CR.XC*

Jc = klg.AR.XA* + ky.Br.Xg* - (klz + k3 )CR Xc*

Nyni na né$ systém pouzijeme fenomenologické rovnice, takze ziskdme:

Ja =L . Xa* + L. Xg* + Lys. Xc*

Jg = Lot Xa* + Loo. Xg* + Lps . Xc*

Jo =La1. Xa* + La2. Xg™ + Lz . Xc*

Prostym porovnanim obou vyrazii pak pro fenomenologické koeficienty ziskdme:

Lir =- (ki + K'3). Ag, Loz = - (K's + k2). Br, Lss = - (k2 + ka) . Cr

U téchto pfimych fenomenologickych koeficientli ov§em je pozadavek, Ze musi byt > 0, coZ zde
neni splnéno. Pro kiiZzové koeficienty pak ziskame:

L1z =K'1 . Bg L1z =ks.Cr Lon=ki.Ar L=k '.Cr Lai=K3.Ag Lz, = kz . Br

Nyni mizeme ovérit, zda bude platit Onsageriiv princip reciprocity, kdy musi platit:

Lo =Ly => k'y . Br =k .Ar => k—1,=i= KI
kl AR
k, C
Lys=Lsyp => k', .CR=ks.Bgr => k—f = B—R = K"
2 R
Lis=Lsn => K3.Cr=k; .Ag => k—? _ e K
k3 CR

kde K, Ky, a Kjj jsou skute¢né rovnovazné konstanty uvedené¢ho systému. I kdyz jsme uvazovali, ze
systém je V podstaté diferencialn¢ blizko rovnovahy a je potvrzena platnost Onsagerovych vztahd,
1ze asi jen tézko tvrdit, ze ho lze popsat pomoci fenomenologickych rovnic a to z diivodu, ze vztahy
pro piimé fenomenologické koeficienty neodpovidaji pozadavkim.
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3 PRODUKCE ENTROPIE A STACIONARNI STAV

Jak jiz bylo uvedeno, staciondrni stav je stav, kdy veli¢iny které ho popisuji jsou v riznych mistech
systému rizné, ale neméni se s ¢asem. Tak napt. teplota, koncentrace latek, entropie atd. jsou
V systému v riznych mistech rGzné, ale s casem se neméni. Tento stav je v redlném svété dost
bézny a zejména biologové Casto uvazuji ze studované systémy, jsou Vv stacionarnim stavu.
Rovnovazny stav, kdy se veliCiny popisujici systém téz s Casem neméni, ale jsou stejné pro cely
systém je ovSem v redlném svéte jen obtizné realizovatelny. I v dokonale izolovaném systému miize
diky vSe pronikajicimu kosmickému zafeni dochéazet k riznym zméndm, takze o rovnovazném
stavu nelze vlastn¢ hovofit. Nyni je ale otazka, jak rovnovazny stav odlisit od stacionarniho stavu.
Metoda, ze systém se izoluje a pak se pozoruje, zda v ném dochazi k néjakym zménam, je sice
teoreticky spravna, ale je problém ji v praxi realizovat. Je jasné, Ze pokud po izolaci systému v ném
bude dochazet k toku tepla a hmoty, pak systém byl ve stacionarnim stavu a diky riznym teplotam
a koncentracim dochazi k témto toktim. Pokud byl systém v rovnovazném stavu, pak k témto tokiim
ovSem nemuze dochazet. Chybéla ale n¢jaka fyzikalni velicina, kterd by rovnovazny stav odlisila od
stacionarniho stavu. Jak zjistila bruselska Skola vedena I. Prigoginem, tak pravé produkce entropie
je veli¢inou, kterd je schopna rozlisit rovnovazny stav od stacionarniho.

Jiz jsme si odvodili, Ze Ps > 0, kdy = plati pro rovnovahu a > pro jakykoliv irreversibilni a tedy
realny proces. A pfi stacionarnim stavu plati, Zze Ps (stacionarni) = Ps (minimalni)

TakZe ve stacionarnim stavu produkce entropie dosahuje svého minima.

Této skutecnosti vyuzijeme pfi studiu zajimavého systému, kdy do systému vstupuje jista latka,
Vv systému probéhne pét naslednych reakci a koncova latka ze systému vystoupi.

V. V Vi
AOK _lan \Z B V, C 3 D —»E _5> E» FOK
system [p,T]

Koncentrace latek A a F v okoli, tedy A% a FOK jsou konstantni. Latka A tedy do systému vstupuje
napft. difuzi, v systému pak probéhne pét naslednych reakci o rychlostech vi.....vs a koncova latka F
ze systému, napt. opét difuzi, vystoupi. Jedna se zde o 7 d&ju, 5 chemickych reakci a 2 difuze. Pro
zmény koncentraci jednotlivych latek tedy miZeme psat:

dn, :denA+dinA’ ale d;n, _y, take dn, _d.n, _v,
dt dt dt dt dt dt
dng dng dng dng dn. +denF

=V, -V,, —=V,-V,, —=V,—-V,, —=V,—-V,, ——
d¢ ¢ a7 d Y dt T dt T dt
Pro produkci entropie Ps plati:

P = Zvi % , takZze nyni musime ur¢it afinity A vSech sedmi dé&ja:

An = 1% - un, A = up - ue™ pro difuzi do a ze systému

Pro chemické reakce v systému:
Ar=pn-us, A2=ps—puc, As=puc-up, As=pup-ue, As = Ue- iF
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,
Celkova afinita:Ac = Y. A = ua® - e = (ua” + RT.IN[A]% ¢ - RT. In[F]*), (za ptedpokladu,
1

ze aktivitni koeficienty ya = ye = 1)
kde [A]* a [F]1% jsou, jak jiz bylo uvedeno, konstantni. Jelikoz piedpokladame, e cely proces
probiha pfi [p,T] tak je ziejmé, Ze celkova afinita je konstantni.

Nyni za ptedpokladu, ze uvedené¢ chemické reakce jsou dostate¢né pomalé, budeme na
studovany systém aplikovat fenomenologické rovnice. Jedna se tedy o sedm toki a sil:

A =J1:L11.ﬁ+ le.%+ L13.%+ ......... + I.lrﬁzil_lj.ﬁ

T T = T

7 A.

v2=J2=L21%+L22?_2+L23.%+ ......... L27¢7=JZ_1:L2].T‘
7 A

v, =J; =Ly %"' L72-%+ L73-%+ """"" L7 %:ZLN ?J

7 A;
TakZe pro obecny tok J; plati, ze J; = Z L, . T a protoze Py = ZJ '_?' , pak
-1

i=1

P, = 21121: Ly ? —L cozje tak zvana kvadraticka forma
[ ]

Nyni budeme predpokladat, ze uvedeny systém se dostal do stacionarniho stavu. To znamena, ze

A
Ps=Ps(minimiln) => dPs =0 =  d(X YL, )=0

Protoze kvadraticka forma je ponékud specialni matematicky tvar, ukazeme si jeji diferenciaci na
jednoduchém ptipadu. Budeme uvazovat 3 toky: Ji, J2, J3 a k nim odpovidajici sily X1, Xz, a Xs.

Ps=J1.X1 + J2. Xy + J3. X3 a pro toky miizeme psat:

J1 = L1 Xy + L2 Xo + L13. X3

Jo = 1. Xq + Lo Xo + Loz X3

J3 = L31. X1 + L32. Xo + L33. X3 takze pro Ps bude platit:

Ps = (L11X1 + L12Xo + L1aX3)Xq + (L21. X1 + Lo Xp + L2a. X3). Xz + (La1.Xa + La2. Xz + L3z.X3). X3
po roznasobeni a Gipravé za predpokladu platnosti Onsagerova vztahu, Ze L;; = L se ziska
Ps = |_11.X12 + 2.L10.X1. X0 + 2.L13.X1. X3 + 2.L53.X2. X3 + L22.X22 + L33.X32

Je jasné, ze Ps = f(X1, X2, X3), takze pro diferencial dPs plati:

OP; oP. oP.

dX, + 5 dX, +—5 dX,
X, oX, oX,

dP; =
dPs = (2.L11.X1 + 2L X+ 2.L13.X3).dX1 + (2.L21.X1 + 2.L50. X, + 2.L23.X3).dX2 + (2.L31.X1 +
2. L32 Xz + 2.L33.X3). dX3
dpy = 22 L. X, dX, +2. Z L, X, .dX, +2. Z Ly;. X ;.dX, nebo jeste struén&ji:
= < -

=

223123: L;-X,.dX,

i=1 j=1
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Takze pro nas piipad sedmi toku a sil budeme psat;

7 7
dP; = 222 L;-X;.dX; =0, nebot se jednd o extrém a to o minimum. ProtoZe se jednd o extrém
i1 j1
funkce o vice nezavisle proménnych (zde 7), je vzdy nutné velice peclivé analyzovat, zda mezi
témito proménnymi neni néjaka vazba, zda nejsou spojeny v tak zvanych vedlejSich podminkach.

Protoze
AJ A XS B L A : A A
X, = T a X, = T a zjistili jsme, Ze ?e = Z? = konstanta, pak dostavame
i=1

707 A. _
ZZ L; .?J.d (é) =0 - hlavni podminka extrému a

7
> = konstanta - vedlejsi podminka (jen jedna)

Podle Lagrangeovy metody urcovani vazaného extrému funkce o vice nezavislych proménnych:
7
1) Diferencujeme a anulujeme vedlejsi podminku: Zd (é) =0
i=1
2) Nasobime ji neuréitym koeficientem, napft. 4, a pfi¢teme k hlavni podmince.

7 Aj 7 A| B
(A + ,Z;‘ L .?).;d(?) =0

TakzZe pro vSechny hodnoty i =1, 2, 3, .....7 plati:

7

A
A+ L. —=0 takze
j=1

| T
=1 —A:I_11A1+le.i+ ............... L17.%:Jl:vl
A
i=2 -A=L, Al+L22.i+ ............... L27-?7:‘]2:V2
1=7 —ﬂ.:Ln.%jLLn.%jL ................ L77.%:J7=v7

Z uvedeného systému rovnic je jasné, Ze ve stacionarnim stavu jsou vSechny toky Ji, Jo, ...J7 @
tim i vSechny rychlosti vi, Vv, ...v; stejné, z ¢ehoz vyplyva, Ze pocty moli vSech liatek jsou
v tomto stavu konstantni a tedy nezavisi na case.

3.1 Spoluptsobeni difuze inertni latky a chemické reakce

Prostudujeme systém, ktery je dilezity v biologii, kdy do syst¢ému kde probihd jedna reakce
vstupuje dalsi latka, ktera je ale inertni a samotné reakce se nezucastiiuje. Modelem muize byt
n¢jaka nesmirné jednoduché(a tedy neexistujici buiika).

B ~1 v
s —c | _
| —— | system [p,T]
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TakZe naSe ,,bunika“ piijima z okoli latku B, napf. potravu, tu spotiebuje v chemické reakci, odpadu

C se zbavi a krom¢ toho z okoli do ,bunky*“ vstupuje inertni latka I, ktera se ale reakce

nezucastituje. Jedna se tedy o 4 déje, tii transporty hmoty (napt. difuzi) a jednu chemickou reakei.

Pro produkci entropie mizeme tedy psat:

P, = ﬁ d.Ng +i. d.Nc +§_deﬂ+ﬁ.vr
T dt T dt T dt

Pro jednotlivé aﬁnity Ize psat: A; = ,uBOK - UB, Ay =uc - ,uCOk, Az = ,u|0k - M, As=ug - uc

, kde v; je rychlost reakce

Nyni vSechny 4 toky popiSeme pomoci fenomenologickych rovnic. Tento problém fesil Prigogin a
pouzil dvou riznych zptisobti:

d.n A A, d.n
1. Jg :TB:LM-?"'LM'? Jy = dtl :LZl'%_'_LZZ'%
Zde ptedpokladal spolupiisobeni difuzi latek B a I.
d
g =8l A 3oy =L
dt T T

Pro diferencialni zmény poctu mola latek plati:
dng d.ng v dn. d.ng Ly dn, d.n,

e

d dt " d dt " dt dt

Nyni budeme piedpokladat, ze v nasi ,,buiice se ustavil stacionarni stav. To znamena, jak jiz
vime z ptedchozi kapitoly, ze pocty moli vsech latek nezavisi na Case.

d.n d.n d.n
Stacionarni stav: 42 =v ; —C - v el _
dt dt dt
Takze ve stacionarnim stavu pro fenomenologické rovnice dostdvame:
A A
—+L,==Vv
Lll T L12 T r
LZl.ﬁ+ LZZ.i T Y
T T T L, T
LC'i:_Vr Vv, =Lr'ﬁ
T T
L v
LoDy, -mA oy A Y
T L, T T L L,
11 L22

Protoze vyraz Lq; — L122/ Lo, je vzdy kladny, pak je jasné, ze v staciondrnim stavu znaménko u A;
je uréeno znaménkem rychlosti reakce V. Pokud reakce probihda —— smérem, pak v, > 0 a i
A= ,uBOK - ug > 0. Pokud g pro latku B jsou stejné v okoli i v ,,bunice®, pak ag®™>ag v ,,bufice*.
Nyni ov§em do problému vstupuji aktivitni koeficienty y latky B. Pokud jsou stejné jak v okoli,
tak 1 v ,,bunce”, tak [B]°k>[B] v ,buiice”, coz je ovSem v naprostém souladu s b&znou
zkuSenosti: v ,,buiice probiha reakce, kdy latka B ubyva a je tedy z okoli, kde je jeji koncentrace
vétsi, dopliovana difuzi.

Pokud reakce bude probihat v opacném sméru, pak v, a i A; jsou < 0 a diky tomu, ze latka B
Vv reakci nyni vznika a bude difundovat ven z ,,buniky* do okoli, kde je jeji koncentrace mensi.

Pro (As/T) jsme odvodili: % = —iﬁ (kde L1 = Ly1) a po dosazeni za %

L, T
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L : . .
%Z—%.Vr ; coz je vysledek prekvapujici, protoze afinita Az = ,u|°k — w byla
L11_ 12
L22

v fenomenologickych rovnicich spojena s difuzi latky B, ale ne s chemickou reakci probihajici
Vv buiice®. Zde o znaménku Aj rozhoduje nejen znaménko u rychlosti v, ale i znaménko Lj,.
Takze ve stacionarnim stavu, je afinita inertni latky | ur€ovana rychlosti chemické reakce, se
kterou ale zjevné nesouvisi. Tento jev se nazyva stacionarni spolupiisobeni.

Uvedeny problém fesil Prigogin jesté dalsSim zptisobem:

2. Zde predpokladal, spolupiisobeni vSech tii sil na tocich Jg, J; a Jc,

d.n
Jg = Ej—tB = Lll'% + |_12_% + Lls_% =V, ve stacionarnim stavu
d.n .
= :jtc — L21.% + Lzz-% + ng_% ==V, ve stacionarnim stavu
d.n .
J, = (ejtl - L31'% + LSZ,% + LSS,% =0 ve stacionarnim stavu
A
v, =L,.—
T

A

A za pfedpokladu platnosti vztaht Lj; = Lj; odvodil Prigogin vyraz pro T :

% = %.(LZZ.L33 —L,L,,—L,° +L..L,,)v,, kde D je determinant fenomenologickych
koeficientil

Lll L12 L13
D=L, Ly Ly>0

L3l L32 L33

V jistych piipadech je ale mozné, ze zavorka na pravé stran€ rovnice je zdpornd, takze pro v,>0
je A; je zaporna. To znamend, ze i kdyz reakce probiha v —— sméru je afinita A; = ,uBOk -UB
zaporna. To by mohlo znamenat, ze difuze latky B do systému probiha proti svému gradientu, tedy
7e probihd z mista o mens$i koncentraci do mista o vétsi koncentraci. Toto pozoroval a popsal

Hearon jiz na poc¢atku 50.let minulého stoleti, ze v biologickych systémech bézné dochazi k zcela
prekvapivému toku latek z mist o niz$i koncentraci do mist o vys$si koncentraci.

3.2 Casova zména produkce entropie

Nyni budeme zkoumat, jak se Ps méni s casem. Pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze
Vv systému probihaji pouze dvé chemické reakce: Reakce ¢. 1: v - tok; AyT -sila
Reakce ¢&. 2: v, - tok; AT -sila

A,

A
Potom P, = V1-Tl +V,. — a za predpokladu fenomenologickych vztahti pak plati
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Vv, = Lﬂ% + le.%; Vv, = LZl.% + Lzz.% , takze pro Ps plati (L1 = Lo1)
2 2
A
P, = L“._?l—2+2.L12.%.%+ Loy 5

) dP, . L L . A .y
Budeme hledat ¢asovou zavislost Ps, tedy d_ts ; je nutné si uvédomit, ze ob& ? jsou funkci Casu.

A A,
d( ) d(f)
——(2L11¢1+2L12A2) +(2L12¢1+2L22A2) o takzeplati ze
A
PR TCas B fCa)
—— =y, +V,.
2 dt dt dt

Pti [p,T] jsou afinity funkei reakéniho obratu & a protoze predpokladame dvé reakce bude platit, ze
A1(&1,5) a Ax(ér, &) — obé reakce mohou byt néjakym zptisobem propojené, napt. sprazené.

e e e S e PR ad

dt 84 o&,” dt o&, o&,

dA, _OA,  dg,  OA, L dS,  OA, oA, . R
o (551) ot (aéz). ot _Vl(ﬁﬁl) (.a ), takze po dosazeni a Gprave se ziska
ldﬁ A Al Vv, | 9A, Az

2 dt {afl t" g, J [afl g, J

A tento vyraz je vidy zaporny, protoze Ps vzdy klesa a to bud’ do rovnovahy (Ps = 0) nebo do
stacionarniho stavu, kde je Ps minimalni.

3.3 Oblast pouziti linearni termodynamiky

Naskyta se ovSem otazka pro jaké systémy a pro jaké procesy lze k jejich popisu pouzit linearni
zavislosti toki na jejich silach a tedy fenomenologickych rovnic. ZkuSenost fika, Ze pokud systém
je ve stavu nedaleko rovnovdhy a déje v ném probihajici jsou dostatecné pomalé, pak
fenomenologické rovnice poskytuji vyborné vysledky. Byly pouzity na:

1) Popis difuze a toku tepla(ale pii nevelkém teplotnim spadu)

2) Popis nekterych viskoznich jevi

3) Popis nékterych elektrolytickych jevi, jako tok iontl v elektrickém poli. 1

V oblasti plisobeni linearni termodynamiky jsme dokézali, Ze ve staciondarnim stavu je Ps ve svém
Ps Obr. 2 minimu (viz obr. 2)

kde A je parametr charakterizujici vzdalenost systému od
stacionarniho stavu
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To ovSem znamena, Ze pokud se takovyto systém dostane do stacionarniho stavu, pak ho jiz nikdy
nemiiZe samovolné opustit a nemiiZe se tedy dale vyvijet. Samoziejmé, ze diky nevyhnutelnym
fluktuacim a perturbacim (porucham) systém toto minimum opousti, ale okamzité se do n€ho opét
vrati.
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4 NELINEARNI TERMODYNAMIKA/SYNERGETIKA

V této a v dalSich kapitolach se budeme vénovat systémim, které:

1) Jsou oteviené

2) Jsou daleko od rovnovazného stavu

3) Reakce a déje v nich probihajici popisuji nelinearni diferencidlni rovnice

4) Dulezitou roli hraji fluktuace, perturbace a zpétné vazby.
Je tedy jasné, ze na tyto systémy jiz nelze aplikovat fenomenologické rovnice — tedy linedrni
zavislost tokt na silach. Pro produkci entropie ovSem stale plati obecny vztah, ze Ps = X' J; . X, ale
bude dilezité zjistit, jak se Ps bude chovat v stacionarnim stavu. V této nelinearni termodynamice
hraji stacionarni stavy dominantni roli.

4.1 Evolucni kriterium

Evolu¢ni kriterium popisuje obecné chovani Ps ve stacionarnim stavu.

Pg =2Ji. X => dPs=2XJ.dX; +XX;.dJj =dPx +dP;

dPx =XJ;.dX; <0, kdy = plati pro stacionarni stav
Toto je tak zvané evolué¢ni kriterium odvozené Glansdorffem a Prigoginem. Ma zcela obecnou
platnost a plati ovSem i pro linearni systémy. Jeho platnost si miizeme ilustrovat na jednoduchém
ptikladu jedné chemické reakce:

vaA +vgB——> vcC + vpD , potom pro Ps plati
P, = v._I_é , kde v je rychlost reakce a A afinita reakce. Potom
A v
dP, =vd(=)==dA ro[T
x F)=7 pro [T]
A =vaup + veug - ve.lic — Vo Up =
al.ap _
=— (Ve S +Vp iy —Va s —Vg.ug)—RT.In ach aBB =RT.InK,(p,T)-RT.InK
A "B
—  arfap
kde K = ——=, kde oviem uvedené aktivity jsou aktivity v nerovnovazném stavu.
alay
Pak pii [p,T] dA=—RT ‘%K, take P, = %.R.dK

1) Reakce probihd ve sméru —— , takze v> 0, koncentrace a aktivity produktii rostou, takze
dK >0 =>dPx <0

2) Reakce probiha ve sméru «——, takze v< 0, koncentrace a aktivity produkti klesaji, takze
dK <0 =>dPx <0

Potom, jak jiz bylo uvedeno dPs = dPx + dP; . Ale ve stacionarnim stavu je dPx = 0, takze pro
dPs (stacionarni stav) :Z X,dJ; :Z“%.dvi pro chemické reakce. Je tedy ziejmé, ze u

nelinearnich procesii je ve stacionarnim stavu dPs # 0 a neni v minimu, systém tedy miiZe
stacionarni stav opustit a dale se rozvijet.
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4.2 Stacionarni stavy v reakéni kinetice

. L y . . , . dX,
Pokud systém dospéje do stacionarniho stavu, pak pro vSechny jeho slozky X;, plati, ze d_tl =0.
Stacionarni stav/stavy jsou V otevienych systémech zcela bézné a kinetika téchto reakci je znacné

rozdilna od kinetiky v uzavienych systémech. Nyni si projdeme nékolik reakénich systému:

4.2.1 Jeden stacionarni stav — jedna komponenta

Komponenta A je do systému piidavana s konstantni rychlosti r. Potom pro zménu koncentrace

latky A plati:
" . B
LA —K.A+r;
system [T] dt
takZze pokud systém dospéje do stacionarniho stavu, pak
9A o a as =t
dt k

Protoze ptedpokladame [T], pak ovSem i rychlostni konstanta k = konst., takze nastavitelnym

r_or_r1zs

pfimka.

>AS
A A
/k AS
a<A//-
r t
Obr. 3 Obr. 4
Diferencialné kineticka rovnice pro A je zcela jednoducha:
-kt
[~ [at= Ll -kA] —t= i TEA o p TR
ar—kA k r-ka k

Prot=0 A=g IimA:£:AS (prot — o),  takze: A= AS —(A° —a)e ™

Priibéh zavislosti koncentrace latky A na Case je na obr. 4. Nyni jesté musime urcit, zda stacionarni
stav je stabilni, ¢i ne. Toto Ize nejlépe urcit z ptivodni diferencialni rovnice:

%= r—k.A=k.(A° - A
dt
S dA v , S
1. Pokud A > A”, pak E <0 => A s ¢asem klesa do A
S dA v S
2. Pokud A < A®, pak m >0 => A s ¢asem roste do A
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Takze tento stacionarni stav je stabilni a pokud systém z tohoto stavu diky fluktuacim nebo
poruchiam ,,vysko¢i®, pak se vZdy do ného vrati. Toto je zndzornéno pomoci Sipek na obr. €. 3.
Z uvedenych vztahi je jasné, Ze u tohoto systému je stacionarni stav zcela nevyhnutelny.

4.2.2 Jeden stacionarni stav — dvé komponenty

Jedna se o autokatalyticky systém, kdy do systému je kontinudlné pfidavana latka B tak, ze jeji
koncentrace je konstantni. Latka A je ze systému odvadéna s konstantni rychlosti r. Toto je ale jen
obtizn¢ realizovatelné, snad jediné¢ pokud by latka A byla odpafovdna nebo se adsorbovala/
absorbovala na pfidavaném sorbentu. Potom pro diferencialni zménu koncentrace latky A plati:

dA - r+(k.a—r)e“

A\\ m [T] E:k.B.A—rzk.A—r, A= ( ” ) :
A+B —=2A B B

P k=kB = jA dA :Jtdt KA i
a K A—r Y0 ka-r

B

D y . r y
pro stacionarni stav pak opét plati, ze A® = PR takze

A= A5+ (a—A%).e"", zavislost A na ase oviem zavisi na velikosti pocateéni koncentrace a.
1. proa> AS koncentrace latky A s Casem exponencidlné roste

2. proa=AS V podstaté jedind moznost, kdy latka A mlze dosahnout staciondrniho stavu
3. proa<A® koncentrace latky A s Casem klesa, v Case t; klesne do nuly
1 A®
t,=—.In—
k A’ -a

Na obr. 5 jsou uvedeny zavislosti koncentrace latky A na Case, na obr. 6 pak zavislost A° na
rychlosti odbéru latky A ze systému.

rik

t

Obr. 5 Obr. 6
Nyni jeste zjistime, zda staciondrni stav je stabilni:
9A _ k(A- A®), takze:
dt
s. GdA , « .
1. proA>A’je o >0 => koncentrace latky A s ¢asem stale roste
s. dA . < .
2. proA<A’je o <0 => koncentrace latky A s asem klesa az do nuly
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Takze je jasné, ze tento stacionarni stav je nestabilni a latka A se do ného mutze dostat jediné tak,
7e po&ateéni koncentrace a se navoli rovna A°. Oviem pii nevyhnutelnych fluktuacich v systému
latka A z tohoto nestabilniho stavu ,,vypadne* a bud’ jeji koncentrace exponencialné poroste nebo
klesne do nuly, jak je zfejmé z obr. €. 6. Tento reakéni systém je v podstaté pouze hypoteticky,
protoze je asi nemozné zajistit naprosto konstantni odvod latky A ze systému.

4.2.3 Dva stacionarni stavy — dvé komponenty

V tomto pfipadu ovSem diferencidlné-kineticka rovnice musi mit tvar kvadratického trojclenu.
Muze se jednat napf. o reakce

A —— K IT
2A+ B —>=3A

] k
B — A—Z’P

kde latka A je do systému piidavana s konstantni rychlosti r, latka B je do systému ptidavana
takovym zptsobem, Ze jeji koncentrace je konstantni. Je zde ovSem problém a to je trimolekularni
reakce, protoze z hlediska klasické reakéni kinetiky jsou takovéto reakce silné nepravdépodobné a
témet vyloucené. Skutecnosti ale je, Ze tyto reakce se Casto objevuji ve znamych modelech, jako je
BRUSSELATOR (budeme se jim zabyvat pozdéji) nebo pii popisu proslulé Bélousov-
modelu:

A+A— (AA)

(AA)+B— 3A

2A+B— 3A celkova reakce

takze vysledna reakce vlastné simuluje reakci IIl. fadu. Potom pro latku A muZeme psat
diferencialné-kinetickou rovnici:

oA _ 3.k,.B.A* —k,.A+r=k.A* —k,.A+r,  kde k, =3k,".B,

dt

Ve stacionarnim stavu oviem musi platit:  ky.(A%)? - ko.A> +r =0

Pro stacionarni stav tedy mame kvadratickou rovnici s 2 koteny:

o koyk, T —dkr

A, = K ; u naSeho systému opét predpokladame [T], takZe i rychlostni konstanty
1

jsou konstantni, takze jediny volitelny parametr je r. Protoze do uvahy pfipadaji pouze realné

hodnoty A, pak je jasné, ze

k,’
4k,

kp? - 4.ki.r >0 => r(max) =

k
Pror =r(max) pak A’ = A5 = i Mozny pribeh zavislosti A.° a A,° na r je na obr. &. 7
1
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r(max)

Obr. 7
Diferencialni rovnici pro A upravime na tvar:
1 dA K, dA
SEE oA AL = (A AT (A-AD) B =kt
ky, dt ke Kk (A-A").(A-A))
Vyraz na levé strané rovnice vyjadiime ptes parcialni zlomky

1 X Y
(A-A).(A-A) A-A A-A

AX+Y)- XA -YAS=1+0A porovnanim soucinitell na levé a pravé stran¢ rovnice ziskame:

=>  XA-AD)+Y.(A-A’)=1

X+Y=0 a XA+ YA =1, takze
1 1
AS _ AS Y=
A A A -A
A t S
S1 [ dA 1 i dA Y P s|:| A- Al} kot
A-K AN A -ATA-A T A=A A=A
__AS
In A Als 2 AZS =(A’ - A)) Kkt takZe po malé uprave se ziska
A=A a-A
AS a_AlS e‘l”t A15
. o
a—A
A= 2 . kdeWw=(A’-A)k>0
a_A1 et 1
S
a-A

Nyni ov§em musime prozkoumat, zda jmenovatel posledniho vyrazu nemuze, pro néjaky redlny cas,
byt roven nule.

aA1 1. a-A

1 = t*:_ln S 1
a—A2 Y a-A

je zfejmé, Ze rozhodujici ilohu hraje po¢. konc. a
1. a> Als > AZS potom pro tuto hodnotu ¢asu t*: A — o

2. a=A’>A] potom A = A’ a je to jedind moznost, jak systém mtize dospét do
stacionarniho stavu €. 1
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_AlS

a
3. Als >a> Azs potom vyraz

O (O >0) aje tedy zaporny, takze

- A25 -
S S Yt
+A) .06
A=A11 2 - aprot— oo, pak A= A°
+0.e
4. a=A’ pak A = A;° a systém je stale ve stacionarnim stavu ¢&. 2
5. a<A’® pak prot — 00 je A = A,

Je tedy ziejmé, ze zavislosti koncentrace latky A na ¢ase budou mit rizné pribehy podle velikosti
pocatecni koncentrace a, jsou uvedeny na obr. €. 8

Stability obou stacionarnich stavli ovéiime opét z pivodni diferencidlni rovnice pro A:

1 dA
— —=(A-A).(A-A
Kt (A-A').(A-A;)
S 1 dA , «
1. A>A => o (+).(+)=(+) =>  koncentrace latky A s casem roste a pro
1
t=t* se blizi nekone¢nu, potom ale ,,pfesko&i do -c0 a asymptoticky se blizi do As®
2. AS<A<A® => ki% =(-).(+)=(-) => koncentrace latky A s ¢asem klesa a
1
asymptoticky se blizi do A,°
3. A<A® => ki% =(-).(-)=(+) => koncentrace latky A sScasem roste a
1

asymptoticky se blizi do A°

Je tedy jasné, Ze stacionarni stav A.° je nestabilni a systém se do ného muize dostat jediné tak, Ze se
zvoli pocatecni koncentrace a = A.°. Oviem opét diky nevyhnutelnym fluktuacim v systému latka A
bud’ zagne rist nade viechny meze nebo klesne do Az°. Stacionarni stav A;° je oviem stabilni a
systém s rostoucim ¢asem vzdy skon¢i v tomto stavu. Stabilita obou stacionarnich stavii je na obr.
¢. 7 opét vyjadiena Sipkami.

Z uvedené analyzy je jasné, Ze tento systém je Cist€ hypoteticky a Ze se jednd jen o zajimavy
matematicky model, nebot” je naprosto nerealné, aby koncentrace vstupni latky A v realném cCase
vzrostla do nekonecna a aby se po preskoku do minus nekonec¢na limitné blizila do A,°. Podobné
modely (jak uvidime pozdé&ji), se ale pouzivaji pfi popisu zmén populace zivych Systému.

i
a>/3§ 1
A S .
AS ;
S E S
A 1 >a;;A2
A
| a<As oK

t*
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Obr. 8

4.2.4 Tri stacionarni stavy — tfi komponenty

V tomto pfipadu je ovSem nutné, aby v diferencialné kinetické rovnici byl polynom 3.stupné. Muze
jit napt. o systém, kdy latka A je do systému piidavana s konstantni rychlosti r a latky B a C jsou
pridavany do systému tak, aby jejich koncentrace byly konstantni.

A —— K (7]
2A+ B =—=3A
B—t— ?l -——C
A+C —2»92A

Potom pro latku A miizeme psat:

O'—Aze,.lZl.B.A2 —3Kk/A® + 2k, AC +r nebo d—A:kl.Az kA Ky At
dt dt

Pokud systém dospéje do staciondrniho stavu, pak musi platit:
ke (AS)? - ky .(A%)® + k. AS+1 =0
Jedna se o algebraickou rovnici 3. stupné, kterd ma tfi kofeny; pak jsou dv€ moZznosti:
a) Vsechny tii jsou realné
b) Jeden je realny a dva jsou komplexné sdruzené.

Fyzikalni smysl mé piipad ti realnych kofeni A;°, A,°, As®. Diferencidlni rovnice pro uvedeny
systém ma potom obecny tvar

_Z_';“ =A’+a A’ +a, A+a, =(A-A’).(A-A).(A-A)), takZe po separaci

dA _
(A=A").(A-A)).(A- A7)
Vyraz na levé stran€ rovnice 1ze opé€t rozlozit na parcidlni zlomky, takZe se po integraci ziska:

= [X.In(A—A%) + Y.In(A - A)%) + ZIn(A - A)]*

A zde bude, kromé velice ptiznivych hodnot X, Y a Z, nemozné vyjadtit explicitné koncentraci latky
A na case. Mozny pribéh stacionarnich stavi A:®, A)° a As® na hodnotach ajj polynomu 3. stupné
v diferencialni rovnici je na obr. €. 9.
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Obr. 9

Nyni miZzeme analyzovat stabilitu jednotlivych stacionarnich stavii:

dA

dt

1.

4.

=—(A-A").(A-A)).(A-A)
S dA I4 v r S
A>A> => i —(+).(+).(+) = (=) =>  koncentrace latky A s ¢asem klesa do A;
s s dA . s
AP>A>A" => e —(-).(+).(+) =(+) =>  koncentrace latky A roste do A,
s s dA . . s
A" >A>A7 => m =—(-).(-).(+) =(-)=>  koncentrace latky A klesa do A3
S dA . S
A<A; => o =—(-).(-).(-)=(H)=>  koncentrace latky A roste do As

TakZe je zfejmé, Ze stacionarni stavy A:® a A3® jsou stabilni, zatimco stacionarni stav A,° je
nestabilni. Stabilita jednotlivych staciondrnich stavil je na obr. ¢. 9 urCena Sipkami. Zde nastava
zajimava situace, kdy systém ve stacionarnich stavech As® se vhodnou zménou parametru a;j bude
pohybovat po této kiivce, az dosdhne stavu, kdy As® = A,°. Tim se oviem dostiva na nestabilni
kiivku A,° a diky fluktuacim miiZe preskogit na stabilni stacionarni stavy A;>. Nyni opé&t vhodnou
volbou parametrii ajj se systém bude pohybovat po stabilnich stacionarnich stavech Als, az do bodu

Als = AZS. Tim se systém ale dostavéa na nestabilni stacionarni stavy AZS a diky fluktuacim muze
pteskocit na stabilni stacionarni stavy Ags. Takze cesta ,,tam" je zcela jind, nez cesta ,,zpatky*.
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5 CHEMICKE OSCILACE

Az do konce 50.let byla chemicka vefejnost pfesvédcena, ze v chemickych reagujicich systémech
nemize dochazet k periodickym zménam koncentraci reagujicich latek. Sice jiz v roce 1921 popsal
Bray oscila¢ni charakter latek, ktery pozoroval pfi katalytickym rozkladu H,O; v prostiedi HIO3/I5,
ale prace nevzbudila zadny velky ohlas.

AZ vroce 1958 publikoval Bélousov asi nejznaméjs$i a nejvyraznéjsi oscilaéni reakci
vV homogennim prostiedi a to oxidaci kyseliny citronové pomoci KBrOs Vv piitomnosti H,SO,4 a
Cce*/Ce** jonth Pozdgji Zabotinsky dokazal, e kyselinu citronovou lze nahradit kyselinou
malonovou a brommalonovou. V ptivodné homogennim roztoku vznikaji vyrazné nékolika-barevné
spiraly, které se rizné proplétaji, rusi nebo zesiluji. Celad reakce poskytuje skute¢né¢ mimoradny
pohled. V systému dochazi k tomu, co pozd¢ji Prigogin nazval ,,SELF-ORGANIZATION®. To
znamena, ze v puvodnim homogennim roztoku — tedy neusporadaném systému vlivem chemickych
reakci dochazi k samovolné tvorbé prostorové a ¢asové vysoce uspoi-adanych struktur. V roce
1920 publikoval A.Lotka praci, ve které matematicky popsal model, ve kterém dochazi
K netlumenym kmitim koncentraci reagujicich latek. Pokud prace viibec vzbudila néjaky ohlas, tak
vétSinou negativni. V této dobé€ jesté chemicka vefejnost, na chemické oscilace, nebyla pfipravena.

5.1 Model dle Lotky a Volterra

Tento model byl myslen Cisté teoreticky a nepopisoval zadny skute¢ny d¢;j.

A—/——>

k1
A+ X — 2X

k2
X+Y—>2Y

k3
[T] Y —= B

Jedna se tedy o pomérné jednoduchy otevieny model, kdy do systému je ptidavéana latka A tak, ze
jeji koncentrace je konstantni.

d—)t(=k1.A.X—k2.x.Y %=k2.X.Y—k3.Y

V stacionarnim stavu plati: kl.A.XS - kg.XS.YS =0 a kg.XS.YS - kg.YS =0

X5.(ke.A - kp.Y?) = 0 a Y®.(k2.X® - ks) = 0, takze se ziskaji dva stacionarni stavy:

K k,.A

==, Yo =—X—. Ale feseni, které
k2 k2

v dalSich postupech pouzijeme. Integrovat uvedené diferencialné - kinetické rovnice a ziskat tak
zavislosti X a Y na Case je ale bohuzel nemozné, protoze se jedna o nelinedrni diferencialni

rovnice. Jiz v druhé polovin¢ 18. stoleti dokazal L. Euler, ze tyto systémy nemaji feSeni, protoze

vvvvvv

X5 =Y =0 coz je trividlni a nezajimavé feSeni a X° =

nelinearnim diferencidlnim rovnicim vyhovovaly. Je ovS§em moZzné, s dobrym programem, proveést
numerické feSeni diferencialnich rovnic, nékdy se ale stava, ze se v tomto feSeni jaksi ,,ztrati“
dalezité¢ vlastnosti systému. Jedna se ale o systém otevieny, a jak jsme jiz vidéli, ma stacionarni
stav. A my provedeme analyzu, abychom zjistili, jak se na$ systém bude chovat v bezprostiedni
blizkosti tohoto stacionarniho stavu, po strance matematické — singularniho bodu.
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X K AX —k, XY = F(X,Y) dv
dt dt

Tyto funkce rozvineme do Taylorovy fady v okoli singularniho bodu (stacionarniho stavu):
F(X,Y)=F(S.8)+ FFa(SS)( S)+W(Y—YS)J+

%{azlr(s.s)_(x_XS)2+ .a F(S.S) X=X —YS) 4 0? I;((SS) v - YS)J

= =k, XY -k, Y =Q(X,Y)

oX? oX.0Y
3
L iss's).(x XY ho, Foeeenn
3 oX
oF(S.S) : o s . .
F(S.S), ~ atd. jsou funkce F(X.Y) a jeji derivace v stacionarnim stavu/singularnim

bodu a jsou to konstanty.

Bezprostiedni blizkost singuldrniho bodu znamend, e X — X> a Y — Y® jsou veli¢iny velice malé,
takze X - X°=xaY-Y =y kdyx >0ay—>0=> (X-X)"a (Y- Y*)"scrovnajiO pron>2a
(X=X3P.(Y-Y¥=0prop,q>1.FSS)=0

Po tomto zjednoduseni pak pro funkci F(X,Y) mizZeme psat:

F(X,Y)= 8F()S(.S) X+ BF(S'S) .y a obdobné pro funkci Q(X,Y)
0Q(S.S 8 S.S
Q) <228 5, )
oY
FOGY) = kAX — ko XY => O ik Acky = 65 o alioys S a—k, SR g
oX oX K,
a_F=_k2,X = oF(SS) =—k,.X* =k, §=—k3 a obdobné pro funkci Q(X,Y)
oY oY k,

Q(X,Y) = ko.X.Y - k.Y => Z—S =k,Y = aQa()S(-S) =k,YS = kz.ﬁAz k, A

2

=k,.X® —K, :kz.t—3—k3:0

2

Q_y, X —k, = RES)

Takze nase nelinearni diferencialni rovnice miizeme prepsat ve tvaru:

d dx d dy
— (X% +Xx)=0x—-k,.y=— a — (Y +y)=kAx+0.y=—2
Olt( ) 2Y =g dtW y) =k Y=

tim jsme ziskali dvé linearni diferencialni rovnice. ReSeni linedrnich diferencidlnich rovnic opét

stanovil L. Euler a to ve formé&: x = X0e®' a 'y = yo.e®"!, kde Xo a Yo jsou konstanty. Hodnotu @
ur¢ime tak, ze za X a y dosadime do diferencialnich rovnic

Xo.10.6°" = -k3.yo.e" a Vo.00.6“" = ki.Axo.e“t  po tpravé
Xo.W + k3.y0 =0 a ki.A.Xg - Yo.W = 0

Tyto dvé algebraické rovnice je vyhodné vyjadiit v maticovém tvaru:
[ ot %[0
\KA —o)\Yo) \0)
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Pokud je souc¢in dvou matic roven nule, pak minimalné jedna z matic je matice singularni, coz
znamena, Ze jeji determinant je roven nule. Determinant mize mit pouze ¢tvercova matice, takze
o Kk,

ML 0 => o’ -kk,A=0=>wm,=*i.ft kde f=(kiks.A)"
1

Pro x iy jsou dvé feSeni a celkové obecné fesenti je jejich linearni kombinaci, takze:
X=X-X>=Cpe+Ce™ 2 y=Y-Y>=Dpe"+ Dyt
X = X® + (Cy + Cy).cosp.t + i.(Cy — Cy).sinp.t
Y =Y® + (D + Dy).cosB.t +i.(D; — Dy).sinB.t
Protoze koncentrace X a Y musi byt realna cisla, pak C; = C, a D; = D, — integracni konstanty.
Potom ziskavéame:

X = X® +C.cosp.t Y =Y®+ D.cosB.t

V tésném okoli singularniho bodu (stacionarniho stavu) tedy koncentrace latek X a Y osciluji a
jedna se o netlumené oscilace. Pti vyneseni koncentraci Y oproti X se ziskaji kruznice, okolo
singularniho bodu, Vv zavislosti na velikosti integra¢nich konstant C a D, jak je vidét na obr. ¢. 10.
Tento staciondrni stav se nazyva STRED. Je ov§em nutno mit na paméti, Ze tyto kruznice maji
poloméry, které se blizi nule, protoze se pohybujeme jen a jen v tésné blizkost singularniho
bodu [X®, Y®]. Pro v&tsi vzdalenosti jiZ nase linearni diferencialni rovnice neplati.

Obr. 10

V polovingé 30. let minulého stoleti pouzil V. Volterra Lotkiv model k popisu vztahu ,,dravec —
koftist*. MlZeme si to pfedstavit jako dravci (napf. dravi ptaci) — mySi(kofist) ve formé:

M+PL>2M
D+Mk—2>2D

p—Kk,u

Tyto rovnice se ¢tou takto: aby se my§ M mohla rozmnozit, pak potfebuje potravu P. Aby se dravec
D mohl rozmnozit, pak potiebuje ulovit mys. A dravci, pies rychlostni konstantu k3 pfirozené
ubyvaji - ptirozeny thyn. Za ptedpokladu, ze potrava pro mysi P je konstanta, pak plati, podobn¢
jako v modelu dle Lotky:
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M MP—k,DM a Oc'j[t)_k DM —k,.D

Je to samoziejm¢ Lotkiiv model, ¢ili nelinearni diferencialni rovnice. Je zde ovSem mozZnost tyto
rovnice pod¢lit, takze se ziska rovnice typu ,,koncentrace — koncentrace.

dM _ M.(k,P—k,.D) N k,M —Kk, dM = k,P-k,.D dD = J-k M —Kk, dM = Ik Pk DdD+C
dD  D.(k,.M —k,) M
a po integraci

K, M —k;.InM =k;.P.InD—-k,.D+C a po malé upravé€ se ziska transcendentni rovnice

K,(M +D)—k;.InM —k,.P.InD=C
kde C je integracni konstanta. V. Volterra pro rtizné hodnoty C napocital hodnoty M a D, coz
v dobé, kdy nebyly ani mechanické kalkulacky, byl jisté ictyhodny vykon a zjistil, Ze feSeni v Y — X
diagramu jsou uzaviené kiivky - orbity, jak je vidét na obr. ¢ .11 (dvé€ rizné integracni konstanty).

Dmax1}p .

Dmax2
Drst
Dmin2} !

Dmin1 b i H
Mm|n1 Mmin2 Mmax2 Mmax1
M
Obr. 11

To, Ze linearni feSeni v té€sné blizkosti singularniho bodu v X — Y diagramu je prakticky zcela
stejné nebo velice podobné feseni nelinearnich rovnic v X — Y diagramu je ale dost vyjimecné a
nevyskytuje se Casto.

Tento model dle Lotky a Volterry potésil biology, ktefi se domnivali, Ze by tak mohli
matematicky popisovat populacni trendy u dravch (napt. dravi ptaci) a jejich kofisti (napf. mysi).
Toto si projdeme u vétsi orbity a zacneme v bodé [M® , D(min)]. To znamené, Ze napf. v Case to je
pocet mysi M® a pocet dravct je v minimu D(min). S pokracujicim ¢asem stoupa pocet mysi (pohyb
proti sméru hodinovych rucicek), ale i pocet dravct — je dan hojnosti potravy. V Case t; ale pocet
my$i dosdhne maxima = M(max), ale potom pocet mysi zacind klesat — jejich stavy jsou plenény
vysokym poctem dravct, jejich pocet ale stale roste — je zde jista setrvacnost dand napft. tim, Ze pary
dravcti maji nadprumérny pocet vajicek. V Case t, pocet dravci dosahne svého maxima D(max) a
jejich pocet zaina klesat, stejné tak jako pocet mysi. Dravci nejsou napt. schopni uzivit vSechny
své mladé. V Case t3 pocet mySi dosdhne svého minima M(min), ale protoze pocet dravcl stale
klesa, tak poCet mysi zacina rist a v Case t4 pocet dravcet dosahne svého minima D(min). Cyklus je
tak uzavien. Cely cyklus — jeho perioda trva 5 — 7 let.
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Bohuzel bylo ale zjisténo, ze i pfi malych zménach rychlostnich konstant ki, K, a ks a i pfi
nevelkych a tedy v pfirodé¢ redlnych zménach hodnot P (potrava mysi) - dochdzi i k nevelkym
zménam integracni konstanty C (napf. z hodnoty 2,493 na 2,636). Jenze i tato mald zména
integra¢ni konstanty ma za nasledek prudkou zménu doby periody, napt. z 6 let na 11 let, coz je ale
biologického hlediska nemozné. Takze tento model neni mozné na populacni trendy pouzit.

Zaveérem lze ale fici, Ze 1 kdyZ se doposud nepodafilo najit systém, na ktery by bylo mozné
model dle Lotky a Volterra aplikovat, je prvnim modelem, ktery matematicky popsal periodické
zmény koncentraci jednotlivych komponent.

5.2 Linearizace nelinearnich diferencialnich rovnic

Jak jiz bylo uvedeno studujeme takové systémy, ve kterych probihaji d¢je/reakce, které 1ze popsat
pouze pomoci nelinearnich diferencialnich rovnic. Tyto ale nelze v uzavieném tvaru, tedy metodou
matematické analyzy, fesit. Prosté neexistuji funkce, které by rovnice spliiovaly. My se soustiedime
na feSeni téchto rovnic v tésném okoli singuldrniho bodu/stacionarniho stavu, tak jak jsme to
provedli v minulé kapitole, jenze nyni linearizaci budeme studovat obecné. Piedpokladejme, Ze tedy
studujeme otevieny systém ve kterém probihaji chemické reakce, ale pouze dvé komponenty napr.
X a'Y zavisi na ¢ase, koncentrace ostatnich latek jsou konstantni. Potom mizeme psat:

dX dy

ol F(X,Y) ot =Q(X,Y)

Kde obé funkce F(X,Y) a Q(X,Y) jsou nelinearni. Aby bylo feSeni uvedenych diferencialnich
rovnic (napf. numerické) jednoznaéné v ¢ase, pak ob¢ funkce F(X,Y) a Q(X,Y) musi byt spojité a
splitovat Lipschitzovy podminky. ProtoZe ve vétSin€ pfipadi se jednd o diferencidlné-kinetické
rovnice (popis reak¢nich mechanizmuy), je tato podminka splnéna. Protoze se jedna o otevieny
systém, pak lze ¢ekat, Ze tam bude alespon jeden stacionarni stav, takze bude platit:

dX ® dy®

=F(X®,Y*)=0 a =Q(X*,Y*)=0

Z uvedenych rovnic je nutné (Sasto velmi komplikovan& a pracng) vypocitat X° a Y® - tedy polohu

singularniho bodu/stacionarniho stavu.

Nyni obé funkce rozvineme do Taylorovy fady v t€sném okoli bodu [X®Y®]. Jak jiz bylo uvedeno,
vyrazy (X — X3, (Y = Y)", X = X5 (Y=Y5*=0 pron>2,1,k>1

X-X°=x>0, Y-Y=y—50 Takze ziskame rovnice:
i(x+ X ) _dx _dF(SS) i OF(S.S) v i(y+YS) _dy _2Q(S.S) i 0Q(S.S) v
dt dt oX oY dt dt oX oY

Ziskali jsme tak dv¢ linearni diferencialni rovnice kde derivace ve stacionarnim stavu (S.S) jsou
ovSem konstanty, které si oznac¢ime jako:

_OF(S.S) _OF(S.S) _2Q(S.8) 2Q(S.S)
1 alZ - a21 - a'22 -
X Y X oY
ox_ a,,.X+a Y _ a,,.X+a
dt - Y11 lZ'y dt - “21- 22'y
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v oy R 1 _ 1 : X1
Pti pouziti Eulerova feSeni, X = Xo.6“" a y= yo.e"’ , kde xp a yp jsou konstanty, ur¢ime parametr @
dosazenim feSeni do naSich rovnic:

Xo.@.e%" =a . xo. et + ap .y . e

wt

Vo. @ .e”" = ay .Xp. €% +ay.y.e a po malé Gpravé

Xo.(a11 — W) + a2 Yo =0

anXo+Yo.(@ap—w)=0 coz lze vyjadfit v maticovém zapisu jako

Lall—co a,, J'(XOJ:(O]

ay a,-0)\Yo) \0)

Jak jiz bylo uvedeno, znamena to, Ze alesponi jedna matice musi byt singuldrni, takze jeji
determinant musi byt roven nule.

a4, -0 a1

=0 = (a,-w)(a,,-w)—a,a,=0
ay; Ay — @)

2 _
®° - w(an + ax) + a1dz2 - apdy =0

w*+bw+c=0 b = -(a11 + az)
C = agay - drpdn1

Takze jsme ziskali pro w kvadratickou rovnici, kdy o hodnotach w; a w; rozhoduji veli¢iny b a c.
Uvedena kvadraticka rovnice je tak zvana charakteristicka rovnice

~b+,/(b* -4c)
Wy, =
2
rozhodujici vyznam pro w;; ma ovsem vztah: b® - 4c oproti nule:

Pokud b? - 4c > 0, pak jsou oba kofeny realné, pokud b® - 4c < 0, pak jsou kofeny komplexn&
zdruZené. Nyni si provedeme analyzu riznych hodnot kofenit wi, a jejich dopad na feSeni
uvedenych linearnich rovnic.

1. b*-4c>0; b>0;¢c>0 => 01 <0; ;<0
Potom jsou ovSem dvé feSeni:
xp= e xo =@ X = X3+ Cre®™: Xo= X5+ Cpe?! a obdobng
Y1 =Y +De”™’; Yo =Y° + Do

kde C; a D; jsou konstanty. Zavislosti X a Y na ¢ase jsou na obr. ¢.12
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Obr. 12

Pii vyneseni zavislosti Y oproti X ziskame pribéh reakénich trajektorii nebo tak zvany
fazovy portrét reakce, jak Ize vidét z obr. €. 13.

213 1
Y
/ N
2/4
Xi‘s
X
Obr. 13

Jednd se o monoténni piiblizovani koncentraci do stacionarniho stavu. Zaporné exponenty
zenou koncentrace do stacionarniho stavu. Oznaceni 1/3 je kombinace kiivek 1 a 3 na obr. €. 12.
a obdobné. Tento stacionarni stav je jasn¢ stabilni a nazyva se stabilni uzel, oznaceni (N) —
anglicky nod. V tomto ptipadé, systém vZdy skon¢i v tomto stabilnim uzlu a pokud se z ného
dostane, pak se vZdy do ného vrati.

b®-4c>0; b<0; ¢>0 =>w;>0; ;>0

Podobné¢ jako v minulém piipadu mame vzdy dvé feseni:
Xy = X° + Cp.e?™; Xp = X° + Cp.e”@ a podobné
Y1=Y%+ Dy.e”; Y2=Y®+ D,y

Nyni ovSem jsou exponenty kladné, takZe dochazi u koncentraci bud’ k neomezenému ristu
nebo poklesu do nuly, jak je vidét na obr. ¢. 14.
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Obr. 14

Na obr. ¢. 15 je uveden prabéh reakénich trajektorii/fazovy portrét reakce.

-

R

e

2/4
1/4

X
Obr. 15

Tento stacionarni stav je jasné nestabilni a systém se do ného mize dostat jediné v ptipade, ze
integracni konstanta C;j nebo D; je rovna nule. OvSem diky fluktuacim a porucham se systém
V tomto stavu nemtize udrzet a jakmile z ného ,,vyskoci, tak se do n¢ho uz nemuze vratit.
Tento stacionarni stav se nazyva nestabilni uzel a jedna se zde o monotonni vzdalovani
koncentraci od singularniho bodu.

b2-4c>0; b#0;c<0 =>w;>0; w;<0
X - XS + Cllew(l).t + CZIer).t Y - YS + Dllew(]).t + Dz.e(u(Z).t

Pribéh X a Y koncentraci v zavislosti na ¢ase je pomérné komplikovany a lze fici, ze je to hra
integrac¢nich konstant C; a D; tedy jejich kladnych a zapornych hodnot. Pribéh reakcnich
trajektorii je uveden na obr. €. 16.
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Obr. 16

Oblast X= Y = X se blizi Y se blizi

' X*+Cre®@t ¥4+ D e © v

] X5 + Cz_ew(Z).t YS + Dz_ew(l).t XS 0

I XS + Cg.e%@1 YS + D5.e@M1 X5 0

v XS + C4.ew(l).t YS + D4_ew(2).t 0 YS
proCiaD;>0

Tento stacionarni stav je jasné nestabilni a nazyva se sedlo/saddle a znaci se (S). Systém se
muze do stacionarniho stavu dostat jediné pii nulové hodnoté integrani konstanty, ale neni
schopen se v ném udrzet. Jedna se o nemonotonni chod koncentraci s ¢asem.

4, b2-4C:O, b+0 => w1 =wy=wp =-bl2

Pribéh zavislosti koncentraci X a Y na ¢ase je podobny, jako v pfipadu 1 a 2. Reakéni trajektorie
jsou piimky, jak 1ze vidét na obr. €. 17.

AN

YAS —— - - - - - - - -

s

Xhs
X

Obr. 17

Tento stacionarni stav je bud stabilni hvézdicovy/stelarni uzel (w12<0) nebo nestabilni
hvézdicovy/ stelarni uzel (w12 >0).

5. b®-4c<0; b>0; ¢>0 =>w12=-b2+ip;  B=(0-40)>°2
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X = X3+ Cpre®? et + Cre®t e = X5 + P21 [(Cy + Cy).co88.1 + 1(C1-Cy).s5ing.1]
Y = Y® + 2L [(D; + Dy).cosB.t + i(Dy — Dy).sinB.]

Protoze koncentrace musi byt redlna ¢isla, pak C; = C, a D; = D, , takze:
X = X3 + C.e™ cosp.t; Y =Y + D.e®?*' cosp.t

Koncentrace latek X i Y tedy s ¢asem osciluji a jedna se o tlumené oscilace, zpisobené ¢lenem
e 2t ktery po jisté dob¢ oscilace zcela zlikviduje. Prabéh zavislosti koncentraci X a Y na Case je
uveden na obr. ¢.18.a, b.

Obr. 18a Obr. 18b

Yhghmmako

Xhs
X

Obr. 19

Reakeni trajektorie tvoii zavirajici se spiralu (jak je ziejmé z obr. ¢. 19). Jedna se tedy o
stabilni staciondrni stav, ktery se nazyva stabilni ohnisko/focus a znadi se (F).

. b%-4c<0; b<0; ¢c>0 => w1, =-b2+ip

tedy stejné vyrazy jako v minulém piipadu, jenze nyni je b < 0. Pro X a Y mtizeme opét psat:

X = X5+ C.e™ cosp.r = X° + C.e* .cosp.t
Y = Y° + D.e™* cosp.t = Y° + D.e*'.cosp.; A(=-bl2)>0

Je tedy zfejmé, ze koncentrace latek X a Y opét osciluji s asem, ovSem na rozdil od minulého
ptipadu se jedna o oscilace s rostouci amplitudou, coZ zajituje vztah e*, kdy A > 0, jak je
vidét na obr. ¢. 20.a, b.
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Obr. 20a Obr. 20b
Reakeni trajektorie tvoti opét spiralu, stejné jako na obr. €. 19, jenZe nyni se jedna o spiralu
rozvijejici se z singularniho bodu. Tento stacionarni stav je tedy nestabilni a nazyva se
nestabilni ohnisko/focus a znaci se (F).
7. b=0,¢>0 => 1 = 1V(c), @y = -iN(c),
koteny kvadratické rovnice jsou tedy ryze imaginarni. Potom:
X = X + C.cos(c)™.t Y = Y® + D.cos(c)*.t

Koncentrace X a Y opét s ¢asem osciluji, nyni se ale jedna o netlumené kmity se stile
stejnou amplitudou, jak je znazornéno na obr. ¢. 21.a, b.

Yrgp=m=pmmmfmmpmmfbim e

t t

Obr. 21a Obr. 21b

Reakéni trajektorie tvoii uzaviené kiivky orbity okolo singularniho bodu — viz obr. ¢. 22. Tento
stacionarni stav je stabilni a nazyva se stied/centre a znaci se (C).
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X's

x Obr. 22
Z uvedené analyzy je ziejmé, Ze stacionarni stav/singularni bod je stabilni jediné v piipadu Re(w; 2)
< 0 (Cti, realna ¢ast w) - to znamena stabilni: uzel, stelarni uzel, ohnisko a stired (zde Re(w1, = 0).
Pokud Re(wj) > 0, pak se jedna o nestabilni stacionarni stav: uzel, stelarni uzel, ohnisko, sedlo.
Urcéujicimi parametry jsou koeficienty b a ¢ kvadratické rovnice:

o’ +bw+c=0

kde b = (a1 + az2); € = ai1.a2 - a2.821, a &;j jsou derivace pivodnich nelinearnich funkei F(X,Y) a
Q(X,Y) v singularnim bodu. Nyni musime vzit v uvahu tak zvanou stabilitu FeSeni. Budeme
predpokladat, ze b = 0, ¢ > 0 => stacionarni stav je stired. JenZe u realného systému podléhajicimu
vlivu okoli, riznym fluktuacim a perturbacim nebude asi jednoduché tento stav trvale udrzet, takze
hodnota b se mize tfeba jen nepatrné zménit do + nebo — hodnot, coz ma ale za nasledek okamzitou
zménu reak¢nich trajektorii a 1 stability celého systému. Systém ,,pfeskoci ,, ze stiedu do stabilniho
nebo nestabilniho ohniska.

Podobna situace je 1 u vztahu b? - 4.c. Tento vyraz mize byt roven nule nebo byt vétsi nebo
mensi nez nula. Pokud je roven nule, pak se jedna o stabilni nebo nestabilni stelarni uzel. Pokud ale
jeho hodnota je mensi nez nula, pak oba koteny jsou komplexni. Zde opét 1 nepatrné zmeny okolo
nuly maji za nasledek vyrazné zmény v chovéani systému. Tato stabilita FeSeni, téz se uvadi
strukturni stabilita ¢i nestabilita ma zna¢ny vyznam zejména v biologii — nelinearni biologické
systémy, kdy i1 nepatrnd zména v okoli stacionarniho stavu miiZze zptsobit napt. nekontrolovatelny
rust systému — pfemnozeni nebo naopak vyhynuti tohoto biologického systému.

Graficky lze vyhodn¢ zobrazit oblasti existence rtiznych stacionarnich stavii v roviné ¢, b jak je
vidét na obr. €. 23.

Nestabil. ohniska Nestabil. ohniska
b<0, c>0 b, c>0 Stabilni uzly
b2-4c<0 b2-4c<0 ¢ b>0
~ACs< -ac<U /. Stabilni
o) stelarni uzel
Nestabil. uzly Stredy,
b<0, ¢>0 / b=0
0
Sedla (c<0)
0
b
Obr. 23
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Body obou vétvi paraboly c=b*4 a soufadnych os b, ¢ jsou vytvofeny ztak zvanych
bifurkaénich bodu (tak je nazval 1.Prigogin a toto oznaceni se vzilo) a znamena to, ze v téchto
bodech se systém jakoby mize ,;rozhodnout™ jakym smérem se bude dale vyvijet. My se stale
zabyvame tak zvanou deterministickou termodynamikou, tedy piedpokladame, pevné hodnoty b
acazenapt. b=0.

OvSem kromé¢ této termodynamiky existuje jest¢ dalSi, tak zvana stochastickd nebo
pravdépodobnostni termodynamika, ktera fesi s jakou pravdépodobnosti se systém v urcitém
bifurkacnim bodu dale bude chovat a jakou cestu si ,,vybere*.

5.3 Stabilita stacionarnich stavu

Stabilita stacionarniho stavu linearizovaného systému je urcena pomoci Ljapunovovych kritérii:
Aby byl stacionarni stav stabilni, pak musi existovat takova & >0 a &> 0, Ze plati

‘X (t,)—-X S‘ <o a ‘Y (t,)-Y S‘ <o pro libovolny ¢as t pak platit
X(t,)-X°|<e a Y(t,)-Y®|<e
Pokud plati, 7e lim|X(t,) = X°[=0 a lim|Y(t,)-Y®|=0 prot — oo

Pak je stacionarni stav asymptoticky stabilni. Dale Ljapunov dokazal, Ze pokud je stacionarni
stav Vv linearizovaném systému nestabilni, pak je nestabilni i v pivodnim nelinedrnim systému.
Pokud je stacionarni stav v linearnim systému asymptoticky stabilni, pak je asymptoticky stabilni i
V pivodnim nelinedrnim systému. Pokud je stacionarni stav v linedrnim systému stabilni, ale ne
asymptoticky, pak Ljapunovovo kriterium neni schopno wurcit stabilitu staciondrniho stavu
V piivodnim nelinearnim feSeni. ZkuSenost ale ik, ze je nejcastéji nestabilni.

Nyni je otazka, co se se systémem stane, pokud je staciondrni stav nestabilni: nestabilni uzel,
sedlo, nestabilni ohnisko. V podstaté€ jsou tfi moznosti:

1. Systém se téméf explozivné rozviji. U zivych systémi se jedna o populacni explozi, jako je
napft. pfipad sarancat, kdy (nejCastéji Afrika, Kazachstan atd.), asto v odlehlé oblasti dojde
k pfemnozeni sarancat, ktera ale v této etapé jeSté nemaji kiidla. S rustem jejich koncentrace
roste 1 mnoZstvi feromont, ktery vylucuji, coZ ma za nasledek, Ze dalsi generace jiZ kiidla maji.
Potom celé hejno a odstartuje (mé az stovky milionii jedincli) a prakticky zlikviduje veSkerou
urodu v celé oblasti.

2. Potom, co systém ,,vyskoc¢i® z nestabilniho stacionarniho stavu, skon¢i v dalSim stacionarnim
stavu, ktery je ale stabilni.

3. Vytvoti se tak zvany limitni cyklus. Toto plati zejména v ptipadu nestabilniho ohniska, kdy po
nékolika zavitech rozvijejici se spiraly se vytvoii uzavicena kiivka — limitni cyklus, jak je
vidét na obr. €. 24.
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Obr. 24

Tento limitni cyklus okolo stacionarniho/stacionarnich stavl je velice stabilni a pokud systém
z ného diky perturbacim a fluktuacim vyskoci, opét se do n¢ho navrati. Existenci limitniho cyklu
nelze ale predpovédét z linearizovaného feSeni, ale pouze pii feSeni plivodnich nelinearnich
diferencialnich rovnic. H.Poincaré stanovil podminku pro existenci limitniho cyklu: Uvnitt jeho
oblasti musi byt alespon jeden singularni bod a musi platit rovnice:

N(pocet uzli) + F(ohniska) + C(stfedy) - S(sedla) = 1

Pokud tedy se jedné o jeden singulérni bod a je to sedlo, pak se limitni cyklus nemlize vytvofit.
V zavéru kapitoly je nutno zdiraznit, Ze:

1) Linearizace puavodnich nelinearnich diferencialnich rovnic je naprosto nezastupitelny
matematicky postup, ktery naprosto jasné ukaZe chovani systému v tésném okoli
singularniho/stacionarniho bodu/bodi. Teprve po tomto je ovSem nutné pouzit néjaky kvalitni
matematicky program a fesit chovani systému ve vétsi vzdalenosti od singularniho bodu — tedy
resit nelinedrni diferencialni rovnice.

2) Na druhé stran¢ je nutné si uvédomit, ze toto linearni feSeni plati jen v tésném okoli
singularniho bodu a tedy na grafy reak¢nich trajektorii (fazové portréty reakci) se vlastné
divame jakoby pod silnou lupou nebo dokonce pod mikroskopem, protoZe jsme
predpokladali, Ze X —X*>=xaY-=Y>=yax,y se blizi nule.
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6 BILANCE HMOTY V OTEVRENEM SYSTEMU

Budeme studovat otevieny systém, ktery se sklada z celé fady latek, kdy kazda z nich se muze
vymeéiovat s okolim a krome toho v systému probiha r - chemickych reakei.

T
|||

I |
ol I

. n .
Pro koncentraci napft. latky A nelze psat ca = VA’ protoze to plati jen pro ptipad, kdy koncentrace

ca#f(x,y,z). U naseho otevieného systému ale musime predpokladat, Ze ca(X,y,z,t), tedy ze je funkci
nejen mista (soufadnic) ale i Casu. Takze

dn, -
Ch = L =Ca(% Y, 2,0).0V =c, (F,1).dV =n, I\J;ICA(r,t).dV

Nyni nas bude zajimat celkovd Casovd zména poctu molil latky A, takZe provedeme derivaci Na
podle casu.

ac(rt) d.n, dn
m A gy =2 A " dt, kde

—2 2 je externi zména poctu moli latky A, zpiisobena vyménou s okolim

(kterych se latka A zucastni).

din,
Vyjadireni —— m : budeme piedpokladat, ze v systému probihaji nasledujici chemické reakce:

Reakce &. 1: v, (D)A+vgB—>...... =rrr® = (—A)1 (=2 dCtA ), = v, (@).rr®

Va (1)

1

Reakce &. ki v, (K)A+v,D —>...=> 1" = w0
A

Ca dc, _ ()
( )k (dt )k =—va(k).rr

Reakce &. n: vR+v,S > v, (MA+v F =™ =+ ! .(dCA) = (dCA)n =v,(n).or®

v,(n) " dt " dt

kde rr® je rychlost k-té reakce

r—reakce

Potom pro celkovouzmenu( A)CELK Z( A) = Z vA(j).rr(D kdy
j=1
v, =+ pro produkty a v, = - pro reaktanty
n d, n r . . r ) _
ale ¢, =2, takze — () =Y v, (j)rrY = A=y, (jrrPV
= e ()= 2 R0

44



Rychlost obecné reakce rr? se op¢t bude misto od mista ménit, podobné jako koncentrace, takze
vyraz pro celkovou c¢asovou zménu poctu moli latky v diferencidlnim objemu dV bude
dn,

dt

= ZVA(j).rr(j) .dV a pro celkovou zménu poctu molt latky A v objemu V pak:

d

e %o

ooy don . . o Ny N y .
Vyjadieni ed—tA [mol/sec]: Nyni musime uréit vztah pro ¢asovou zménu pocétu molt latky A

zpusobenou vyménou s okolim, pfes plochu £2 ohranicujici/obepinajici studovany systém.
Zavedeme veli¢inu J, - hustota toku latky A s rozmérem [mol/m?sec] a je to vektor. Budeme

pfedpokladat, Ze studovany systém ma tvar koule, jak je znadzornéno na obr. €. 25

Obr. 25

Na kulové ploge dva ,,poledniky a dvé& ,,rovnob&zky* nam vymezi diferencialni plochu dP[m’] a

z této plochy vychazi tak zvany orientovany vektor plochy dP, ktery ma tyto vlastnosti:

1) Mifi ven z naseho systému
2) Je kolmy na plochu dP

3) Jeho absolutni hodnota ‘dﬁ‘ = plocha dP

4) Jeho rozmér je [m?]
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Potom soucin dvou vektorti dP.J, [mol/sec] predstavuje podet molii latky A, co za 1 sec. projde
diferencialni plochou dP. Pro uréeni celkového toku latky A ptes plochu ohranicujici nas§ systém
musime ov§em provést soucet pies celou plochu §2. TakZe ziskame vztah:

da TA - J] J A,d|5 , kde znaménko (-) respektuje, Ze vektor dP miii ven z plochy
Q

Po dosazeni do bilan¢ni rovnice za interni i externi zmény poctu molt latky A se tak ziska:
dn, rrpoCa(Fut) o fre a5 " (i)
F—I{J‘Tdv ——J;!AJAdP—FJ‘JI;VA(J)rr dV

Jedna se o nesmirn¢ komplikovanou diferencialné- integralni rovnici, kdy dva integraly jsou pies
objem a jeden integral je ploSny. Abychom se zbavili tohoto plosného integralu pouzijeme Gauss-
Ostrogradského rovnici:

J] J,dP= J]] divJ ,.dVv takze po dosazeni se ziska

Q \

1] [% +divd, —_Zr:VA(j)-rr”)}.dv -0 =>

oc,(1,t)

+divd, =D v (j)arr? =0
j=1

coz je bilanéni rovnice pro latku A (a ovSem i pro ostatni latky) ve studovaném otevieném
systému. Jedna se o velice komplikovanou parcidlni diferencialni rovnici, kterou Ize fesit jen za
jistych zjednoduSujicich podminek. Vyraz divJa lze vyhodné vyjadiit pomoci vektorového
operatoru V - Hamiltonlv operator ,,nabla“.

V= g.i + i.j + g.k a je to vektor. Tento operator je mozné pouzit:
ox  0y. oz
1. Soucin se skalarem, napf. s teplotou T(x,y,z):
VTI(xY,2)= (g.i +£. j +2.k).T(x, Y,2) = ﬂ.i +£.j +ﬂ.k =gradT(x,Y,2)
ox oy 0z OX oy oy

a je to vektor — tepelny spad
2. Skalarni souéin s vektorem, napf. s hustotou toku J = J i +J g J+Jd,k

oJ -
aJX+ v, 9 = divJ
x oy @

v.J = (ﬁ.i +3.j +ik).(3x.i +J,.j+J,k) =
ox oy oz
(divergence vektoru J) a je to skalar

3. Vektorovy sou¢in s vektorem, napf. s hustotou toku J :

i j ok
= |0 0 0 _ : : e :
Vx)=— — — =rot J (rotace vektoru J) a je to vektor (vyraz je determinant)
ox oy oz
Jo J,

X Z

Pokud tedy pouzijeme V -operator, pak bilan¢ni rovnice bude mit tvar:
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A (¥ 1)
Cor =t

+V.J =D v (j)rr? =0 prof=A, B, ....Z.
=1

6.1 Aplikace bilan¢ni rovnice na jednoduchy systém
Bilan¢ni rovnice budeme aplikovat na systém, kde:

1. Vymeéna hmoty s okolim se déje pouze difuzi
2. Koncentrace latek A, B, C, ....Z v systému nejsou piilis vysoké, takze 1ze na né aplikovat L. i

I1. Fickav zakon.

Jak jiz bylo uvedeno, hustota toku (napf. latky A) je vektor J = J,i+J,j+J,k a mé rozmér

[mol/m?.sec]. Pro 1. Fickiiv zdkon pro difuzi ve sméru osy X plati:

(%)X = —5.(?)t s rozmérem [mol/m>.sec]; celou rovnici vynasobime .X
X
oc — OC , . , , y 2 y
X. (5)X =X.— D.(&) ale leva strana rovnice ma nyni rozmér [mol/m*.sec] =Jy, takze
oc y oc oc :
Jy = —D.X(&) ;aobdobn¢  J, = —Dy.(a) ; J, = _DZ'(E) , kde Dy, Dy a D, jsou

difuzni koeficienty pro difuzi ve sméru os x, y a z s rozmérem [m?/sec]. Pro hustotu toku pak
muzeme psat

@i +@ ] +@ k)=-D.Vc;  zapfedpokladu, ze Dy=Dy,=D,=D

ox oy oz

Pro libovolnou latku mtizeme tedy psat bilan¢ni rovnici

J=-D(

acgt’t) = V.(-DV.0)+ Y w(j)rr? =DV2c+ Y v(j)rr? kde
=1 j=1

6. 0. o, .,0. 0. 0 o* 8% o7
. k st t+—
X oy oy ox oy oz X oy oz

= A(Laplacetv operator)
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/7 MODELY

V této kapitole budeme studovat nékteré modely, které popisuji systémy, ve kterych samovoln¢ a
tedy irreversibiln¢ dochazi k vytvareni usporadanych struktur, tedy k tomu, co Prigogin nazyva self-
organisation.

7.1 Brusselator

Jedna se o ptipad dvou reagujicich komponent, ktery byl vyvinut na bruselské université¢ autory
I.Prigoginem a G.Nicolisem a v povédomi chemické vetejnosti je veden pod nazvem Brusselator.

V pivodnim originalnim modelu Brusselatoru jsou vSechny reakce vratné. Pro jednoduchost ale
budeme uvazovat pouze jednosmérné reakce.

Systém je otevieny, latky A i B jsou udrzovany na konstantnich hodnotach. S ¢asem se méni
pouze latky X(t) a Y(t), které se s okolim vyménuji difuzi. Jejich koncentrace ale neni vysoka, takze
Ize aplikovat Fickovy zakony pro difuzi. Bilan¢ni rovnice maji tedy tvar:

% 1k A—k,.X.B +k, X2 —k,.X + D, V’X
N, BX -k, X2Y +D, VY
ot
Ve snaze ziskat bezrozmérné diferencialni rovnice autofi pouzili nasledujici substituce:
_ Ksvos o Ks o5 o K* K\ o5~ k, = D
t=k,f; X=X, Y=Y, A=(+2)%A; B=-2B; D,=—""
K, K, K, K, ’ K,
Po jejich dosazeni se ziskaji bilan¢ni rovnice:
X _ A—(B+1).X + X2Y +D,.V*X
ot
oY

—=BX- X2Y +D, VY

Vsechny veli¢iny v rovnicich maji rozmér [1]. Jedna se ovSem o nelinearni parcialni diferencialni
rovnice, které lze fesit pouze numericky. Pfipad zjednodusime piedpokladem, ze difuze latek X i Y
probihaji pouze v jednom sméru, tedy jakoby d&j probihal v trubce ve sméru r a délka trubky je I.

d

!
() Smér chemické reakce -r : |
[ > |

\

<

0 I
takze X(r,t), Y(r,t), kde r muze byt soufadnice X , y nebo z.
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Protoze je systém otevieny, pak 1ze cekat ze se v ném vytvofii stacionarni stav, kdy casové derivace
X 1Y budou rovny nule.

(—axg’t))S —A-(B+D.XS +(XS)2YS =0
(aY(rlt))S =B.X S —(X S)Z.YS =0
ot
V2X® =V?/° =0, protoze X*aY® jsou konstanty.
Snadnym obratem zjistime, ze X5 = A; Y3 =BIA

Dale budeme pfedpokladat, ze na hranicich naseho systému plati:

X (r=0,) =X(r =1,t) = X° a Y(r=0% = (=1t =Y coz jsou tak zvané Dirichletovy
podminky. A podobné¢ jako v kapitole 5 budeme tyto nelinearni rovnice linearizovat a hledat tak
jejich feSeni v tésném okoli singularniho bodu. Zavedeme si opét funkce F(X,Y) a Q(X,Y):

F(X,Y) = A— (B+1).X + X2Y; Q(X,Y) =B.X — X2Y

Obg funkce rozvineme do Taylorovy fady a budeme op&t uvazovat, ze (X — X" a (Y = Y3)" =0,
pron > 2. Potom:

_ s vsy, OF(S) v vsy,  OF(S) s
FOXY) = FOXCY )+ 220 (X = X5) 4 =22 (Y =Y )

_oxs v5Y. 9R0) v x5y, RE) v _ys
QUX,Y) = QX®,Y®)+ == (X = X*) + ==Y =Y)

F(X3,Y%) = Q(X5,Y%) =0, a  X=X=x(rt)—>0; Y-YS=y(rt) >0
ﬁ=_(3+1)+2x.v :mz—B—LLZ.A.(B/A): B-1
oX oX
8_F = X2 3@ = A?
oY oY
R _g_oxy=R0)_ B-2.A(B/A)=-B
oX oX
@=_x2 jwz_p\?
oY oY
Takze ziskame rovnice:
%z (B-1).x+ A%y +D,.V*x(r,t)
%z—B.x—Az.y+ D, V?y(r,t)

Takto jsme ziskali linearni parcialni diferencialni rovnice. Ob¢ funkce x(r,t) a y(r,t) jsou
funkcemi dvou nezavisle proménnych. Z hlediska matematické analyzy existuje pouze jeden
zpusob feSeni takového typu rovnic a to je Fouriérova metoda, ktera ale predpoklada, ze feSeni, tedy
x(r,t) a y(r,t) je vzdy dano soucinem dvou funkci, vzdy o jedné proménné. Takze

x(r,t) = X(@t).o(r) a y(r,t) = y(t).po(r) - navrh feSeni

Je prekvapujici, ze funkce po(r) je pro x(r,t) a y(r,t) stejna. Kromé tohoto, dost nasilného navrhu
feSenti, jist¢ existuje cela fada dalSich feSeni, bohuZel neexistuje ale Zadna metoda, jak feSeni najit.
Takto navrzena feseni dosadime do nasSich diferencialnich rovnic*
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1. Pro x(r,t)
2

p(r).% = (B-1).X(t).p(r) + Ay (t).p(r) + D,.X(t). (erf

a nyni celou rovnici vydélime vyrazem X(t).po(r) a ziskame tak:

_ — 2
_i.d—x=(B—1)+A2.X(t)+Dl. ! .d /20 a upravime do vztahu
X(t) dt X(t) p(r) dr

_ = 2
1 K gy YO _ Ddp
X(t) dt X(t) p(r) dr

TakZze jsme ziskali velmi zajimavou rovnici, kde na levé strané rovnice vystupuje komplikovany
vyraz (diferencialni rovnice) pro nezavisle proménnou - ¢as a na pravé stran¢é diferencialni
rovnice pro zcela jinou proménnou — prostorovou soufadnici. Jak dokdzal Fouriér toto plati pouze
za jednoho pifedpokladu a to, obé rovnice se rovnaji konstanté. A pravé toto je podstata
genidlniho Fourierova triku, Ze misto jedné parcialni diferencidlni rovnice s dvémi proménnymi
ziskdme dvé obycejné diferencialni rovnice. Nékdy se fika, ze ptivodni rovnice se rozstépi na dvé
rovnice. Takze mizeme psat:

L @—(B—l)—Az.m——az

X(t) dt X(t) : p(r) dr?

kde a je konstanta a znaménko — je proto, aby feSeni nerostlo nade vSechny meze. Druhou
rovnici vyuzijeme k uréeni funkce p(r). Jedna se o obycejnou diferencialni rovnici II. fadu

D, dZP: 2

s konstantnimi koeficienty, takze FeSeni, dle Eulera, budeme hledat ve tvaru: p(r) =e” ", kde y

je zatim neznama konstanta, kterou ur¢ime dosazenim feSeni do nasi dif. rovnice.

2 2
d /20 = —a—.p(r) takze po dosazeni feSeni se ziska:
dr D,
2 wr 2 w.r — o aZ 4 — 7.2 0,5
wo.e"" =- (a°ID,).e => Y., =i o +i.3, S = (a°/ID)
1

p(r) = C1.e"P" + Cp.e™P" = (Cy + Cy).cosfr + i.(Cr — C,).sinr
C; a C; jsou integraéni konstanty, které ale mohou byt:

1) Ob¢realné apak C;—C,=0
2) Obe¢ ryze imaginarni a pak C; + C, = 0, protoze funkce p(r) je realna funkce

Potom pro x(rt) plati: x(r,t) = X(t) .[(C1 + Cy).cospr + 1.(C1 — C,).singr]
Tyto konstanty ur¢ime z okrajovych podminek, kdy plati, Ze:
X(r=0,t) = X(r =1t =X =>  x(r=0,) =x(r = I,t) =0, takZe

0 =[(Cy + Cy).cos0 +i.(C; — Cp).sin0] => C:+C,=0, protoze X(t) =0
0= X(t).i.(C; - Cy).sinf.l => C4, C;jsouryze imaginarnia .l =nm, kdyn=1,2,3, ...
Takze ziskame: B =n.n/l

K1) = X(©.Cy'sin = r a obdobné VY = 90.C..sin " r

Je tedy jasné, ze feSeni x(r,t) a y(r,t) osciluje
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Pro funkce X(t)a y(t) lze opét oéekavat, ze budou ve tvaru: X(t) =Xo.e”"'a y(t) =yo.e"
Takze bude platit, ze: x(r,t) = Cl.ew't.sinnl—ﬂ.r a y(rt) = Cz.e”".sinnl—ﬂ.r, kde Cy .xo = C; a

Cy".yo = C,. Nyni musime ur¢it hodnotu w, coz provedeme tak, ze tyto funkce dosadime do
systému linearizovanych rovnic

2
%:(B—l).X+A2.y+ Dl.% %:—B.X—Az.y+ D,.

®.C1.e™ sin(nar/l) = (B — 1).C1.e*" sin(nmr/l) + A%.Cp.e” sin(nmr/1) — Dy1.Cy.(na/l)%.e” sin(nmur/1)

®.C.e” sin(nnr/l) = - B.Cy.e” sin(nmr/l) — A%.C.e” sin(nar/l) — D,.Co.(nm/1)%.6 sin(nr/1)

oy

or?

Po kraceni pak ziskame:

©.C1= (B—1).C; + A%C, - D1.C.. (”I—”)2
2 nﬂ- 2 , v

®.C,=-B.C; - A°.C, - D,.C,. (I_) a po uprave
C.[B-1-D. (”I—”)2 -]+ A%C,=0
B.C; + C,.[A% + Dy. (”I—”)2 +o]=0

- A’ C
a Vv maticovém vyjadieni: @@ 1 t=0

B B, +w) \C,

kde: @y =B -1-Dy.(nall)> a B = A% + Dy.(nzll)?

Soucin dvou matic je nulovy, takZe prvni matice musi byt singuldrni, jeji determinant se musi
rovnat nule
a,-w A’

B 5 =0 a po jeho provedeni se ziska charakteristicka rovnice
+ o
n

o’ + o.(fn—an) + A’B - anfn=0
Pro e je to kvadraticka rovnice, ktera ma ovSem dva kofeny a dvé hlavni moZnosti:
1) Oba kofeny w1 a w; jsou realné
2) Oba kofeny jsou komplexni a to komplexné sdruzené, takze w1 ={+i.p a wpy={— 1.y
a, - B, +/(a, +B,)* —4A2.B
Wy, = 5

1) Prostudujeme, jaky vliv na kofeny kvadratické rovnice budou mit vysoké hodnoty n:

V diskriminantu: di = (o + Bn)? - 4A%B pro vysoké hodnoty n bude platit, ze (an + Sn)* >>

4A? B, takze pro kofeny miizeme psat:

an <0 (pro vysoké hodnoty n)
o . = a, _ﬂn i(O[n +ﬂn) _ /
1,2 — -
’ 2
\ 4 <0

Takze pro vysoké hodnoty n je w; <0, @, < 0 a tyto vysoké hodnoty feseni stabilizuji, protoze
pro celkova feseni X(r,t), Y(r,t) plati:
X(r,t) = X° + (Cr.e”™ + C,p.e”@*).sin(nmr/l)
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Y(r,t) = Y + (Cy €™ + Cy.e”).sin(nm/l)
S rostoucim ¢asem X — X° a Y — Y°
Stacionarni stav je tedy stabilni a jedna se o stabilni uzel.

2) Aby kofeny charakteristické rovnice byly komplexné sdruzené, pak musi platit:
(an + Br)2 - 4A2B <0 => [(on + Bn) + 2.A. B 1.[(cn + Bn) - 2.A.//B] <0 =>
an+Bn+2ANB >0 a on+Pn-2.A.VB <0 => 2A.B >+ By =>
2.A.4/B >A?+B -1+ (nn/1)%(D, - D) takze lze upravit
1+ (nn/1)%.(D1 - Dy) > A2 - 2.A. VB +B=(A- VB)? => 1+ (nn/1)>(D-Dy) =y >0
y>(A-+B) => (A-VB) -y<0 => [A- VB-y1[A- VB +y]1<0=>
A-VB-y <0 a A-JB+,y >0 => A-Jy <JB <A+ .y

Jak jiz bylo uvedeno na pocatku této kapitoly, koncentrace B je konstantni, je vS§ak mozZné ji
ménit, takZe se jedna o nastavitelny parametr. Takze, aby w;, byly komplexné sdruzené, pak
musi byt splnéné nerovnosti

A-Jy<JB<A+.Jy a y=1+@@u)i(Di-Dy)>0
Takze lze psat: 1 = +1m; o2=(-1n apro X(r,t) a Y(r,t) pak plati:
X(r.t) = X° + e [C.e™ + Cp.e-"].sin(narll)
Y(r,t) = Y3 + e~ [D1e™ + Dy.e™.sin(narfl)  nebo po vyjadieni exponenciel
X(r,t) = X + C.e*.cosnt.sin(nzr/l)
Y(r,t) = Y® + D.e*.cosnt.sin(nar/l)  za piedpokladu, Ze C; = C, a Dy =D,
Reseni X(r,t) a Y(r,t) osciluje a to nejen se soufadnici r, ale i s ¢asem. O typu oscilace rozhodne
Re(w12), tedy ¢ Pro {'jsou tfi moznosti:
1) (=0, potom w; i w, jsou ryze imaginarni, stacionarni stav je stabilni a z hlediska ¢asu se
jedna o netlumené kmity se stejnou amplitudou
2) (<0, tlumené kmity a pro v&tsi hodnoty t pak X(r,t) — X° a Y(r,t) — Y°, stacionarni stav je
tedy stabilni — stabilni ohnisko
3) ¢ > 0, kmity srostouci amplitudou. Stacionarni stav je jasné nestabilni, kladny exponent
zvétsuje amplitudu kmitd — nestabilni ohnisko
Piedélem je tedy hodnota  oproti nule. Pro = 0 plati, ze a, - fn =0 =>

B-1-A?- (nTﬂ)2 (D1 + Dy) =0, takze pro predélovou (kritickou) hodnotu B plati:

Bo=1+A2+ (”T”)Z.(Dl+ D,)

Hodnota B¢ tedy jasn¢ zavisi na hodnotach pfirozenych ¢isel n, jak je ziejmé z obr. ¢. 26
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Bc

AN2+14

Obr. 26

Body Bc(1), Bc(2), Be(3)....Be(n) na kiivee jsou tak zvané bifurkaéni body, které rozdéluji rovinu

n, Bc na zcela rizné oblasti. Samotna kiivka je ov§em pouze hypoteticka, protoze n mohou nabyt
pouze celych hodnot.

Aby w1 i w; byly realné a aby alespon jeden kofen napt. w; > 0, pak musi platit:

an Pn - AZB > 0, nebot’ pro w1 > 0 musi platit, Ze a, — 3, + \/(an +£.)°—4A’B >0

al +2a,.B,+p:-4N° B > B2 -2a B, +a’ => a,.f, >A’B a po dosazeni za an a S

. . D, (nrz)’ A% )?

a po upravé se ziska vztah pro nastavitelnou koncentraci B: B > +A*. —* + (—ﬁj ot
5 I (nz)°.D,

pro tyto hodnoty B je w1 > 0 a w, < 0, takze stacionarni stav je nestabilni a jedna se o sedlo. Pokud

B = By, (mezni), kdy By = prava strana posledni rovnice, pak ziskdme ,kiivku®, kterd rozdcluje
rovinu n, By, na dvé ¢asti, jak je zfejmé z obr. ¢. 27.

: #

i 0)1>0, 032<0, sedla, nestabilni stac.stav /'
Brni <

’ “B ®

H ¢

i /7’,,' m

1 4

i ®,>0, »,=0 /'/

a B

I“I ’—,Q"

Y Bm,(?‘)" ®,>0, o,>0, nestabilni uzel

S B (1)..-=®"

Mo s ,
0 1 2 3 4 5 6
n
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Obr. 27

Body Bn(1), Bm(2), ....Bn(n) jsou opét bifurkacni body, které rozdéluji rovinu n, By na dvé
oblasti. Celkova zavislost koncentrace B na n je uvedena na obr. ¢. 28.

-
-
-

Obr. 28

kde B; = A+ [y ,B2=A- [y aoblasti:
l. B <Bc => Re(mw12) =<0, stabilni ohnisko, B=Bc => {=0, stied
II. B>Bc = Re(w12)={>0 nestabilni ohnisko

1. B<B);, ®<0,0;<0 stabilni uzel
V. B<Bm ®1>0,0,>0 nestabilni uzel
V. B>Bp, >0, 0,<0 sedlo

Je tfeba ale mit na paméti, ze uvedené zavislosti plati jen a jen v tésném okoli stacionarniho
stavu a o chovani systému mimo toto okoli nemame Zadné informace. Numerickym feSenim
bylo zjisténo, ze v pfipadu nestabilniho uzlu se vytvofi limitni cyklus. Z provedené analyzy je
jasné, ze o chovani systému rozhoduje nastavitelna velikost koncentrace latky B. Tento model
tedy popisuje slozité chovani systému, Sifeni koncentracnich vin, jak bylo dokdzano numerickym
feSenim parcialnich diferencialnich rovnic a ve svété si ziskal zaslouzeny ohlas a uznani.

7.2 Kinetika enzym

Tento model byl zpracovan Michaelisem a Mentenovou jiz v roce 1913 a je stale pouzivan, protoze
byl mnohokrat experimentalné potvrzen a v enzymové kinetice je Siroce vyuzivan. Enzymy ptisobi
jako katalyzatory a to Casto jako naprosto selektivni katalyzatory pfi reakci proteind a v zivych
systémech jsou naprosto nezastupitelné. Autofi navrhli pomérné jednoduché reakéni schéma:

Ky K,

C; - n&jaky substrat
C,—enzym
C; — aktivovany komplex
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C4 — produkt

Pro uvedené latky mizeme psat diferencialné-kinetické rovnice:

ddci —k,.C,.C, +k,.C;+J(C)), kdeJ(Cy) je piitok latky C; do systému
dC

dtz =-k,.C,C, +k,.C; +k,.C,

dC dC

d—tszkl.Cl.C -k,.C; -k ,.Cs; dt4 =k,.C,

d;Z + % =0 =>dC,+dC3=0 => C,+C3=Cy (konstanta) => C;=Cp—-Cs

A po dosazeni se ziska rovnice:

d;i =k, .C,C, -C,.(k,C, +k, +k,) a u tohoto komplexu autofi pfedpokladaji, Zze je ve
stacionarnim stavu => dCs/dt=0 => k,.C,.C, -C,.(k,.C, +k , +k,) =0
C,C K o .
s =—+2—  kde K,, =—2—2 je Michaelisova konstanta
C,+Ky K,

Potom pro substrat C; plati:

ddcil =-k,.C,.C, +C;.(k,.C, +k )+ J(C,) apo dosazeni za C3, Ky a Gipravé dostaneme
dC, k,.C,.C, _ I o . .

=— +J(C,); pokud se neptihlédne k neznamému ¢lenu J(C;) je rovnice snadno
dt C,+Ky

integrovatelna. Z vyrazu je jasné, Ze koncentrace substratu C; S ¢asem klesa (dCi/dt < 0).

cQ
J G, * Ky ——dC, =k, .C, J.dt = C; —C1°+KM.|nC—t=—k2.Co.t, takze pro C; se ziska
c(0) 1 C,

transcendentni rovnice: C, + K,, InC, =C +K,,.InC{ —k,.C,.t

Z experimentu bylo ale znamo, Ze koncentrace C; neklesne az na nulu, ale pouze na jistou
konstantni hodnotu, jak je vidét na obr. €. 29.
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C.
|
C1
_______________________________________ O lac)
A\
t
Obr. 29
k,.C,.C :
To bylo vysvétleno tak, Ze u rovnice aC, _ % GGy +J(C,) je pro vétsi hodnoty casu
dt C,+K,
k,.C,.C J(C).K
uvazovano, ze C; = konst. => J(C,) =221 = C, = ICIKy
C,+Ky k,.C, —J(C))
, , dC, C,C, " .
Pro koncovy produkt C, plati el k,.C, =k,.———— pokud, pro vétsi hodnoty ¢asu, budeme
1 + M
y . . C , C,C, ..
predpokladat konstantnost Cy, pak pro C4 po integraci ziskame vyraz C, = kz.W.t coZ je
1 + M

V podstaté rovnice piimky. JelikoZ ale ve vétSing€ piipada je tento produkt (v zivych organismech)
zase spotfebovavan, pak dosahuje téZ ustalené koncentrace. Matematicky je tento fakt vyjadien jako

dC C,C C ) )
L=k, —2—1t "% kde Q piedstavuje odpor prostiedi proti spotieb&/odtoku produktu Cs.
dt C,+K, Q
] o dc, C,C, )
Pokud C4 dosahne ustalené koncentrace, pak =0=C, =k, .Q.W a po dosazeni za C;
1 + M

a upraveé pak C4 = Q.J(C,) - saturovana hodnota produktu Cy.

7.3 Oregonator

Jedna se o velice komplikovany model, ktery obsahuje tfi ¢asové proménné veli€iny a byl vytvoren
R.J. Fieldem a R.M. Noyesem na oregonské université ve snaze matematicky popsat Bélousov-
Zabotinského reakce. Sklada se z péti kroki a neobsahuje trimolekularni reakce.
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kl
A+Y—>X

k2
X+Y —» P
k3,4
A+ X ——2X+7Z
k5
2X—=Q
k6
Z—nY
Kde: X = [HBrO,], Y = [Br], Z = 2.[Ce™*] a tyto veliGiny jsou funkcemi Gasu. Koncentrace latek A,
P, Q jsou udrzovany na konstantnich hodnotach. Vsechny rychlostni konstanty, kromé kg byly
ziskany z experimentl a jsou znamé; v — je stechiometricky koeficient a stejné jako kg je povazovan
za nastavitelny parametr. Pro X(t), Y(t) a Z(t) Ize tedy psat diferencialné kinetické rovnice:
d—>: =k,.AY —k,. XY +Kk; . AX —kg. X2

%:—kl.AY—kz.x.Y +vkeZ; %:k“.A.x —kq.Z

Jedna se o systém nelinearnich diferencialnich rovnic, bez uvazovani difuze.

Vhodnymi substitucemi ptevedli autofi systém diferencidlnich rovnic na rovnice bezrozmérné, ve

formé:
dx 2
2 =s(y—xy+x—0gx%) =F(x,Y,2)
dr
d 1
_y=__(_y—x.y+z.v)=Q(X, y.2)
dr s
dz

e w.(x—2) =P(x,Y,2) S, 0, W jsou konstanty
T
Ziskané rovnice jsou opét nelinearni, takze je nelze analyticky feSit. Jedna se o otevieny systém,
Vv némz lze ocekdvat staciondrni stav. V tomto stavu ovSem se uvedené rovnice museji rovnat nule.
Resenim se ziska:
S
S _ .S S v.X

X>=z a y® = TixS (kde X° je dost komplikovany vyraz)
+ X

a reak¢ni trajektorie se nyni jiz nepohybuji v roviné jako v pifipadu dvou proménnych, ale
Vv prostoru, okolo tohoto stacionarniho stavu/singularniho bodu. Nas opét bude zajimat feSeni
diferencialnich rovnic v tésném okoli stacionarniho stavu a proto rovnice opéct linearizujeme
rozvojem do Taylorovych fad v okoli singularniho bodu. Takze pro funkci F(X,y,z) plati:

0

kdy (S) znamena stacionarni stav. Opé&t budeme uvazovat: X — X° = X =0,y -y° = y—0,z—2° =

F(x,y,2) = F(S)+L6Fa—(s).(x—xs)+a':—(g).(y—y3)+8F—(S)(z—zS)J
X oy 7

Z —0, takZe vys§i mocniny (X — x°), (y — ¥°) a (z — 2°) v Taylorové fadg se rovnaji nule. Stejnym
zpusobem rozvedeme i funkce Q(X,y,z) a P(x,y,z). Takze ziskame:

F _ s.(-y+1-20.x) = FEC) _ s.1-y® —29.x°%)
OX OX
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oF OF (S)

e _1— = .1_ s
& s.(1-x) = S.(1-x7)
ﬁ:OjL(S)ZO

oz oz

aQ 1( y) = QE)__y

oX S OX S
@=1.(—1—x) - oQ(S) :_1+ x°
oy s oy S
R_v_ RE)_v

0z S 0z S

P PO)

OX OX
@:0:&6):0

oy oy

aP oP(S)

82 0z

Po dosazeniza X=x° +X, y=y°+y a z=2°+7Z ziskime linearni diferencialni rovnice:

ax_ s.1-y°® —29.x°).X+s.(1-x°).y+0.z

dr

dy S _1+x® _ v _

dy Y g lext o v

dr S S S

dz oA -

— =WX+0.y-w.z

dr

Pro vétsi prehled zavedeme nové veliciny (v maticovém zapisu):
- S Sy. _ Sy. -

ain = s.(1-y” —29.x°); a2 =s.(1-x°); a13=0
ar = y° 3 1+x° 0 Y

21 =~ —, = - 1] =

S 22 S 23 S

a1 =W, a2 =0; a3z = -W

Takze ziskame linearni diferencialni rovnice v novém, jednodussim zapisu:

dx _ _ _
— =a,X+a,Y+a5,Z
dr
dy _ _ _
T T8y X+ 8. Y T 852
dr
dz
—— =83 X +8.Y+85.Z
dr

Je jasné, ze feSenim tohoto systému rovnic budou opét exponencialni funkce:
X = Xg.exp(®t); ¥ = Yo.exp(o1); Z = Zp.exp(®1) kde Xo, Yo, Zo JSOuU konstanty

Hodnotu w ziskame opét dosazenim navrzeného feseni do uvedenych diferencialnich rovnic:
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.X,.eXp(o.7) = a;,.X,.eXp(o.r) +a,.Y,.eXp(or) +a,;.2,.exp(w.r)
@.Y,.eXp(w.7) = a,.X,.eXp(w7) + a,,.Y,.eXp(wr) + a,5.2,.eXp(w7)
@.2,.Xp(@7) = 85,.X,.8XP(07) + 85,.Y,.€XP(07) + 855.2,.€XP(@7)

A po Uprave:

(B — @)Xy +3y5.Y +43.2, =0
Ay Xy + (8, — ).y, +8,3.2, =0

831X +85,-Yo + (833 —@).Z, =0
Tyto algebraické rovnice jsou Casto vyjadieny ve vyhodnéjSim maticovém zapisu jako

a, - a;, a;; Xy
ay; a,, —w a; | Y |[=0

as; as, Az —w )\ Z

Z pravidel maticové algebry plyne, Ze alespoil jedna matice musi byt singularni, tedy jeji
determinant se musi rovnat nule. TakZe musi platit:

a,—w a, a5
a,, a,, —@ a,; |=0

as; a;, Ay — @

Po rozvinuti determinantu a Upravé se pro @ ziska algebraickd rovnice tfetiho stupné —
charakteristicka rovnice

o’ +aw’+po+y=0

kde a, # a y jsou komplikované vyrazy v a;. Rovnice tfetitho stupné ma ovSem tfi kofeny a
V podstaté mohou nastat dva zakladni ptipady:

1. w1, 2, ®3 - jsou realné

2. w1 - realny, o, a w3 - komplexné sdruzené koteny, tedy w, = {+ in, w3 = (- in

Obecné tedy pro FeSeni v jen a jen v tésném okoli singularniho bodu mizeme psat:

X = X° + Cr.exp(01.7) + Ca.exp(®2.7) + Cz.exp(®3.7)
y= yS + Dj.exp(m1.1) + Da.exp(m2.7) + D3.exp(w3.T)
z=27"+ Bi.exp(w1.1) + Bo.exp(w2.7) + Bs.exp(ws.1)
kde Bj, Cj a D;j jsou integra¢ni konstanty.

Detailni feSeni pro rizné hodnoty w, jako v pfipadu Brusselatoru, nebudeme provadét, protoze je
zde nejméné 30 riznych moznosti a Ize fici, ze tato feSeni pfimo ,,botnaji* a pfesahuji ramec téchto
ucebnich text. OvSem podobné jako v pfipadu Brasselatoru mlize singulérni bod byt:

Uzel (N) - stabilni, nestabilni, stelarni

Ohnisko (F) - stabilni, nestabilni

Sti‘ed (C) — je stabilni

Sedlo (S) - je nestabilni.

Resenim nelinearnich diferencialnich rovnic autofi zjistili, Ze v systému dochéazi k vytvofeni
stabilniho limitniho cyklu a to dle hodnoty v, pokud se jeho hodnota pohybuje v intervalu
(0,50; 2,41)
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8

EKO-SYSTEMY

V této kapitole se budeme snazit popsat chovani biologickych systémt (eko-systémy), to znamena
jejich rust, pokles (zanik) a vzajemnou interakci pomoci aparatu chemické kinetiky. V podstaté se
jedné o studium tak zvanych disipativnich (vysoce uspotfddanych) struktur a systémd, u kterych se
uvazuji autokatalytické déje, které cCasto hraji rozhodujici ulohu. Nejdiive je nutné odvodit

rychlostni rovnice popisujici interakce uvniti systému a téz rovnice popisujici interakci okoli s

studovanym systémem. Pfi studiu dynamickych procest uvniti systému musime zpravidla uvazovat

3 rizné typy procesu.

1)

2)

3)

4)

Procesy s genetickym puvodem: Protoze studované jednotky systému jsou zivi tvorové
(kolonie bakterii, spoleCensky hmyz), pak ov§em dochazi s frekvenci kj Kk jejich reprodukci a
s frekvenci k; K jejich thynu. Dale zde hraji velkou roli mutace, kdy obcas, ale nevyhnutelné,
dochazi k tvorbé druhové novych jednotek, které pak ndsledné mohou zménit podstatu
puvodniho systému — napiiklad ho zlikvidovat. Tyto mutace — jedna se o genovou variaci, jsou
zcela ndhodné a probihaji v nepiedvidatelném sméru.

Procesy zahrnujici konkurenci: Nejcastéji jsou tyto procesy vyvolavané nedostatkem surovin
nutnych pro riist a preziti systému, tedy ,,potravin®. Potom rist jist¢ho organizmu probihd na
ucet organizmi jinych. Pravé tato omezenost zdrojl, v pfirod¢ zcela obvykld, mé za nésledek
saturaci rustu. Tato konkurence muze byt typu: kofist — rGzné typy dravcid; rdzné typy
mravencd, krysa — potkan. Je zajimavé, Ze ve méstech ziejmé potkan vyhubil Krysy, protoze ma
vetsi natalitu a je vétsi a silngj$i. Po matematické strance ale, vSechny typy konkurence
ptestavuji nelinearni ¢len v diferencialnich rovnicich.

Ridici procesy: Tyto procesy zajistuji koordinaci ¢innosti systému v prostoru a &asu. Casto se
jedna o zpétné vazby a to velmi slozité, které fidi a to at’ jiz pfimo nebo nepfimo rlst
pozadované ¢asti populace nebo jeji piesun — tedy déje naprosto nutné pro preZiti systému. Jako
ptiklad Ize uvést tvorbu ,,vojaki* v mravenisti nebo termitisti. Pfikladem pfimo neuvéfitelné
dokonal¢ koordinace presunu systému je piipad motolice jaterni. Jedna se o drobnohledné
zivoCichy, které parazituji v jatrech ovci a mohou ohrozit cely chov. K jejich rozmozZeni ale
muze dochazet jen venku na trave, takze se musi dostat z ovce ven. ,,Prodifunduji* tedy do
zalude¢niho traktu ovce, coz muze byt ale problém z hlediska pH, protoze pH v jatrech a
zazivacim traktu ovce muze byt dost rizné, a s trusem se dostanou ven. Tam dojde k jejich
rozmnozeni, pivodni generace zahyne, ale nova generace se potifebuje dostat zase do ovce.
Napadne tedy okolo pobihajici mravence, dostane se do jejich mozku a zplisobi, ze mravenec
vySplha na nejvyssi stéblo travy v jeho okoli, tam se zakousne a paralyzovan tam zistava viset.
A to je jiz velka pravdépodobnost, Ze ho ovce spase. Potom z zazivaciho traktu ovce
,prodifunduje® do jejich jater. Kruh je uzavien.

Komunika¢ni procesy: Body 1 — 3 v podstaté popisuji procesy/déje probihajici v jistém
omezeném objemu systému. Je ale nutno respektovat skuteCnost, ze jednotlivi Clenové
populace (nebo celé populace) komunikuji mezi sebou a to Casto i na dost velké vzdalenosti.
VétSinou se jedna o chemickou komunikaci, naptiklad feromony, které si jako komunikacni
prostfedek vytvofil hmyz. Jako ptiklad 1ze uvést sarancata, kterd se soustfedi v jistém miste a
nemaji kiidla. Vydavaji jisty zapach-feromony, jehoz intensita s rostoucim poctem jedinct
roste a nakonec zpusobi, ze dalsi generace jiz kiidla ma. Podobn¢ termiti pii stavbé termitiste
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vydavaji jisty zapach, jeho intensita opét roste s poctem termiti a laka dalSi termity nesouci
stavebni material na toto misto.

Nyni za¢neme studovat a matematicky popisovat procesy probihajici uvnitt eko-systémil

8.1 Trivialni model

Budeme studovat systém, spolecenstvi, ktery se sklada ze stejného druhu a pocet jeho jedinci je X.
Maji k dispozici konstantni mnozstvi potravy A. Potom pro jejich reprodukci Ize navrhnout vztah:
(%)mgt =ki.X.A a (%)ﬁbytek =-ko.X  acelkové (%)celk = k. A X — ka. X
dt dt dt
kde ki odpovida frekvenci jejich zrodu a k; frekvenci jejich tthynu. Po chemické strance se jedna o
reakce A + X —— 2X (rychlostni konstanta k;), X —— P (rychlostni konstanta k)
Jedna se diferencialni rovnici, kterou lze snadno feSit:

% = (k. A—k,).dt = jxx(o)% = (k,.A— kz).ﬁ dt = X = X, e At
Zavislost X oproti t je ur¢ena exponentem (K1.A —ky), kdy:
1) k1. A—k; >0 => X's ¢asem neomezen¢ roste — napi. populacni zaplava kralikd v Australii
2) ki.A—ky =0 => X = X, tj. po¢ateCnimu mnozstvi; tento stav je ale dlouhodob¢ neudrzitelny.
Staci nepatrna zména ve velikosti rychlostnich konstant nebo mnozstvi potravy A (tyto zmény
jsou v piirodé naprosto jisté) a tato populace bud’ bude rist nebo vymizi.
3) k1. A—k, <0 => X srostoucim ¢asem bude Klesat do nuly, to znamena, ze uvedena populace
diky nedostatku potravy a neptfiznivému poméru frekvenci zrodu a thynu vymizi. Coz je
Vv piirod¢ ziejmé velmi obvykly jev.
Uvedené zavislosti jsou na obr. €. 30.

X(0)

Obr. 30

8.2 Verhulstuv model

Opét budeme piedpokladat jeden druh, pocet jedinct je X, ale mnozstvi potravy A jiZ neni
konstantni, ale dochazi k jeji recyklaci. Jednd se o organickou latku, ktera mize byt vytvafena i
z uhynulych jedincii sledovaného druhu. TakZe pro potravu lze psat:
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_‘l_f =k.AX je lbytek potravy dany spotiebou a z—? =k,.X je rist mnozstvi potravy dany

uhynem naseho druhu. Potom pro celkovou zménu latky A:

dt
Z uvedenych vztaht plyne, ze dA + dX =0 => A + X = C (konstanta). Takze pro reprodukci plati

oA _ —k;.A.X +k,.X a pro reprodukci studované¢ho druhu % =k,.AX -k,.X

dX :
— =k, X.(C-X)—-k,.X coz je Verhulstova rovnice logistického ristu

Jedna se o velice uspéSnou rovnici, kterd byla mnohymi autory vyuzita pfi popisu populacnich
trendi. Vyraz (C — X) je tak zvany saturaéni €len. Protoze sledovany systém je slozen z zivych
jedincti, pak nutné musi byt otevieny, takze 1ze ocekdvat vytvoreni stacionarniho stavu, kdy plati

S
(d_XJ =k, X%.(C-X®)—k, X®=0 => X°® =C—t—2; druhé feseni X° = 0 neni zajimavé.

1

.. X .. .
Takze nasi rovnici Ize prepsat ve formé: — =k,.X.(X > — X) alze ji snadno integrovat

X t
J. % =k,. J. dt ; integral na levé strané rovnice lze snadno rozlozit na parcialni zlomky
' B 0

1 1 (1 1 ) . 1 X 1
S =—<{ ot ;  takZe kit=—5{In—
X(XS=X) XS\ X X°®-X X X® =X Jyo

X X=X,
X5-X" X,

X (0)

kX5t = In{ J ,  po uprav¢ ziskame

X
XS — 0 exp(k,. X 1)
XS - X, !

X =
X
1+— % exp(k, X5t

X5 - X Xp (k. X7.1)

S

Pro  X°-Xo>0 pak lim X(t—o)=X° X5 - Xo<0 pak lim X(t—w)=X®

takZe feSeni je asymptoticky stabilni a jeho pribéh je zndzornén na obr. €. 31

B0 S———
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Obr. 31

V piipad¢ vice interakujicich druhl ve spolecenstvi se Verhulstova rovnice dost komplikuje na tvar:
dX,
e ki X;.(C =D B X)) —kZX; = F (X )+ Fa (X)) + Fy (X;, X;) kde

Fc je funkce popisujici konkurenci v systému

Fr je funkce popisujici regulaci/fizeni

Fwm je funkce popisujici migraci nebo obecné pohyb populace

k* je frekvence zrodu druhu i
k’ je frekvence tthynu druhu i

Bij je potravinovy prekryv mezi jednotlivymi druhy (bude zpracovano pozdéji)

8.3 Evoluce eko-systémui/mutace

Pti studiu evoluce eko-systému, tedy zivych spolecenstvi, je nutno uvazovat 4 faktory:
1) Reprodukce jedinct jistého/jistych druht
2) Selekci fizenou/ovliviiovanou konkurenci
3) Vliv mutant a mutaci
4) Vliv zpétné vazby

Darwinismus pfedpokladd, Ze mutace je zaloZena na ndhodné a nepiedvidatelné genetické zmené.
V systému/spolecenstvi jistého druhu, naptiklad mravencti nebo termitl se nahle objevi novy druh a
to diky nahodnému puisobeni néjakého, Casto neznamého, faktoru. Budeme piedpokladat, Ze
puvodni systém se dostal v ¢ase t; do stacionarniho stavu. Z matematického hlediska je mozné
tohoto stavu dosdhnout aZ v nekone¢ném case. OvSem v redlné situaci je mozné piedpokladat, ze
tohoto stavu je prakticky dosazeno pravé v ¢ase t;. V tomto Case se ale v systému jiz vytvorilo dost
zna¢né mnoZzstvi mutantl Y a to v mnozstvi C;. Musime pfedpokladat znacné mnoZstvi, protoze
pouzivané rovnice chemické kinetiky jsou odvozeny a platné pouze pro makromnozstvi. Za
predpokladu omezeného mnoZstvi surovin (potravin) Ize pro pivodni populaci pouZit rozsifenou
Verhulstovu rovnici (plati pro t > t;)
dX o ay
o k. X.(N,— X -4Y)—d,.X apromutanty: i K, Y.(N, =Y - . X)-d,Y
kde: ki je rychlost/frekvence jejich reprodukce
XaY je pocet pivodni populace a pocet mutantti
di je rychlost/frekvence jejich thynu
p je faktor potravinového prekryvu mezi druhy X aY. 0 < < 1; pokud f = 0, pak kazda
populace pouziva naprosto jiny druh potravin, pokud f = 1, pak ob¢ populace pouzivaji
naprosto stejny druh potravin. Lze ptedpokladat, ze ve vétSiné ptipadd: 0 <p <1
N; a N2 jsou konstanty, kdy Ny = A+ X a No=A+Y

Ziskané diferencialni rovnice pro pivodni populaci a pro mutanty jsou ovsem nelinearni, takze je
nelze analyticky fesit. Sledovany systém je ale otevieny, takze 1ze o¢ekavat vytvoreni stacionarniho
stavu/stavl. Pak bude platit:

Xo[ki.(N. =X -B.Y)-di]=0 a Y [ka(N2—YBX%)—d)]=0
d
k—l; Y® =0

1

Z riiznych moznosti vybereme dva stacionarni stavy: X,” =N, —
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X;=0; Y, =N, %
k2

Nelineérni diferencialni rovnice linearizujeme v okoli prvého stacionarniho stavu.

X KONLX —k X2~k BXY —d,.X = F(X,Y)

dt

dy rovnice ovSem plati jen pro t>t;
T keNaY —ko XY o XY ~d,Y =Q(X,Y)
a obé funkce rozvineme do Taylorovy fady v okoli stacionarniho stavu X ° = N, — i; Y® =0

1
aa—'; =k;.N, —2k;.X —k,.8Y —d, = FES) k..(N, —:'—l—zx ) =—k.X®
11

oF OF(S.5) .

— =K. X =>—"F=-Kk,.BX

o - P oY vf

L O

oX oX

xQ_ k,.N, —2k,Y —k,.8.X —d, _, QS.S) k,.(N, —d—"-)—kz.,B.X S =k, Y, =k, XS
oY oY K,

Opétplati, Ze X—-X°=X—0 a Y-Y = y—0 a

dx _OF(S.S) ¢ [ OF(S.S) o, dy_Q(S.S) o QAS.S) o

takZe po dosazeni

dt  oX oY dt  oX oY
dx - - dy - -
i k. X$ X =k BXY d—i’ =05+ X7 kB Xy

— t

Druhou rovnici Ize snadno integrovat: dTy =(k,Y, —k,.5.X}). J'dt =
y

) )

y =C,.eplk,.(F - BX2).t-t,)]

U mutantt jsme predpokladali, Ze v Case 3 je jiz v systému (ponékud zahadn¢) jejich mnozstvi C; a

O
| R

protoze Y - Y,° = § =Cy, protoze Y, =0
O chovani mutantfi rozhoduje ¢len k,.(Y, — B.X;):

d d
1) Y, =X =0=Y, =X =N, —k—2 = [.(N; —k—l) => y=Y =C, a mnozstvi mutantl
2 1

se s casem nebude ménit. Tento stav je ovSem v piirodé jen stézi udrzitelny, protoze hodnoty
N1, No, B, K1, ka, d1, d2 nutn€ podléhaji fluktuacim a budou se ménit.

2) Y, — B.XS <0 => populace mutantd s rostoucim ¢asem vyhyne

3) Y, — B.X >0 => populace mutantli bude exponencialng riist.
Zde je oviem problém. Reseni linearnich rovnic poskytuje informace jen pro bezprostiedni okoli
stacionarniho stavu; na tomto predpokladu bylo FeSeni postaveno. Numerickym feSenim
puvodnich nelinearnich rovnic bylo ale zjisténo, ze v fadé piipadi — pro jisté hodnoty N;, k;, di a
P, jsou ziskané funkce znacné podobné funkcim, ziskanym z linearizovaného feSeni. Na tomto,
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ponékud nejistém piedpokladu, budeme tedy zobecnovat ziskané vysledky i na piipady vzdalené od
stacionarniho stavu.
Rovnice pro ptivodni populaci je ovsem komplikovanéjsi. Po dosazeni za y se ziska:

dx

= kX Xk XS Cop k, (vF = BX).(t-1,)]

Jedna se o lineadrni diferencialni rovnici, kterou budeme fesit metodou variace konstanty. Takze:

de =—k,. X} .Idt +Iny=InX=-k. X t+Iny =X =y.exp(-k.X 1)
X

kde y by byla konstanta, pokud by v rovnici chybél dalsi ¢len, ktery je funkci ¢asu. Tento Clen ale
V nasi rovnici vystupuje a proto y jiz neni konstanta, ale je funkci ¢asu y(t) - variace konstanty.

Nase feSeni ma potom tvar

X = y(t).exp(—k,.X; 1) ; hodnotu y(t) uré¢ime dosazenim za X do nasi rovnice:

d
d—f.exp Ot — K, X S (t).exp Qt = —k, XSy (t).exp Qt —k, . A.XS Cexpk, (V7 — BXE).(t—1)]

kde Q =-kg. X
dy =—k, BXS Crexp[-k,.(YF — X)L, Jexp|(k,. (V2 — BX2) +k, X2))t] it

y =k BX5 Creplky (VS - AX e[k, (05 - BX) + K XF )]t + K

kde K je integra¢ni konstanta

ke BXSCrepl ko (Y - BXL]
kz-(st _IB-Xls )+ kl'XlS

y= oxplk,. (Y = BXS) +k X2 Jt+K

X = y(t).exp(—k,. X, 1) = (K + A).exp(—k,. X, 1), kde Aje slozity vyraz na pravé strané rovnice.
Integra¢ni konstantu K uréime z podminky, Ze prot=t; je X = X =X =0

Po jednoduchych, ale pracnych upravach ziskdme vztah pro X

kl'ﬁ'xls'cl s s
. -k, . X7 .(t—t) - k,.(Y, —.X)).(t—t
0 X X PRk X -t)—ep ko — X)) ]

y= Cl-eXp [kz-(st _ﬂ-xls)-(t _tl)]

Tyto vztahy pro X a y plati ov§em jen pro t > t;. Z uvedenych vztaht je jasné, Ze rozhodujici

X =

vyznam pro priibéh zavislosti X a ¥ na ¢ase ma vztah (Y, — X.>.53):

1) (Y, —B.X2) >0 => § s ¢asem neomezené roste, oviem za piedpokladu, Ze nase feseni plati i
pro oblasti vzdalené od stacionarniho stavu; X naopak s casem klesa, protoze druha
exponenciala je vétsi nez prvni a protoze X = X ° + X, pak v jistém &ase t = t, ptivodni populace
X klesne do nuly, tedy vyhyne. Potom

k,.8.X}.C
X=X*+Xx=0=-X; = L 1P (k. X2 (t, —t,) —exp(k,.(Y, — BX)(t, —t
O ) e xE PP X —t) ek (77 = A X))

a pro konkretni hodnoty veli¢in lze, sice pracné, ¢as t, vypocitat. Pro malé hodnoty X Ize pro
mutanty napsat Verhulstovu rovnici ve formé
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d
% =k,Y.(N, -Y)~d,.Y, protoze X—0; potom Y, =N, —k—z; pribéh moznych casovych
2

zavislosti je na obr. ¢. 32.

Xhs_1F

XY

t

Obr. 32

Mutanti zlikviduji ptvodni populaci X tak, ze ji prosté ,,vyji“. Jednd se jasny ptipad selekce
zpusobeny konkurenci, podle Darwinovy teorie o pieziti siln¢jsiho. Pokud by £ = 0, pak ovSem
nedochazi k zadné konkurenci v boji 0 potraviny. Pivodni populace a mutanti maji zcela jiny
druh potravin a oba druhy se budou rozvijet zcela nezavisle na sobé do svych stacionarnich stavii.

2) (Y, —B.X>) <0;  zavedeme substituci: Y,) — 8.X> =—p (p >0) potom

SXPE (kX -t -00(e 2 -1)]

k1-1_2

Y = Y +Crep(—k, ot -1,)

X=X+

U populace X je jasné, ze pro t = t; je X = X;°; ovSem s rostoucim ¢asem ob& exponenciely
klesnou do nuly, takze X = op&t X, => funkce X prochézi extrémem. Potom
dx

. Pk X2 exp(—k X2 (t, —t,)) + K,.0.ex0(—K,.0.(t, —t,))]=0

kde W je soucinitel u hranaté zavorky. Po jednoduché tprave ziskame

1 In k. X,

t, = s : +1,
ki X —k;.p K-p

Z druhé derivace plyne, Ze tento extrém je minimum. Populace X tedy diky konkurenci mutantt
projde jistou krizi, jeji pocet pii te klesne do minima, ale po pfekonéni této krize se opét dostane
do stacionarniho stavu, jak je vidét na obr. ¢.33. S populaci mutantli to ale vypada dost
beznadéjné a pokud Y,° =0, pak zcela jisté vyhyne. Z uvedené analyzy plyne, Ze pieZiti obou
populaci je mozné pouze pti f = 0, tedy zadna spolecna potrava a ob& populace se budou vyvijet
zcela nezavisle na sobé. Pokud ale f# = 1, pak piezije jen ta populace, ktera bude mit pfihodné;si

cey

hodnoty N, k a d. V pfipadé 0 < < 1 pteziji obé populace které si vzajemné konkuruji.
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Obr. 33

S populaci mutantl to vypada Spatn¢, akutn€ jim hrozi vyhynuti, ovSem v ptirod€ neni nikdy nic
definitivni. Je tedy mozné, Ze star$i kmene mutantd se sesli, posoudili situaci, zkontrolovali
linearni 1 nelinearni diferencidlni rovnice a vymysleli vynikajici trik — délbu prace.

8.4 Délba prace

Podstata tohoto triku pfirody je, Ze mutanti si rozd€li prace: jista ¢ast — délnici (W) — provadi
udrzbu kolonie (mravenisté, termitist¢), stara se a pecuje o potomky (kukly) atd., a ptitom
Vv potravinach konkuruje s piivodni populaci X. Druha ¢ast — vojaci (S) — ma jediny tkol: napadat a
likvidovat Cleny populace X. Dalsi vyhodou je, Ze vojaci nekonkuruji v potravinach se svymi
délniky. Budeme piedpokladat, Ze v ¢ase t, populace X dosahuje hodnoty X, a mutanti se rozdéli

na délniky a vojaky. Potom za pfedpokladu platnosti Verhulstovych rovnic a f = 1 bude platit:

9K XNy = X —W)—d, X — pX.S

dt
dd—VtV K, WL(N, =W — X)—d, W
%:ks.s.x _d,.S

kde:  k; - frekvence rozeni i-t€ého druhu
d; - frekvence tthynu i-tého druhu
p - frekvence srazek/setkani mezi X a S

Uvedené diferencialni rovnice plati ovSem pro t > t;

Protoze d€lnici W se musi starat i o kukly, pak jest¢ dodame nutnou podminku a to, pokud W <
W(min), pak ks—0; pti poklesu délniki pod jistou minimalni hodnotu jiz ,nestihaji“ se starat o
kukly a nebudou se tedy rodit vojaci.

Systém je otevieny a proto lze ocekavat vytvoreni stacionarniho stavu/stavi. Potom plati:

dX s _ AW, dSys
(E) _(dt) (dt) 0=

X5 [k, (N, = X5 —W®)—d, — p.S°]=0
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WS [k, (N, ~W® =X 3)—d,|=0

s [k;.X* —d,|=0

Je ziejmé, Ze bude existovat celd fada moznych stacionarnich stavll a to at’ jiz stabilnich nebo
nestabilnich.

8.4.1 Jednoduchy stacionarni stav

d
Vybereme jednoduchy stacionarni stav, kdy X° =N, —k—l , W* =S° =0a budeme piedpokladat,
1
. d, d, A . L o,
ze N, R >N, T I kdyz f = 1 (aplny piekryv potravin), pak N; nemusi byt stejné jako Ng,

1 2

protoze napt. druh X je vice pohyblivy a ziskava potraviny z vétsiho regionu.

Uvedeny systém diferencialnich rovnic je ovSem nelinearni, takze budeme muset opét linearizovat
Vv okoli zvoleného singularniho bodu/stacionarniho stavu.

%(: K X.(Ny = X ~W)—d,.X - p.X.S = F(X,W,S)
B LN, W =) ~d,W =Q(XW,S)
%: K,.S.X —d,.S = P(X,W,S)

VSechny tfi funkce rozvineme do Taylorovy fady v tésném okoli stacionarniho stavu:

OF(S.S) OF(S.S)
S

F(X,W,S)=F(S.S)+ .(X—XS)+$.(\N—WS)+ (S-5%)
Stejné tak rozvineme i funkce Q(X,W,S) a P(X,W,S). Symbol (S.S) znamena stacionarni stav. Opét
budeme piedpokladat, ze X — X5 = X —0; W-W°= W—0; S—S° = § 50, takze vys$§i mocniny (X

X%, W=W%a(s-5%=0

OF oF(S.S

S =N =X W)~k X —d, = pS = %:—kl.xS
F o ox = FOS)_ xs

oW oW

oF OF(S.S) .

T px = 2 X

s © os 7

5Q:_k2_w — wz_kzws =0

X

5 Q(S.S d
%:kz.(Nz—W—X)—kZW—dz = %=kz-(Nz_k_j)_k2'xs
Q_, _ W68,

& S

68



P ks = POy 550

oX oX

P _, _ OPES)_,

oW oW

P ex—-d, = T x5 g,
as oS

Protoze X = X° + X;W=0+w; S=0+5§5 = d_de_X; dﬂ:d—w; d—s=d—s,p0dosazenid0
dt dt dt dt dat dt

linearizovanych dif. rovnic dostavame:

dx _OF(S.S) . OF(SS) . OF(SS) ¢
oW oS

dt oX
dw _ 0Q(S.S) - 0Q(S.S) W 0Q(S.S) s

dt oX oW oS
as _oP(SS) X+ P(S.5) W+ P(SS) S a po dosazeni za parcialni derivace
dt oX ow oS
z—)t(:—kl.xs.z—kl.xs.v—v—p.xss

dw _ d
Ezkz.(@—xs).w; kde 52=N2_k_§

ds _
i (k. X® —d,)3
Posledni dv¢ rovnice Ize snadno fesit:

¢ ds ‘ -

— =(kg.X° —d,). Idt = §5=35(p).exp(ky, X* —d;).(t-t,)

s(p) S ()

tdw t o

| =k (5, = X%), Jot = w=w(p).epl-k(X*-5,).0-t,)]

Wi

~

p) t(2)

d d
Piedpokladame, jak jiz bylo uvedeno, ze X° = (N, — k—l) >0,=(N, - k—z)
1 2

vvvvvv

dx _ _ _
4 =X Rk X W(p).exp|-k, (X5 =8,).(t—1,) |- p.X > 5(p).exp(k,. X ° —d,).(t—t,)

Jedna se o linearni diferencialni rovnici, kterou opét budeme fesit Lagrangeovou metodou variace
konstanty. V prvém kroku zanedbame druhy a tfeti vyraz na pravé strané rovnice — tedy funkce
nezavisle proménné t.
dx

—=k.XX =

it =k . X°dt = Inx=-k.X°t+Iny = X=yp.exp(-k.X>1)

><||§’<-I
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kde » je integra¢ni konstanta. OvSem druhy a tieti vyraz v nasi rovnici existuje, tak podle Lagrange

y jiz neni konstanta, ale je funkci Casu, tedy y(t). Takze feSeni je ve tvaru

X = y(t).exp(—k,.X > 1)

a toto feSeni — pro urceni funkce y(t)- dosadime do nasi linearni diferencialni rovnice:

%.exp(—kl.x Y1) -y (1)K, X5 exp(—k,. X 5 1) = —k,. X ® .y (t).exp (—k,. X ° 1) —
—k, XS W(p).exp |k, (X5 = 8,).(t—t,) |- p. X S(p).exp(k,. X ® —d,).(t—t,)

Vyraz lze upravit:

dr =—k,.X °.W(p).exp [k?_.(X ° _52)-t2]EXp [(kl'x =k, (X® _52))1]_

dt
— pX55(p).ep|- (k. X —d,) 1, |expl(k, +k;).X ® —d)1]
a po integraci

ke XE(p). ek, (X =S, )
k. X° —k,.(X® =6,)

p-X S.§(p).exp[_ (k,.X s —d3).t2] .
. (k, +ky).X° —d, -eXp[(kl+k3)_x d3).t]+K

y(t) = ek X S —k,.(X® = 5,))1]-

kde K je jiz skute¢nd integraéni konstanta; ale X = y(t).exp(—k,.X° 1), X = (K +Q).exp(—k,.X ° 1),
kde Q je velice komplikovany vyraz na pravé stran¢ minulé rovnice. Integra¢ni konstantu K ur¢ime
pro ¢as t = tp, kdy X = X% => X = 0. Potom Ji dosadime do vyrazu pro X . Po sice snadnych, ale
umornych Upravach se ziska:

w = xs |1 PSPk X* —da).(t=t,) | kW (p).exp[-k,.(X —52)-(t—t2)]+
' (k, +k;).X° —d, ' k. X® —k,.(X° =5,)
s k,- W(p) p5(p) WS (o
X {kl.xs —k,.(X® —52)+(k1+k3).xS —dSJ'exp[ X (=)

W=0+ \T\/(p).e)<p[—k2.(xS —52).(t—t2)]

S=0+ 5(p).exp(ky. X5 —d,).(t—t,)

) d .
Z odvozenych vztahti pro stacionarni stav X° =N, ——; W?® =S° =0 je ziejmé, Ze:
y p S J )

1
1) Puvodni populace X bude s rostoucim ¢asem vymirat a to vyhlazena vojaky a ,,vyjedena“
délniky. Kladna exponenciala v prvém ¢lenu vztahu pro X ,,stahne* hodnotu X do nuly.
2) Ovsem pocet délniki taky klesa a pti vétSich hodnotach ¢asu bude roven nule.
3) Pocet vojaku sice roste, ale jak jiz bylo uvedeno, pfi poklesu d€lnikd pod jistou hodnotu, se
vojaci ptrestanou rodit, protoze délnici ,,nestihaji“ se starat o kukly.

Pokud by hodnota k3 prudce klesla, pak ma populace X velkou Sanci na preziti, protoze exponent
(ks.X> — d3).(t — t,) by mohl pfejit na -ds.(t - t). S rostoucim Gasem viechny exponencialy by
vymizely a X by doséhla op&t hodnoty X°. Mozné pribéhy zavislosti jednotlivych druhi na Gase
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jsou na obr. ¢. 34. VSechny tyto tvahy ovSem plati jen za pon¢kud nejistého predpokladu, ze feseni
linedrnich rovnic je platné i pro stavy vzdalené od singularniho bodu.

xrs 1f--

XY

Obr. 34

8.4.2 Komplikovanéjsi stacionarni stavy

vvvvv

: W% =(N —d—z)—d—Sz —ﬁzo- sszﬁ.(a -65,)20; &5, =(N —ﬁ)
) 2 2 1 1 2 ’ 1 1
k,” Kk, K, P K,

X5 = 95
k3
Potom parcialni derivace funkci F(X,W,S), Q(X,W,S) a P(X,W,S) v uvedeném singularnim bodu
poskytuji hodnoty:

oF(S) _ d

=k, X = k.2

X . Yk,
oFES)__, 9
)y b
oW K,
FE) b
8 K,

QS) _ o (5 G
X~ k)

RO 5,4+ L)
oW Kk,

Q) _,
0S

oP(s)
oX
oP(s) PE) _,
oW oS

k
= ka- : -(51 _52)
Yo,
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Linearizovana forma naSich diferencialnich rovnic ma tvar (plati pro t > t,)

dx d d d
k.2 X—k.—mW—p.—2>3F

a kT Tk T,

dw d d
—=—k,.(8, - )X +k,.(-50, + )W
™ 2-(0, k3) 2-(=0, kg)
ds k _
E:ks.;l.(é‘l_é‘z)-x

Kde X=X—-X5: wW=W-W?: §=S5-§°

Uvedeny systém linearnich diferencidlnich rovnic jiz nelze jednoduse fesit jako v minulé kapitole,
takze budeme muset pouzit Eulerovu metodu, kdy pro jednotliva feSeni bude platit:

X=C,e""; w=C,e"'; §=C,e"", kde Cijsou integra¢ni konstanty
Pro uréeni A dosadime ,nastfelena‘ feSeni do naSich diferencialnich rovnic:

AC,.exp(At) = —kl.%.cl.exp(/l.t) — kl.%.c2 exp(At) - p.% C,exp(At)

3 3 3

d d
AC,.exp(At) =—k,.(5, — k—3).Cl.exp(/1.t) +K,.(=0, + k_S)'CZ .exp(At)
3 3

AC,.exp(At) = k3.%.(5l -0,).C,.exp(At)

A po kraceni a Gprave:
(kl.% +A)C, + kl.%.C2 + ,o.i—S’.C3 =0

3 3 3

—k,.(5, —i—3).c1 +Lk2.(—52 +%) —ﬂJ.CZ +0.C, =0

3 3

ko KL (5,-8,)C, +0C, —AC, =0
Yo,

V maticovém zapisu:

= k Jo p.%s
b > k| (c,
(8, =12 K8, 435 =4 0 || C,|=0
k 3 3 C3
K, 2.(5,-5,) 0 )
Yo,

Prvni matice ovSem musi byt singularni, takze jeji determinant se musi rovnat nule. Po jeho
rozvinuti (dosti pracném) a uprave se ziska charakteristicka rovnice pro 4 typu:

A +a.l +a,A+a, =0
kde a,, a,, a, obsahuji komplikované vztahy mezi K;,d;,o; a p. Jedna se o algebraickou rovnici

tretiho stupné, kterd ma tfi koteny, se zakladnimi moZznostmi:
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1) A4, A4,, A, - jsoureélna cisla

2) A, - redlny kofen, 4, =& i - komplexné sdruzené koteny

Analyza charakteristické rovnice je velice komplikovand, ov§em feSeni maji obecné tvary:

X =X®+C.exp(4t)+C,.exp(A,1)+C,.exp(A 1)

W =W?® +D,.exp(4, 1) + D,.exp(4, 1) + Dy.exp (A1)

S=S°+K.exp(41)+K,.exp(,1) + K,.exp(A,t)

Zavislosti X, W, a S na ¢ase jsou ovSem nejen zavislé na hodnotach 4,4, a 4, ale i na hodnotach

integracnich konstant C;, D; a K;. Vlastni analyza vSak pfesahuje rdmec téchto ucebnich textu.
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9

PREBIOTICKA EVOLUCE

Soucasna teorie evoluce je kombinaci poznatkli ziskanych molekularni biologii (zac¢atek v roce
1952) a ptvodni Darwinovy teorie o vyvoji druhli. Evoluce je povazovana za vysledek nahodnych
fluktuaci-mutaci, coz jsou vlastné ,,chyby“ pfi replikaci genetického kodu. Tyto chyby diky

vnéjSimu pusobeni a perturbacim (porucham) jsou nepiedvidatelné a naprosto nevyhnutelné. Podle
soucasnych poznatku prebioticka evoluce asi probihala v téchto krocich:

1)

2)

3)

Asi pred 4,7.10° roky, kdy Zemé¢ byla jiz v podstaté zformovana se ve vodach zacaly tvofit
zprvu jednoduché, potom ale jiz slozité organické latky. Atmosféra Zemé byla ovSem tehdy
zcela jina nez dnes a byla slozena z H,0O, CO, CO,, NH3, CH;, HCN a HCHO. V atmosféte
zcela chybél kyslik. Zaroven probihaly horotvorné procesy a zufily proudké boute. A za téchto
podminek se zacaly vytvafet jiz slozité organické latky, jak ve svém velice zajimavém
experimentu v roce 1953 dokazal S. Miller. Ten ve sklenéné nadobé s vodou vytvoril atmosféru
slozenou z CH4, NH3 H,O a H,. Do banky byly zasunuty dvé wolframové elektrody, mezi
kterymi stdle probihaly elektrick¢é vyboje. Pokus trval jeden tyden a pak provedl analyzu
kapalné faze. Ziskal asi 20 velice slozitych organickych latek, mezi jinymi i mocovinu a
dokonce i1 aminokyseliny. Tyto jsou jiz zdkladnimi kameny Zivota, protoZze proteiny ve vSech
zivych organismech jsou vytvofeny z 20ti riznych aminokyselin. Praimérny protein je vytvoien
z 150 — 180 aminokyselin, které¢ ale v fetézci proteinu musi byt sefazené pouze jednim jedinym
zpusobem. Piipomina to jakysi vlak vytvoreny z asi 150 vagoni, kdy ale napft. spaci vagon musi
byt zatfazen jen a jen za jidelni viz. Napi. u lidského hemoglobinu, pokud misto ,,vagonu*-
valinu (aminokyselina) je ,,vagon glutaminové kyseliny (aminokyselina), pak tato fluktuace se
projevi jako anémie — nebezpe¢na krevni nemoc.

Tyto organické molekuly potom postupné zacaly vytvaret polymery a bio-polymery, jako jsou
proteiny, enzymy a nukleové kyseliny. Vychozi koncentrace latek pro biopolymery ale asi
nebyly vysoké, takze jiz v tomto stadiu dochazelo asi k tvrdé konkurenci biopolymert o tyto
vychozi latky. Podle Darwinovy teorie piezily pouze nejodolngjsi a zfeymé nejdokonalejsi a
nejadaptabilnéj$i biopolymery. Tento jev se nazyva ,selektivni tlak®. Matematicky to lze
popsat(jednoduchy model) jako konkurenci dvou tvoficich se polymerii o zdkladni stavebni
jednotky. Za ptedpokladu omezeného mnozstvi monomert A a B probiha reakce

A —-> AB - ABA —-> ABAB > ABABA — .........
Jenze diky ndhodné porusSe(perturbaci) se zacne tvofit polymer
A —- AB > ABB - ABBA - ABBAB - ABBABB — ..........
A jak dokazala bruselska skola, za jistych podminek ,,piezije* pouze jeden polymer.

V této dobé a to asi pied 3,5 — 3,6.10° roky se asi vytvofil zatim primitivni geneticky kod, coz je
schopnost akumulace informaci z vlastni minulosti a opétné vyuziti této zkusenosti. A doslo ke
vzniku prvnich jednobunécnych organismu, jak bylo experimentalné prokazano. Ptiroda pak
skoro 3.10° let experimentovala, neZ se ji podafilo vyvinout vicebun&&né organismy.
Polymery/biopolymery tedy vznikaly z monomert, jako aminokyselin, cukrd atd. Nutné ovsem
muselo dochazet k polymeraci a kondenzaci téchto monomert, kdy ale muselo byt splnéno:
a) Musi dochazet k autokatalytickym reakcim a tim je zajiSténa schopnost sebereprodukce/self-
reproduction.
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b) Zdaleka ne kazda makromolekula mize byt prekurzorem Zzivého systému, ale jen ty, co
vykazuji pozadované informacni vlastnosti. Jiz na této, jest¢ primitivni bazi tedy dochéazi

ey

problémem je vytvoreni informace, tedy vytvoreni fadu z chaosu.

Na konci Sedesatych let minulého stoleti Fox experimentalné studoval self-organization
V polypeptickych fetézcich vytvatenych tepelnou polykondenzaci 18 aminokyselin, béznych
Vv zivych organismech. Ziskal tak fetézce s dost vyjimecnymi vlastnostmi-Foxovy protenoidy, které
se chovaly dost podobné jako enzymy. Tyto protenoidy byly dokonce schopné vytvaret jakési
mikrokulicky/koacervaty vysoce usporadané a od okoli oddélené ,,slupkou* podobnou membrang.
Fox se domnival, ze ziskal jakési pre-biologické prekurzory bunék.

Matematickou teorii self-organization vytvoiil M. Eigen. Piedpokladal systém monoméra a
polymerti/biopolymert, ktery je od okoli oddélen membranou, kterda propousti pouze monomery a
fedidlo. O tomto systému predpokladal, ze vykazuje:

Metabolismus — tedy pravidelny piisun latek o vysoké Gibbsové energii, které pii svém

rozkladu umoznuji chemické reakce v systému. Jako piiklad 1ze uvést adenosin trifosfat (ATP),

ktery je pokladan za jakysi hlavni ,,motor* chemickych reakei v Zivych systémech.

Self-reproduction — tedy autokatalytické reakce zajistujici replikaci polymert/biopolymert

Mutagenezi — tedy procesy, pii kterych jsou produkovani mutanti
Systém obsahuje polymery N1, Ny, Ns, ....0 koncentracich Xi, X2, X3, .... Potom pro ¢asovou zménu

polymeru n; Eigen navrhnul rovnici:

dx. L
d_tl =(AQ - D)X +Z(Pij-xj — Dy X
=

kde: A ...je rychlost tvorby polymeru n;
D;j ...je rychlost rozkladu polymeru n;
Qi ...je ,.faktor kvality*, tedy veli¢ina posuzujici schopnost piesné replikace polymeru nj;
0<Qi<1...pokud Q;=1, pak replikace jsou bez chyb; 1 — Q; je mira chyb;
@; ---Je funkce posuzujici fakt, ze diky chybam latka nj vznikd i z latek, kdy by méla

vzniknout latka n;
n
toto 1ze vyjadrit jako: A -(1-Q,)x, = Z(pij X
-1
®,, ... je veli¢ina posuzujici rychlost zfed’'ovani latky n; , tedy obsahuje fakt, ze jak systém
narusta, tak koncentrace latky n; je stale modifikovana

Nyni je nutno téz specifikovat jistd omezeni plisobici v systému. Za predpokladu, ze pfitok
monomerl do systému je v podstaté konstantni, pak by mélo platit, Ze

D x, = konstanta (podle Eigena)
i=1

V tomto je obsaZena i podminka konkurence, vzrist koncentrace X; nutné musi snizovat koncentrace
dalsich latek. Z posledni rovnice vyplyva, Ze
dx;

d
dtl _azxi ZZ(A.Q. - D)X +Zz¢ij-xj _Z(Dorxi =0
a zéaroven plati, ze
D AA-Q)x =D > @;X;; takze po roznasobeni
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DAQX=DDx+D > ppx; =D Dy =0 a po jednoduché uprave se ziska

D (A -D)x =D Dy .x a za predpokladu, ze: @y, =@, =....D, pak
2.(A-D)x

b, ==-———"—apokud zavedeme novou veli¢inu E; - produktivitu tvorby latky n; jako

2%
ZEi X = v 1 C
Ei=A-D; pak ®,= ZX =E, - stfedni produktivita latky n;

Pro tvorbu latky n; tedy lze psat:

dx.
% = (AQ ~D)X —®yx, + >, X, = (AQ Dy —Dg)x, + 3 p,X, nebo

% =W, —E).x + Zgoij X;, kde W, =A.Q, —D; je,selektivni hodnota/faktor

Z rovnice je zfejmé, ze k nejvétsimu rustu koncentrace X; dochazi pii vysokych hodnotach W;, tyto
polymery jsou replikovany nejrychleji, jejich pocet v daném systému roste, ovSem na ucet jinych
polymerti — ty ,,vymiraji“. Toto bylo potvrzeno pfi numerickém feSeni uvedenych rovnic, kdy byly
uvazovany 4 hodnoty W: 1; 4; 9; 10 a ,,ptezil* pouze polymer o hodnoté W = 10.

Je ztejmé, ze systém se dale rozviji v disledku chyb jen tehdy, pokud je dostatecné stabilni. Lze
tedy predpokladat, ze cilem prebiotické evoluce bylo vyvinout systém, ktery by byl maximalné
odolny vi¢i vlastnim chybam pfi replikaci a vii¢i fluktuacim/mutacim (buiika se nemiize ménit
ptilis rychle na jiny typ). Toto hledani optimalni stability a pouceni se z vlastni minulosti mtize byt
ptiklad Darwinova ,,pfeziti nejsilnéjSiho. Konecnym produktem by mél byt systém vlastnici
mechanizmy, které¢ minimalizuji vlastni chyby — prekurzor (pfedchtidce) genetického kodu.

76



10 STOCHASTICKY POPIS SYSTEMU

Pti feSeni eko-systému jsme pouzivali diferencidlné-kinetické rovnice, které ovSem byly vyvinuty
pro chemické reakce, za ucasti velikého poctu reagujicich molekul. I pii koncentracich g moll se
poéty molekul pohybuji ¥adové v oboru 10* molekul. Je tedy otazka, zda tyto rovnice lze pouZit i
pro systémy jako jsou kolonie baktérii/termitisté/mravenisté, kdy pocty jedinct tvorficich tyto
systémy se pohybuji v rozmezi cca 60.10° - 10°. Podivame se tedy na feSeni eko-systému a dalSich
problémut z hlediska stochastického/pravdépodobnostniho. Toto hledisko je téz uplatiiovano pii
rozhodovani o tom, jak se systém bude chovat v bifurka¢nich bodech, kdy jakoby se systém
rozhodoval jak se zachova, tedy jak se bude dale vyvijet.

10.1 Model nahodnych skoku/kroku

Budeme fesit ptipad kulicky @, ktera skace bud’ doprava (+ smér) nebo doleva (= smér), v fadé
krabicek, ale vzdy muaze skocit jen do sousedni krabic¢ky, tedy jen o jeden skok.

Nasim cilem bude vyvinout rovnici pro P (pravdépodobnost), ze po (n+1) skocich bude @
vV krabicce m, kdym=0; +1, +2; +3; .......
Tuto pravdépodobnost budeme znacit P(m; n+1). Protoze @ skace vzdy jen o jedno misto, pak po
P (m-1) krabicce ....... P(m-1; n)
N — skocich musi byt v
S (m+ 1) krabicce .....P(m+1; n)

Je jasné, ze P(m; n+1) se bude skladat ze dvou ¢asti, vyplyvajicich z dvou moznosti +, = skoku.
Takze:

Pro + skok: P(m; n+1) = w(m; m-1).P(m-1; n)
kde w(m; m-1) je pravdépodobnost pteskoku z (m-1) do m — té krabicky
Pro == skok: P(m; n+1) = w(m; m+1).P(m+1; n)
kde w(m; m+1) je pravdépodobnost pieskoku z (m+1) do m — té krabicky
Potom:
P(m; n+1) = w(m; m-1).P(m-1; n) + w(m; m+1).P(m+1; n)
1/2prom' =m=+1
A plati, Ze w(m; m-1) + w(m; m+1) =1; obecné w(m; m’) =
0 vSechny ostatni

Nyni vztah pro P(m; n+1) podélime ¢asem t (v podstaté jde o dobu jednoho pieskoku)

P(mn+1) _ w(m;m-1).P(m—=1n) + W(m;m+1).P(m+1n)
T

kde w(m;m=1) je rychlost pravdépodobného piechodu z (m + 1) do m-té krabicky:
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w(m,m=£1)

T

=w(m,m=+1)

Podobné miizeme napsat vztah pro P(m,n) za jednotku ¢asu

Pm.n) _ w(m+1,m).P(m,n) +W(m-1,m).P(m,n), kdy @ skace z m-té do (m=+1) krabicky

Obé rovnice od sebe odelteme:

P(m,n+1) — P(m,n)

T
Za predpokladu, ze n nabyva vysokych hodnot, pak jednicka-tedy rozdil mezi poctem skoku je

=W(m,m-1).P(m—-1,n) + W(m, m+1).P(m +1,n) — [W(m +1,m) + W(m —1,m)}P(m, n)

zanedbatelny, takze za rozdil ¢asovych pravdépodobnosti mizeme dosadit

P(m,n+1) = P(m,n) ~ dPEjT,t) . kdyP znamend, ze diskrétni veli¢inu n (pocet skoki) jsme
T

zameénili za spojity €as a to ptes vztahn.z =t => n= t a pak PLm, lj — P(m,t)
T T

Takze pro nas problém ziskdvame rovnici

dP(m,t) _

" w(m,m—1).P(m-1,t) + W(m,m+1).P(m+1,t) - [W(m+1,m) + W(m -1, m)]P(m,t)

Uvedena rovnice se nazyva ridici rovnice (master equation) a stochasticky popisuje ¢asovou
zménu P-tedy distribuci pravdépodobnosti pro ptipad ndhodnych skokt kulicky, vzdy o jedno
misto. Pokud dojde ke stavu, kdy pocet + skokii za jednotku ¢asu se rovna pocetu == skokii za

jednotku c¢asu, pak je systém ve stacionarnim stavu a ovSem P(m,t) na Case nezavisi, takze:

dP(m,t)
dt
detailni rovnovahy.
Piivodni problém, tedy urceni pravdépodobnosti, Ze po jistém poctu + 1 skokli bude kulicka
Vv jisté krabicce, fesil jako prvy B. Pascal, udajné jako vzpominku, kdy jako maly kluk pozoroval

=0. Zde obecné plati, ze W(m,m").P(m’,n) =w(m’,m).P(m,n), coz se nazyva princip

opilé ndmotniky vravorajici z pfistavni krémy.

10.2 Master equation v obecném pripadu

Budeme studovat systém, jehoz vlastnosti zavisi na nezavisle proménnych nj, ny, ns, ....n,, kdy ale
n; mohou nabyvat pouze hodnot 0, 1, 2, ...., pro i =1, 2, 3, ....r. Pokud pouzijeme tak zvany r —
rozmérny fazovy prostor (zcela béZny napf. v statistické termodynamice), pak uvedeny prostor ma
r — souiradnych os na sebe kolmych (nj, ny, ns, ....n;). Kazdy bod v tomto r-rozmérném prostoru,
napt. bod A o soufadnicich ni(A), nz(A), n3(A), ....n[(A) predstavuje urcity (kvantovy) stav
systému. Diky déjim v systému probihajicich lze fici, Ze bod piedstavujici jisty stav systému je
znaéné ,,neklidny* a obrovskou rychlosti se v tomto r-rozmérném prostoru pohybuje. Pro ¢asovou
zménu pravdépodobnosti P(m,t), tedy pravdépodobnosti, ze v Case t je bod v misté m bude platit:

dP(m, )
dt

=rychlost ,,pfitoku* boda ze v§ech moznych mist m’ do bodu m - rychlost ,,odtoku‘

Z bodu m do v8ech moznych mist m’.
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rychlost ,,pfitoku” = » w(m,m").P(m’,t)

se ziska master equation

rychlost ,,odtoku* = P(m,t)-ZW(m',m), take pro dPEjT,t)

w =Y w(m,m’).P(m’,t) - P(m,t).>"w(m’,m)
Rovnice je zdanlivé jednoduchd, ale klicovym problémem je urceni pravdépodobnosti ptechodu
w(m’,m) a w(m,m’). VétSinou je nutné pouzit vztahy z kvantové statistiky.

10.3 Stochasticky popis chemickych reakci

Jak jiz bylo uvedeno na pocatku kapitoly 10, budeme se snazit o popis chemickych reakci jinym
zpusobem nez je pouziti diferencialné kinetickych rovnic. Budeme popisovat reakce
ki
A+ X «—— 2X l.
ky
ka
B+ X «—>» C 1.

k2
Soustfedime se na molekuly latky X — v jistém case jich bude N a budeme analyzovat, jak se pocet
molekul okolo tohoto poctu N bude ménit. Pouzijeme terminy:
zrod molekuly latky X - to znamena, pfirtstek o 1 molekulu okolo po¢tu N
smrt molekuly latky X - to uznamena ubytek o 1 molekulu okolo poétu N (viz obrazek)

N+2 Nt2 L N+2
N+21— 1
N+1 N1 —/——N+1
vty |
N —+ — N N r N
N-1_| T 1 N-1 N-1 N-1
L N-2
N-2 = I N-2 N-2
zrod molekuly latky X smrt molekuly latky X

Nyni se pokusime odvodit master equation pro nas systém reakci; bilance je provadéna pro N-tou
hladinu (poc¢et molekul).

P(N,t) je pravdépodobnost, Ze v ¢ase t je v systému N molekul latky X.
Reakce B + X «*&__ C ....zrod molekuly latky X

dPS:I’t) =W, (N,N-1).P(N -1t) -w, (N +1 N).P(N,t)

kde prvni ¢len piedstavuje ,,pfitok” molekuly na hladinu N a druhy ¢len pak ,,odtok* molekuly
zhladiny N. w,(N,N-1), w,(N+LN) jsou pravdépodobnosti prechodu molekuly mezi
hladinami
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k(2 Yo N

....... uly X
dpg:"t) —w, (N,N +1).P(N +1t)—w, (N1 N).P(N )
Reakce: A+ X —4 52X .......... zrod molekuly X
dp(d':"t) —w, (N,N=1).P(N=Lt)—w, (N +L N).P(N,1)

Reakce: A + X «<@__ 2X ...... smrt molekuly X
W —w, (N,N +1).P(N+Lt)—w, (N =1 N).P(N,t)

Takze celkové

dP(d:l,t) =P(N -1,t)[w, (N,N =) +w, (N,N =]+ P(N +1,t)]w, (N,N +1) +w, (N,N +1)] -
_ P(N.t).[wI (N=LN)+w, (N-LN)+w, (N+1.N)+w, (N+1, N)]

Zavedeme: W(N,N-1)=w,(N,N-1)+w, (N,N-1)
W(N,N+1) =w, (N,N+D+w, (N,N +1)
W(N-L,N)=w,(N-LN)+w, (N-1LN)
W(N+LN)=w,(N+LN)+w, (N+LN)

TakZe po Gpravach ziskdme vztah:

dP(N.t)
dt

coz je master equation/Fidici rovnice pro nas systém Ctyf reakci.

Primérny pocet molekul latky X oznaCime (N > . Z pravdépodobnostniho/stochastického hlediska je

= P(N =1,t)W(N,N =1) + P(N +1,t).W(N, N +1) = P(N,t)[W(N =1, N) + W(N +1,N)]

potom rychlost reakce definovana jako

d(N
% =W(N,N —-1) —w(N —1,N) ; kdy prvni ¢len je zrod molekuly a druhy ¢len je smrt molekuly
W(N, N —1) - zrod molekuly latky X; ta vznika v reakcich:

A+ X X9, ox; W, (N,N-1) =k,A(N-1) -«

C K2, B+X; W, (N,N-1)=k,C.A3

W(N —1, N) - smrt molekuly latky X; ta zanika v reakcich:

2X O 5 A+X; W (N-LN)=kN(N-1)-y
B+X (& C; W, (N-LN)=k,B-N-&
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molekuly

d(N
Veliginy %; W(N,N —1); W(N -1 N) maji rozmér [
sec

J , takze nejprve musime urcit

rozméry rychlostnich konstant k; a Izia podle nich i soucinitele «; f; 7; &, aby stochasticka
rovnice ,,sedéla“ i rozmérove

Rozméry rychlostnich konstant asi bude nejlepsi urcit z kinetickych rovnic, kdy ale koncentrace
moIekuIyJ

m3

latek A, B, X a C vyjadiime jako [

Potom pro prvni rovnici: A + X —& 5 2X

3
(004 CKAX = moslekul _ kl.(moleskul)2 ok, = m
dt m°.sec m molekul.sec
Druh4 rovnice: 2X —<@ 5 A + X, takze
3
dx C X7 moslekul _ kl.(m0|§k')2 ok, = m
dt m®.sec m molek.sec
3
Tteti rovnice: B+ X —& 5 C X _ —k,.B.X =k, = _m
dt molek.sec
Ctvrté rovnice: C —@ 5 B+ X @ _ k,C = m;)Iek. =k,. molsek =k, = L
dt m°.sec m sec
Nyni jiz mizeme urcit velikosti soucinitell «, £,7,a 9.
3
W (NN 1) =k AN D)= MK MmOl e = o =1

sec molek.sec m
_ — molek 1 molek
W, (N,N-1)=k,CA= - B= p=[m’]=v
sec sec’
molek ~ m

sec  molek.sec

3

W, (N-L,N)=k.N.(N-1).y =

.molek.molek.y = y = {is}
m

3 molek

molek m
= ——).molek.5 = 5 =[1]

sec  molek.sec”™ m

W, (N-1LN) =k.B.N.5 =

Takze, jak jiz bylo uvedeno,

d(N)
Cdt
W, (N,N 1)+ W, (N,N —1) - [w, (N =1, N) +W, (N —=1,N)] a po dosazeni

= zrod molekuly - smrt molekuly =

g ) =k,.A(N-1)+k,.CV - [IZ W+k2.B.N} a po ipravé

dN) _y [ AN o N’ N Nl 3 -
{ k. A—+k,.C | K. —+Kk,.B.—|; provelké N plati, ze N-1= N a po podéleni V

dt \Y v? \Y

X

ax
dt

— k. AX +K,C —K.X? —k, BX , kdere[mo'esk“'J
m
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Takze jsme ziskali stejnou rovnici, jako pii klasickém kinetickém vyjadieni.

Stochasticky pfistup feseni termodynamickych problémi je naprosto nezastupitelny a tvoii nedilnou
soucast irreversibilni termodynamiky/synergetiky.
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11 DODATEK — TENZOROVY POCET

I kdyz v téchto ucebnich textech jsme nepouzili tenzorovy pocet, pouze na str. 8 byla kratka
poznamka o tenzorech, je skutecnosti, ze vétSina monografii vénovana ireversibilni termodynamice
je postavena na tenzorovém, piesnéji fe¢eno, dyadovém poctu. Tento dodatek tedy bude vénovan
strucnému navodu zachazeni s dyadami. Jednotlivé matematické véty budou uvadény bez dikazil a
a slouzi jako navod k praktickému pouziti dyad. Je tedy mozné se na tuto kapitolu divat jako na

jakousi ,,matematickou kuchaiku*.
Jak jiz bylo uvedeno, dyada je tenzor druhého fadu a ma tedy 32=9 komponent.

Véta ¢. 1: dyada mize vzniknout tenzorovym souc¢inem dvou vektort
d=a.i+a,.j+a,k; b = b.i+b,.j+b,k, kdei,j, kjsoujednotkové vektory
potom a®b = (ai+a,.j+a, k)®{ji+b,.j+b k)=
a.b.ii+ab,ij+a.bik+a,b.ji+a,b,j.j+a,b,.jk+a,b ki+a,b, k. j+a;b,kk
kde ® je znak pro tenzorovy souéin
i, i, Kj... jsou jednotky dyady a plati, ij # ji; vlastni ® soucin je klasicky soucin dvou troj-
¢lend, jen je nutné dodrZovat poradi jednotkovych vektori. Ne ovSem kazdad dyada vznikla

tenzorovym soucinem dvou vektord.
Samotnou dyadu budeme zapisovat bud’ tak jak to je uvedeno - jako vysledek sou¢inu nebo
ve tvaru pfipominajici matice. Takze nasi dyadu lze napsat ve tvaru

a‘l'bl al'bZ al'bS - Dll D12 D13
a,b, a,b, a,b,|=D=|D, D,, D, kdy vInovka nad pismenem znaci dyadu
a‘3 'bl a‘3 'bZ a3 'b3 D31 D32 D33

Dij = a.b; a hranaté zavorky znaci dyadu
Véta €. 2: soucet dvou dyad je opét dyada, takze
|5+§=:|:, kde TijZRij+Sij
Véta €. 3: soucin skalaru (o ) a dyady je opét dyada
aD=B, kde B; =a.D;
Véta & 4: skalarni soucin (dot product) vektoru A a dyady D je vektor. Zde zalezi na poradi takze
AD=B a D.A=C,kdevektory B a C jsou ale riizné.

P11 této operaci je moZzné pouzit pravidel maticového soucinu, takze

AD =B, D.A=C ; zpusob skaldrniho soucinu si ukdzeme na ptikladu
50 -1
A=2i+j—2k; D=5ii—ik+3jk+2ki=[0 0 3| takze
2 0 O
50 -1
AD=(21-2)J0 0 3 |=(601)=6i+0.j+k =vektor B
2 0 0
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5 0 -1|( 2 12
DA={0 0 3|/ 1 |=|-6|=12i—6j+ 4k =vektorC
2 0 0[l-2) |4

Véta ¢&. 5: Skalarni soucin (dot product) dvou dyad je dyada
TS=R a obecné T.S + ST
tento soucin je opét postaven na maticovém soucinu a plati, Zze pro R=TS pak

3
R; =ZTik.skj , takze Ry, =T,.5,,+T,,.S,, +T,5.5:; R, =T,,.S,, +T,,.S,, + T,5.S,,
k=1

Ry, =T51.5,, +T5,.5,, + T5,.S,, atd. = jasné maticovy soucin, takze

_ . Tll T12 T13 S11 S12 SlS Rll R12 R13
R=TS=|T,, T,, Tx||S,, S,, S,;|provedesematicovysou¢in=|R,, R,, Ry
T31 T32 T33 S31 S32 S33 R3l RSZ R33

Véta €. 6: Dvojity soucin (double dot product) dvou dyad je skalar

_ o~ _ - 3 3
T:S=S:T-= ZZSU— T, = a (skalar). Opét je vyhodné pouzit maticového poctu a to tak,

i=L j=1

ze ob¢ dyady se maticoveé vynasobi a sectou se prvky na hlavni diagonale dyady.

Priklad: S = 2ii +3ik —Kj a T =5ii —ik +3jk + 2ki , potom pro S : T plati:

2 0 3|50 -1 16 = =
0 0 0f:]0 0 3 |provedesesouinmatic=|=* 0 =*
0 -1 0{|2 0 O * ok —3

Prvky mimo hlavni diagonalu nemaji vyznam a proto nebyly pocitany a jsou oznaceny jako
* . Potom vysledek: souc¢inu je 16 + 0 + (-3) = 13

Dvojity soucin miize vznikat skaldrnim souc¢inem dvou vektori a dyady jako
AT.B=T :(BA)=(BA):T = skalar, (BA)je dyada vznikla soudinem vektorti A a B.
Véta €. 7: Vektorovy soucin (cross product) vektoru a dyady je dyada

AxT =S ale TxA= ﬁ; pokud ale dyada vznikla tenzorovym soucinem dvou vektorti
A, B pak (AB)xC = A(BxC) a Cx(AB) =(CxA)B

U téchto vektorovych soucinl je nutné si dat pozor na jednotkové vektory a jednotkové
dyady. Pro nejcastéji pouzivany pravotocivy soufadny systém plati, Ze:

(i) xi =iixi) =0

(ij)xi =i(jxi) =ik ix (ii) = (ixi)i =0
(Kj)xi=k(]jxi)=—kk ix (ji) = (ix )i =ik

(iK)x j=i(kx j)=—ii atd  kx(jk)=(kx j)k =—ik atd.

protoze ixi=jx j=kxk=0 a ixj=k; ixk=—]; jxi=-k atd.
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veir . . . . o0 . O
Pouziti Hamiltonova vektorového operatoru: V = &I +—j+ P k
Z

oy

Véta €. 8.: Tenzorovy soucin téchto operatort V®V =VV coz je dyddovy operator
2 2 2
o . 0 .0
>+ +ik +
OX oxoy 0OX0z
ok 0? 0?
+ Ji +jj—5+Jk +
OyoX oy oyoz
2 2 2
+ Ki 0 +Kj 0 + kk 0 5
OZ0OX ozoy oz

V®V:(£i+£j+2k)®(£i+2j+gk):ii
oXx oy oz ox oy oz

Véta ¢. 9: Pro tenzorovy soucin operatoru V a vektoru A plati V® A=Grad A a je to dyada

Grad A = i A +1j a +ikaAs + i 2 + Jj i +jkaAg + kiaAl +kj%+kk%
OX OX OX oy oy oz 0z oz

Véta €. 10: Skalarni soucin (dot product) VT =divT (divergence f) a je to vektor

— a a a Tll T12 T13

VT = (& 5 E) T T Ty
T31 T32 T33

(8T11 N oT,, N oT,, o1, N aT,, N oT,, 0T, N 0T,, N 8T33) _

OX oy oz oX oy oz OX oy 0z
- i(a;-;1 + 6;51 + 6;31) + j(a;-)l(2 + 8;52 + 6;232) + k(a;-;3 + a;;’* + 6;233)
pro skalarni sou¢iny mezi jednotkovymi vektory a jednotkovymi dyadami plati:
@i).i=i(i.i) =i (i) = (@)i=i
@i.i=i@g.n)=0 L) =(.0)] =]
gn.i=j@.in=j LGgi)=(@.j)i=0

atd. atd.

Véta €. 11: Pokud dyada vznikla tenzorovym soucinem vektord A a B, pak div (AB) =
V.(AB) = (AV).B+(B®V).A, coz je vztah v dyddové matematice ¢asto vyuzivany.
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