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ANOTACE

Obsahem diplomové prace je modelovani umrtnosti dle péti riiznych postupii na zaklade
informaci ziskanych z tmrtnostnich tabulek, které v Ceské republice zverejiuje Cesky
statisticky urad, se zamerenim se na obyvatelstvo ve vysokém veéku. Modelovani umrtnosti pro
vysoké veky znamenda pouzit obyvatelstvo asi od 60 let vysSe, coz je nezbytnou soucasti
financniho zabezpeceni v diichodovéem veku. Soucasti prace je tedy i kapitola vénovana
Zivotnimu a dichodovému pojisténi. Ddle se prdce vénuje umrtnostnim tabulkam a jejich
konstrukci, graduaci a jejich prijatelnosti. Na zaver byly vybrany modely — Graduace pomoci
standardnich tabulek a Gompertz-Makehamova funkce, ze kterych je, po jejich vzdjemném
porovnani, jeden vybran a pouzit pro porovnavani timrtnosti Ceské republiky s vybranymi
evropskymi zememi.

KLICOVA SLOVA

Aktuarska demografie, zZivotni pojisténi, diichodové pojisteni, modelovdani umrtnosti,
umrtnostni tabulky, graduace, Gompertz-Makehamova funkce

TITLE
The Simulation of Populations’s Mortality in Old Age and its Comparison in Selected

European Countries

ANNOTATION

The content of this thesis is the simulation of mortality by five different procedures
on the basis of information obtained from life tables published in the Czech Republic, Czech
Statistical Office, with a focus on people in old age. Simulation mortality for high ages is to
use population from about 60 years earlier, which is an essential part of financial security
in retirement. The work is a chapter devoted to the life and pension insurance. Further,
a mortality tables and their construction, graduation and their acceptability. At the end
of the selected models - Graduation with standard tables and Gompertz-Makehamova
function of which is, after their confrontation, one is selected and used to compare mortality
Czech Republic and selected European countries.

KEYWORDS

Actuarial demographics, life insurance, pension insurance, simulation mortality, life tables,
graduation, Gompertz-Makeham function
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Uvod

V dnesni dobé je problematika modelovani umrtnosti obyvatelstva nanejvys aktudlnim
tématem, vzhledem k neustalému se zvySovani poc¢tu obyvatelstva ve vysokém véku a dnesni
trovni zdravotni péde v Ceské republice, jez v mnohych piipadech znamena o mnoho let
prodlouzeni délky lidského zivota, v¢etné péce o obyvatele s riiznym zdravotnim poskozenim,

coz v disledku nemalo zasahuje i do socidlni sféry obyvatelstva.

Cilem diplomové prace je modelovat iimrtnost obyvatelstva ve vysokém véku v Ceské
republice a nasledné provést porovnani s vybranymi evropskymi zemémi. Po porovnani
Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovy funkce budeme srovnavat
miry imrtnosti pro vybrané evropské zemé s Ceskou republikou pro muZe a Zeny zvlast,

nebot’ jejich primérné délky Zivota si nejsou rovny.

Prvni kapitola je vénovana zivotnimu a dichodovému pojisténi, protoze situace se
starnutim obyvatelstva v Ceské republice je pro komer¢ni instituce se zaméfenim na zivotni
pojisténi v poptedi jejich zajmu. VSe souvisi se socidlnim zabezpe€enim starSich lidi, vcetné

vyplaceni vyse diichodu.

VétsSina stati kazdy rok aktualizuje své umrtnostni tabulky, ze kterych lze vycist
pravdépodobnou vysi véku umrti na daném uzemi. Tyto tabulky se konstruuji pomoci

konkrétnich ukazatelii ziskanych dle urcitych vypoctovych vztaht.

Na zékladé informaci ziskanych z imrtnostnich tabulek, v Ceské republice vydanych
Ceskym statistickym tfadem, mizeme modelovat imrtnost nékolika zpiisoby. Abychom
umrtnost mohli modelovat je zapotfebi znat miru umrtnosti, délku zivota a intenzitu
umrtnosti, coz jsou pojmy definované a vysvétlené ve druhé kapitole. Z téchto znalosti

vychazi zdkony umrtnosti, které jsou predikci samotné modelace imrtnosti obyvatelstva.

Nasledné si vysvétlime vyznam a dileZitost graduace umrtnostnich tabulek, nicméné
abychom mohli posoudit piijatelnost graduace musime zjistit jeji hladkost, kterou vypocitame
pomoci tfeti diference, a presnost, k jejimuz ovéfeni slouzi statistické testy. Soucasti této

préce je ukazka vySe zminé€ného posouzeni piijatelnosti graduace.

Nejcastéji pouzivany parametricky model pro graduovani umrtnosti obyvatelstva
ve vysokém véku, coz je obsahem ptedposledni kapitoly, je Gompertz-Makehamova funkce,
ktera pouzijeme k vyhlazeni specifické miry uUmrtnosti. Vysoky ve&k obyvatelstva je
v odbornych publikacich uvadén od 60 do 85 - 90 let, pficemz v tomto rozmezi je nezbytné

nutné umrtnost vyhlazovat, protoze jeji hodnoty se zpravidla odchyluji od trendu piedchozich.
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1. Zivotni a diichodové pojisténi

Zivotni a diichodové pojisténi je spjato s imrtnosti, ktera se kazdy rok méni pro jednotlivé
véky i pohlavi. Proto ho komer¢ni finan¢ni instituce modeluji, aby se vyvarovaly co
nejvetSimu riziku. Klienti téchto instituci vyuzivaji zminéné pojisténi k rezervotvornym
ucelim, jez chtéji pouzit zejména v dichodovém veéku. Ale neni to obvykle jediny diivod,
protoze néktefi se chtéji zajistit i v piipadé¢ ztraty piijmu.

V této kapitole se seznamime s vyznamem zivotniho a dichodového pojisténi pro nize

zminéné modelovani imrtnosti a také si uvedeme jejich nejpouzivanégjsi druhy.

., Pojisténi je ndastroj financni eliminace negativnich diisledkii nahodilosti.” [6, str. 188]
Tato definice vystihuje diivod vzniku pojisténi. Jednotlivci si velmi uvédomuji potiebu fesit
ekonomické negativni dopady do svého Zivota ¢i zivota celé rodiny. Ekonomické dopady
vychazeji z neodhadnutelné délky zivota jednotlivce nebo z mozného poskozeni jeho zdravi.
Zivotni pojisténi nejlépe pokryva rizika takto vzniklych finanénich diisledkd. Zivotni pojisténi
V sob¢ jednoznacné nese prvek vzajemné solidarity, ale s rozvojem hospodéistvi se pfeméenilo
na komerc¢ni kategorii, kterd funguje na €isté trznich principech. DalS§im rozvojem Zivotniho
pojiSténi je snaha pojisStoven nabidnout na trh produkty, které by nejlépe pokryvaly co nejSirsi

Skalu zivotnich rizik. [6]

1.1. Zivotni pojiSténi

Z historického hlediska vime, Zze zivotni pojisténi slouzilo k finan¢ni ochran¢ pozistalych
Vv pfipadé Uumrti Zivitele. Dfive bylo diivodem k uzavirdni Zivotniho pojiSténi ekonomicka
situace rodiny, ktera vétSinou méla jen pifijmy od jednoho Zivitele. Jednalo se o skromnou

podporu, nebot’” valnd ¢ast pojistného se spotfebovala na pohiebni néklady. Proto se Zivotni

pojisténi nejcastéji prodavalo pod nazvem pohiebni pojisténi. [6]

V souvislosti s zivotnim pojisténim se v odborné literatufe mizeme potkat s pojmem
»predCasna smrt“, kterd definuje smrt zivitele rodiny s nesplnénymi finanénimi zavazky
(vzd€lani déti, nesplacena hypotéka, nesplacena pujc¢ku, naroky osob zavislych od jeho
piijmu, atd.) PfedCasnd smrt zpisobi, ve vétSin€ rodin, zdvazné financni problémy zijicim
¢lenti z ditvodu ztraty piijmu jejich zivitele. V piipadé€, Ze nahrada piijmi z jinych zdroju
I finan¢ni majetek rodiny je nedostatecny, bude zivotni Groven ovlivnénd zna¢nou finanéni

nejistotou. [7]
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Vyznam zivotniho pojisténi se posouva od pojisténi pro piipad smrti k rezervotvornym
pojisténim. Klient potiebuje kryt riziko pred¢asného umrti, ale zaroven si uvédomuje moznost
doziti se konce pojistné doby. V piipadé¢ doziti klient ptfedpokladd vyplatu plnéni
od pojistovny. [6]

V dnes$ni dobé pozaduje jedinec s nastupem do dichodového veéku stejné anebo vyrazné
nezménéné ekonomické moznosti. Ocekava, ze s rostoucim vékem bude rist i jeho postaveni
ve spolecnosti i celkové uspory. Pro zajisténi takového piedpokladu se v dnesni dobé

konstruuje i podoba Zivotniho pojisténi. [6]

Statni penzijni systém se dostavd do krize. Neni to jen problém nasi zemé, ale fesi se
I v zahrani¢i. Nastup silnych povale¢nych generaci do dichodového véku, spolu
s prodluzujici se stiedni délkou Zivota, vede k vyraznému naruseni diivejsi rovnovahy statnich
penzijnich systému. ,, Enormni tlak na verejné finance miize byt snizen pouze vyuzitim dalsich

piliru diichodového systému, kde ma zivotni pojisténi velmi Siroké vyuziti. ** [6, str. 189]

Druhy Zivotniho pojisténi: [4], [7]

- Pojisténi pro ptipad doziti — Pojistovna vyplati pfedem sjednanou pojistnou ¢astku,

jestlize se osoba pojisténa ve v€ku X doZije sjednané pojistné doby n. Pokud pojistény
zemie pred koncem pojistné doby, pojisténi zanikne bez ndhrady. Nicméné to se
v praxi obvykle doplituje o vyhradu vraceni pojistného v piipadé smrti pojisténého,

protoze by se ptislusny produkt stal neprodejnym.

- PojiSténi pro pifipad smrti — PojiStovna vyplati pfedem sjednanou pojistnou ¢astku

na konci pojistného roku, ve kterém pojisténa osoba ve véku X zemfela.

- Docasné pojisténi pro piipad smrti — PojiStovna vyplati pfedem sjednanou pojistnou

¢astku na konci pojistného roku, v némz osoba pojisténa ve véku X zemie, pokud dojde
k amrti pted uplynuti pojistné doby n, tzn. dozije-li se pojistény konce pojistné doby,

pojisténi zanikne bez nahrady.

- SmiSené pojisténi — PojiStovna vyplati piedem sjednanou pojistnou ¢astku na konci

pojistného roku, ve kterém pojiSt€na osoba ve véku X zemftela, nejpozdéji ale pii doZiti
konce sjednané pojistné doby n. Toto pojisténi je kombinaci doCasného pojisténi
pro piipad smrti a pojisténi pro ptipad doziti. Nékdy se oznacuje za pojisténou formu

spofeni.
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- Pojisténi s pevnou dobou vyplaty — Pojistovna vyplati pfedem sjednanou pojistnou

¢astku na konci pojistné doby n bez ohledu na to, zda osoba pojisténa ve veéku X Zzije.
Toto pojisténi se wuzavirda za bézné pojistné a v pfipadé smrti pojisténého,
pied uplynutim pojistné doby, trvd pojisténi dal. PojiStovna na sebe pievezme
povinnost placeni pojistného. V praxi se tento pojistny produkt oznacuje jako

stipendijni (studijni, vénové, svatebni apod.) pojisteni.

- Investiéni zivotni pojisténi — Toto pojisténi je ve vétsSin€ piipadii konstruovano jako

kombinace docCasného pojisténi pro pripad smrti s klesajici pojistnou castkou
a investi¢niho spofeni. Pfi Uumrti pojisténého pojisStovna vyplaci pojistnou castku
sjednanou pro piipad smrti a aktudlni hodnotu podilovych jednotek pojisténého.
Pti doziti sjednané pojistné doby nebo pii odkupu vypléci pojistovna aktualni hodnotu
podilovych jednotek klienta.

Vyhodou tohoto typu Zivotniho pojisténi je, Ze klient se mize samostatné rozhodnout,
do kterého investicniho fondu a v jakém poméru budou jeho penézni prostiedky
investované. Nevyhodou je, Ze nese riziko s niz§im ocekavanym vynosem. Pojistovna

nezaru¢i pojisténému vynos z investovanych prostiedk.

1.2. Dichodové pojisténi

Diichodové pojisténi komercnich pojistoven musime odlisit od diichodového pojisténi,
které je poskytovano v ramci socidlniho zabezpe€eni. Vydaje ze statniho rozpoctu se hradi
primarné z piijmi ze socidlniho pojisténi, které je povinné hrazeno zaméstnavateli,
zamestnanci a osobami samostatné vydélecné ¢innymi. Ze statniho rozpoctu se hradi starobni,
plny invalidni, ¢astecné invalidni, vdovsky, vdovecky a sirot¢i diichod. Komer¢ni pojistovny

nabizeji nadstavbu nad t€mito druhy dichodu placené ze statniho rozpoctu. [6]

Dutchodové pojisténi je také potieba odliSovat od produktl jinych penéznich tstavi, které
nabizeji jednorazové slozeni vkladu a vyplatu jistého diichodu po pfedem sjednanou dobu.
Tyto dichody se vypocitavaji pouze na zéklad€ finan¢ni matematiky pomoci casové hodnoty

penéz, nikoliv na zakladé pojistné matematiky, ktera zohlednuje pravdépodobnost umrti. [6]

., Z pojistné technického hlediska miizeme diichodové pojisteni oznacovat jako pojisténi
pro pripad opakovaného doziti. Pojistnym plnénim Ize oznacit jeden kazdy duchod a pojistnou

uddlosti vzdy doziti se dalSiho terminu vyplaty diichodu. *“ [6, str. 199]
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Dichodova pojisténi: [4]

Pojisténi dozivotniho dichodu — Pojistovna vyplaci dichod v pfedem sjednané vysi

vzdy na pocatku (pfedlhiitny dozivotni diichod) nebo na konci (polhiitny dozivotni
dtchod) pojistného roku, pokud osoba pojisténd ve véku x zije. Klient tedy kupuje

okamzit¢ splatnou dozivotni rentu.

Pojisténi docasného dichodu — Pojistovna vyplaci dichod v pfedem sjednané vysi

vzdy na pocatku (pfedlhitny docasny diichod) nebo na konci (polhlitny docasny
dtchod) pojistného roku, pokud osoba pojisténd ve véku X Zije a neuplynula pojistna

doba n.

Podroéni diichody — Cast&ji nez ro¢ni diichody se v praxi vyplaceji podroéni diichody,

kdy je diichod vyplacen m-krat rocné (napt. mési¢ni diichod pro m = 12) a uplatiuje se

podroc¢ni uroceni.
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2. Modelovani umrtnosti

Diky informacim — umrtnostnim tabulkdm, které komercni instituce ziskaji zejména
z portfolia klientli, mohou do jist¢ miry pfedpokladat vyvoj procesu umirani, jez ziskaji
na zékladé modelovani umrtnosti. Na druhou stranu naptiklad zemé tyto metody pouzivaji
ke statistickym Gc¢elim a k jistému zabezpe€eni vysi dichodu. Kazda zemé v¢etné komeréni

instituce si modeluje umrtnost sama.

Modelovat amrtnost miizeme pouze, pokud zndme jeji vlastnosti. Modelovani umrtnosti
zavisi na nékterych faktorech, coz je stfedni stav obyvatelstva v populaci, ze kterého se
zjistuji miry imrtnosti. Dale délka Zivota jedince mezi narozenim a umrti. Také na intenzité
umrtnosti, ktera vyjadiuje pravdépodobnosti Umrti v zdvislosti na dobé& trvani Zivota.
AV neposledni fadé na zdkony tmrtnosti, kterymi modelujeme lidskou umrtnost. S témito

faktory se seznamime a popiSeme si jejich vlastnosti.

Matematika Zivotniho pojisténi pouzivd kombinaci finanéni matematiky a matematiku
modelovani umrtnosti, protoze pojistnd udalost v rdmci pojisténi osob spociva v umrtni nebo
doziti se ur¢itého veku. [4]

Proces vymirani v populaci nazyvame Gimrtnost (mortalis). Umrtnost je vlastnost populace,
kde ¢lenové populace umiraji a my ji sledujeme jako proces vymirani.

Populaci mizeme rozdélit na dvé skupiny. Prvni skupinu mizeme chépat jako skupinu lidi
obyvajici ur¢ité uzemi (napt. populace v Pardubicich). Druha skupina je skupina osob se
stejnymi biologickymi a kulturnimi znaky (napft. romska populace). V nasem ptipad¢ budeme

populaci chapat jako obé tyto skupiny dohromady. [10]

Umrtnost miizeme charakterizovat z pohledu pojistn&-matematického hlediska nasledovné:

[4]

ree
1

- vystupuji zde dva stavy ,,nazivu* a ,,zemfieli“, u kazdého pojisténého lze tento stav

jednoznaéné urcit,
- ptechod mezi t€émito stavy se nazyva umrti,
- okamzik umrti je ndhodny jev a popisujeme ho pomoci pravdépodobnostnich

nastroju.
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2.1. Miry umrtnosti

Stredni stav obyvatelstva v roce t oznacujeme S,. Stfedni stav teoreticky uréime jako
soucet individualnich dob, po které jednotlivi clenové v populaci setrvali. V praxi by byl v§ak
tento postup velice naro¢ny. Stfedni stav mizeme zjistit jednoduseji, a to dvéma zplsoby.

[10], [11]

Pramér z po¢ate¢niho stavu S(tp) a koncového stavu S(t)

5 - S(t) + S(tl).

; 3 1)

Stav ke stfedu roku (z 30. ¢ervna na 1. ervence)
S, = S(z + 1) (2)

t 2 *

2.1.1. Obecna mira umrtnosti

Obecnd mira umrtnosti, také nékdy nazyvana hruba mira umrtnosti, je jedna
z nejjednodussich charakteristik umrtnosti, ale neni to objektivni ukazatel. Protoze
predpokladé, Zze z hlediska umrtnosti jsou vSichni lidé stejni, ale umrtnost se vyrazné lisi
podle véku, pohlavi, profese a dalSich charakteristik.

S,

m;

(3)

M, je pocet zemielych ¢lent populace. S, oznaduje stedni stav populace.

Obvykle se uvadi v promilich, v bézné mluveé se pouziva termin ,,na tisic osob®. [10], [11]

2.1.2. Specificka mira amrtnosti

Nejvétsi rozdily v imrtnosti jsou ve véku a pohlavi, proto se vypocet imrtnosti déli
do kategorii podle téchto dvou znakd. Specifickd mira Umrtnosti’ pouziva toto déleni
a vyuziva diferen¢ni miry umrtnosti vétSinou pro pohlavi a vek.

_Mx 4
e (4)

My znaci pocet zemielych ve vékové skupiné za jeden rok. S, je stfedni stav obyvatelstva

ve veéku x. [10], [11]

! Piesngji: vékove a pohlavné specifické miry Gimrtnosti.
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2.2. Délka zivota

., Model umrtnosti lze zaloZit na nahodné veliciné Ty, kterd predstavuje délku Zivota prave
narozeného jedince, tj. dobu mezi vekem 0 a umrtim. Jedna se o délku Zivota lidi, takze se Ty
obvykle meéri v rocich s tim, ze miize nabyvat i necelociselnych hodnot na spojité ¢asové ose
(mluvi se o spojité nahodné veliciné). Protoze s Ty souvisi nahodné veliciny predstavujici
budouci délku Zivota v obecném véku x, je predstava, na niZ je zaloZen model umrtnosti,
zrejma: jestlize nahodné vybereme jednoho jedince z velké skupiny x-letych, pak jeho budouci
délka Zivota sice neni znamd, ale miizeme na ni pohlizet jako na ndhodnou velicinu
S odhadnutelnym pravdepodobnostnim rozdélenim. Pravdépodobnostni rozdéleni nahodné

veliciny se vétsinou popisuje pomoci distribucni funkce. “ [4, str. 89 a 90]
Fo(@) =P (Ty<t) (5)

(Pro spojitou nahodnou veli¢inu Ty plati P (7T, <t) = P (T, <?t).)

V pojistovnictvi se pouzivaji ndhodné veli¢iny Ty, které predstavuji budouci délku zivota
ve véku X za podminky, Ze dany jedinec se dozil v€ku X. Proto nemlizeme pravdépodobnost
rozdéleni Ty zjednodusit na vztah Ty = To — X, ale pomoci podminéné pravdépodobnosti

spoc¢itame délku zivota ve véku X: [4]

Px<Ty<x+i) _ Fy (x+1)-Fy(x)

F.())=P(T,<) =P (Ty<x+t|Ty>x)= 6
Vedle distribu¢ni funkce pouzivame i funkci preziti
So =P (Ty>0)=1-Fy (. (7)
Pro funkci pteZiti ve v€ku X plati:
P(Ty>x+1t) Sy(x+1)
SS@W=P(T,>)=P(Ty>x+t|Ty>x) = = .
O =P (L) =P Tyt To> ) = === ®)

Napiiklad Fso(1) = 0,003 107 pro muze v Ceské republice vroce 2011 predstavuje
pravdépodobnost toho, Ze délka Zivota 50letého muZe bude krat$i neZ jeden rok, tj. jinymi

slovy se jedna o pravdépodobnost toho, ze 50lety muz se nedozije veéku 51. [4]
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Nékteré symboly pro praci s distribuénimi funkcemi: [2], [4]

cey

- Pravdépodobnost umrti ve véku X — pravdépodobnost zijiciho jedince ve veku X,

ktery zemie pied dosazenim véku X + 1:

q.=F, (1) =P (T, <) (9)

ey

- Pravdépodobnost doziti ve véku X — pravdépodobnost zijiciho jedince ve véku X,

ktery se dozije véku X + 1:

p, =8 (1) =P(T, > 1) (10)

ey

- Pravdépodobnost Zijiciho jedince ve véku x, ktery zemfte pred dosazenim véku X + t

(prot=1):

q,=F. (@ =PI <0 (11)

t

ey

- Pravdépodobnost zijiciho jedince ve véku X, ktery se doZije véku x + t (pro t=1):

P, =S () =P (I, > 1) (12)

cey

- Pravdépodobnost Zijiciho jedince ve véku X, ktery zemie ve véku X + s (pro s = 0):

g, =F,(s+1)-F, () =P(s<T,<s+1). (13)

5|

ey

- Pravdépodobnost Zijiciho jedince ve veéku X, ktery se dozije v€ku X + s, avSak

zemfe pied dosazenim véku x + s+t (prot =1):

q :Fx(S+t)'Fx(S):P(S<TxSS+t)' (14)

s|letx

Velice dilezita pro charakteristiku ndhodné veli¢iny Ty je stfedni hodnota oznafovana
za stfedni délku Zivota ve véku X za podminky, Ze dany jedinec se doZije v€ku X. Stfedni délka

zivota sdé€luje primérny pocet let Zivota zbyvajicich jedinci ve v€ku X

%e. = E (T,). (15)

2.3. Intenzita umrtnosti

vvvvvv

a vyjadiuje pravdépodobnosti umrti v zavislosti na dob¢ trvani zivota pomoci spojité nahodné
veliCiny. Tato veli€ina pozaduje pravdépodobnost umrti (gyx) osoby ve véku X pted dovrsenim

véku x + 1. [13]
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Jestlize nahodna velicina Ty ma pravdepodobnostni hustotu

d d
fo @ = 7 o 0 =- 7 Lo (16)

pak maji pravdépodobnostni hustotu také nahodné veliciny Ty [4, str. 92]

d dFO (x+t)—F0 (X) d x+tp0 d
H=—=F. () =—= =- — =- — . 17
£® dt 50 dt  1-Fy(x) dt .p, dar 'Po (1n
V tom piipadé zavedeme intenzitu umrtnosti ve véku X: [4]
Jo ) 1 d d
M= S- TPy T In(apy). 18
Dy P dx *70 dx O) (18)

Protoze pravdépodobnost hustota spliiuje pro malé priristky Ax piiblizné vztah
fo @) Ax=Fy(x+Ax)-Fy (x) =P (x <T;, <x+Ax), lze prtedchozi vztah zapsat
do priblizného tvaru

poAx=P(x<Ty<x+Ax|T)>x) (19)

a vyraz y_- Ax je pravdépodobnost tmrti ve vékovém intervalu (x, x + Ax) malé délky Ax

za podminky, Ze dany jedinec se dozil v€ku X.

2.4. Zakony umrtnosti

Pomoci zékonli Umrtnosti se snazime modelovat lidskou Umrtnost, kterd vychazi
z matematickych vzorci (kfivek umrtnosti). Tyto vzorce pouzivime pro operace
s praktickymi  Gmrtnostnimi  0daji, které jsou obvykle prezentovany ve formé

tzv. timrtnostnich tabulek.

Kitivky timrtnosti popisuji velice tsporné velké mnozstvi tdaji (napt. pravdépodobnosti
umrti pro jednotlivé véky). Jsou to hladké kiivky, proto nam pomahaji vyrovnavat
(vyhlazovat) amrtnostni tabulky, ale jako kazdy statisticky odhad jsou zatiZzeny statistickymi
chybami.

Mame vice druht zdkond umrtnosti a pravé proto vyuzivdime vhodné volby intenzity

umrtnosti. [4]
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Konstantni intenzita imrtnosti

JestliZe je intenzita umrtnosti konstantni
=4 (20)
pak je zdkon definovan
P, = et (21)

Funkce preziti Dy zde ocividné nezavisi na véku X, proto je tento zdkon umrtnosti

nevhodny pro lidskou populaci. Potfebujeme, aby intenzity imrtnosti rostla s vékem. [4]

Moivruv zakon amrtnosti

Rovnomérné rozdéleni délky Zivota s pravdépodobnosti hustotou je

J;(l‘)ZL, 0<t<w-x (22)

-X

e

kde w je stanoveny nejvyssi veék pro uvazovanou populaci. Pak je ziejmé funkce preziti

1Dy = , 0<t<w-x (23)

a intenzita imrtnosti je hyperbolicky rostouci funkce. [4]

1
n=—, 0<x<w (24)
a)-

=

Gompertziv zakon umrtnosti

Benjamin Gompertz dosSel k myslence, Ze organismus s pfibyvajicim vékem starne a ztraci

odolnost vici okoli.

Proto je intenzita imrtnosti exponencialné rostouci.

p,=b-c, b>0
(25)
c>1
Funkce pteziti je: [4], [10]
t -b
tpx — gc"(c - 1)’ g= eln (o), (26)
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Makehamiv zakon imrtnosti

William Matthew Makeham zobecnil Gomperzitv zdkon imrtnosti. Rozdé&lil pfi¢inu smrti
na souvisejici s vékem a nesouvisici s vékem (ndhodna Umrti), kde je tato vlastnost

definovana pomoci dalSiho parametru a. Intenzita imrtnosti dostava tvar:
p.=a+tb-c, a>0. (27)
Funkce pteziti ma tvar:
p, =5 gD, s=ec (28)

Pro lidskou populaci davda Makehamlv zédkon umrtnosti ve srovndni s ostatnimi

umrtnostnimi kiivkami obvykle nejlepsi vysledky. [4], [10]

Weibulliv zakon
Weibull pouzil polynomicky rostouci intenzitu imrtnosti.
p,=k-x", k>0
(29)
n>0

Funkce preziti ma tvar:

n+l_ _n+1 -k

,px=w(’“+’) T o w=entl, (30)

Weibulliv zakon se hlavné pouziva k ocenéni zivotnosti riznych technickych zatizeni. [4]
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3. Umrtnostni tabulky a jejich konstrukce

Umrtnostni tabulky slouzi ke sd&leni informace, kterou jsme ziskali pozorovanim piislugné
populace, a naslednymi vypocty v jednotlivych vékovych skupindch. Sleduji se umrtnostni
tabulky zvlast pro muze a pro zeny, protoze zeny se dozivaji vysSiho veéku nez muzi.
Evropsky soudni dvir zrusil vyjimku, kterd pojistovnam umoznovala zohlediovat statistické
odliSnosti mezi muzi a Zzenami, proto doSlo k sjednoceni umrtnostnich tabulek
a od 21. prosince 2012 doslo ke sjednoceni cen za pojistna rizika. RozliSujeme umrtnostni

tabulky dle riznych hledisek. [3], [8], [23]

V této kapitole si vysvétlime tvorbu imrtnostni tabulky, kterd je podkladem k modelovani
tmrtnosti. Umrtnostni tabulky si rozdélime podle zakladniho déleni a déleni podle vékového
intervalu. Kazdé umrtnostni tabulky vychazeji zpoctu zemielych aze stfedniho stavu
obyvatelstva, které popisuji rizné ukazatele, jez jsou popsany v kapitole 3.1.
Pro zjednoduSené pracovani s umrtnostnimi tabulkami muizeme vyuzivat komutacni cisla
(kapitola 3.2). V piiloze A je ukazka umrtnostnich tabulek pro muze z Ceské republiky
pro rok 2011.

Zakladni déleni: [3], [23]

- Genera¢ni Umrtnostni tabulky né€kdy nazyvame kohortni? imrtnostni tabulky

(cohort life table, dynamic life table). Zdznam prib&hu Zivota konkrétni populace
od okamziku narozeni vSech jedinc po smrt posledniho z nich. Pfedpokladame
statistické sledovani populace po dlouhou dobu, proto je konstrukce téchto
umrtnostnich tabulek obtizna. Také mize dojit k technickym potiZim, napt. n¢které
vysledky jsou zastaralé nebo dokonce nepresné®. Tyto Gmrtnostni tabulky se
zejména pouzivaji pii sledovani populace zvifat, hmyzu, mikroorganisma atd.,

které maji primérnou délku Zivota kratsi nez ¢lovek.

- Priifezové umrtnostni tabulky nebo také béZné ¢i okamzikové umrtnostni tabulky

(current life table, period life table, static life table) hypoteticky sleduji souc¢asné
narozené osoby béhem kritkého casového prifezu (vétSinou jednoho roku).
Na zdklade umrtnostnich mer podle jednotlivych vékit v daném obdobi se pak
konstruuje snimek Zivota hypotetické populace soucasné narozenych jedincu.

[3, str. 144] Napiiklad je pouziva Cesky statisticky ufad (CSU).

2 Kohorta je generace soudasné narozenych jedinci.
¥ Sledovana populace z dlouhodobého hlediska se zmen3uje i emigraci.
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Déleni podle sledovaného vékového intervalu: [3]

Uplné timrtnostni tabulky pracuji s vékovymi intervaly o délce 1 rok.

Zkracené umrtnostni tabulky pouzivaji viceleté vékové intervaly (obvykle 5 let).

V Zivotnim poji$téni pracujeme s prafezovymi tmrtnostnimi tabulkami. [3]

3.1. Popis amrtnostni tabulky

Jednotlivé sloupce imrtnostni tabulky popisuji nejcastéji nasledujici hodnoty: [2], [4], [20]

Dy — pocet zemielych ve v€ku X v daném obdobi

Px — stfedni stav populace ve v€ku X V pfislusném obdobi, n¢kdy se také znaci Sk

nebo E
X —vék osoby, x € {0, 1, 2, ... , ®}, w je pfedpokladany nejvyssi vék, kterého muze
dosdhnout osoba ze sledovaného souboru (v€k Zzen a muzli se Casto odlisuje,

pro Zenu se pouziva y pro muze X)

gx — pravdépodobnost umrti ve v€ku X, tzn. osoba, kterd je naZivu ve v€ku X se

nedoZije véku X + 1

lx - lx 1
q,=—F— (31)

px — pravdépodobnost doziti ve véku X, tzn. osoba, kterd je nazivu ve véku X se

dozije véku x + 1

Pi= (32)

Mezi pravdépodobnosti doziti a umrti plati nasledujici vztah: [2], [4], [20]

px+qx:1' (33)

Ix — pocet osob dozivajicich se v€ku x. Hodnota |y se nazyva kofen (radix, kmen)
umrtnostni tabulky a rovna se pocate¢nimu poctu osob ze sledovaného souboru
(obvykle ma hodnotu 100 000). Dalsi hodnoty Ix pfedstavuji pocet jedinci z kotfene
lo, kteti se doziji véku x. Posloupnost /, >/; > ... >/, je nerostouci a nazyva se

dekrementni fad vymirani populace.
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- dy — pocet zemfielych ve veku X je pocet osob z ly, ktefi zemfou v dokon¢eném véku

X, tzn. pocet zemielych ve veéku x (d_=1,)

dx = Zx - Zx+ 1 (34)
d, (35)
9.~ 7

- Lx — pocet let prozitych jedinci ve v€ku X, tj. (stfedni) pocet Clovekoroki, které

ve véku X prozije I 0sob

1 I+,
Lx:l)ﬁ-l—i__dx:T-*_1

3 (36)

- Tx — pocet zbylych let zivota jedincti ve véku X, tj. (stfedni) pocet ¢loveékoroki,
které do konce svého zivota prozije Iy 0S0b
T,=L +L,  +..+L, (37)
- %y — stfedni délka zivota ve véku X, tj. primérny pocet let, kterych se dozije

jedinec ve véku X

(38)

><®
Il
S | xﬂ

3.2. Komutacni ¢isla

Komutacni ¢isla slouzi jako pomocné hodnoty. Vypocitavaji se pomoci diskontovani
hodnot z tmrtnostnich tabulek pfi zvolené tGrokové mife. PouZzivaji je Zivotni pojistovny

ve forme¢ tabulek pro zjednoduseni a zptehlednéni pojistné-matematickych vypocta.

Urokovou miru v poji§tovnictvi nazyvame pojistné-technickou urokovou mirou, ktera nam
slouzi pro pojistné-matematické vypoéty (napf. pro vypoéet pojistnych sazeb). V Ceské
republice je velikost pojistné-technické trokové miry urcena Vyhleiékou4 Ceské narodni

banky. [2], [20]

Diskontni faktor, ktery odpovida urokové mife, ma tvar:

1

177 (39)

y =

*Vyhlagka &. 434/2009 Sb., kterou se provadgji néktera ustanoveni zakona o pojistovnictvi
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Komutaéni ¢isla nultého radu

Diskontovany pocet dozivajicich se ve véku X:

D, =1 v".

Diskontovany pocet zemielych ve veku x:

— x+1
C,=d, v

Komutacni ¢isla prvniho Fadu

w-X
Ne=DPI = D= DD+
ji=0

w -X
M, =C* = Zcx+j=cx+cx+1+...+cw
0

j =

Komutaéni ¢isla druhého radu

w-X

Sx :Dj[cs] = ZNx+j :Nx+Nx+1+

=0

o-Xx
Rx :C)[C3] = ZMx+j :Mx+Mx+l Tt
j=0
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4. Graduace amrtnostnich tabulek

Tato kapitola se zabyva graduaci tmrtnostnich tabulek a jejich metodami, které si
probereme v podkapitolach. Pro nékteré metody je vytvofen graf, abychom si mohli

predstavit, jak takova graduace vypada.

Graduace znamena vyrovnavani ¢i vyhlazovani Umrtnostnich tabulek, které slouzi
k naslednému modelovani umrtnosti. Je to proces, kdy se odhaduje pravdépodobnost umrti,
nebo jiné umrtnostni charakteristiky (naptf. mira umrtnosti). Eliminuji se nesystematické
nepravdivé slozky, které nemaji racionalni vysvétleni a vznikly v disledku toho, ze ,hladké*

teoretické pravdépodobnosti umrti odhadujeme statistickymi postupy z realnych dat. [4], [22]

Umrtnostni tabulky jsou sestaveny na zékladé idajii o populaci (jedna se o statické odhady
umrtnosti). Vypocitané odhady kolisaji okolo skute¢nych hodnot. Nékdy se miize stat, ze
pii vybéru dat dojde ke znacnému odchyleni od skute¢nych hodnot. Tento negativni jev se
odstraniuje graduaci umrtnostnich tabulek. Graduaci realizaci v grafu pravdépodobnosti gy
odstraniujeme nehladké tseky s ,,hrby*“ bez racionalniho vysvétleni, které pravdépodobné

vznikly v dusledku nahodné konfigurace pouzitych vybérovych dat. [22]

Vyrovnanim se také docili v€kovy rust pravdépodobnosti imrti tam, kde je na misté,
anejedna se o lokdlni maxima spojend sopravnénym veEkovym poklesem téchto
pravdépodobnosti. To se potom promitd do monotonie pojistnych sazeb (napf.
pii srovnatelnych podminek pojistény uzavirajici pojisténi pro ptipad smrti ve véku 40 by m¢l

platit méné nez pojistény ve veéku 41). [4]

Vyhlazovani umrtnostnich tabulek se doporucuje zejména pojistovnam nebo penzijnim
fondlm, které si vytvaii svoje Gmrtnostni tabulky na zéklad¢ relativné malych pojistnych
kmenli. Celonarodni umrtnostni tabulky jsou konstruovany centralnimi statistickymi

institucemi a jsou obvykle publikovany ve vyrovnaném tvaru. [4], [22]

Prenatalni péce se zacina postupné zdokonalovat, sice posloupnost dat gy zacinad vyssimi
hodnotami, ale tyto hodnoty jsou mnohonisobné vys$i, nez pozdé€jsi détskd Umrtnost.
Absolutni minimum dosahuje posloupnost pii vstupu do puberty a potom rychleji roste
az do zacatku tieti desitky, ktera vykazuje mirné lokalni maximum, nebot’ potom ur¢itou dobu
pomalu klesa. Jako divody lokalniho maxima se uvadéji smrtelné urazy pii automobilovych
nehoddch a zna¢nd kumulace sebevrazd vtomto veéku. Posloupnost dat Qx dale roste

exponencialné po piekroceni tiicatého roku zivota. [22]
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Statistick¢ odhady miry pravdépodobnosti (x nebo intenzity imrtnosti iy pro jednotlivé
roky x, které dostaneme ze znamych statistickych modeli (binomicky model umrtnosti,

Poissontiv model umrtnosti) se nazyvaji hrubé pozorovani.

Uvedené odhady gy nebo u, maji nasledujici vlastnosti: [22]

- kazdy odhad je jen jednou z moznych hodnot vybérové charakteristiky a je zatizen

vybérovou chybou,

- hrubé pozorovani se méni nerovnhomérné kazdy rok v disledku nihodnosti, jsou

nepravidelna, proto ziskana kiivka pospojovéana useCkami neni hladka.

5

gx

Y

Obriazek 1.: Klasicka ukazka hrubych pozorovani

Zdroj: [22, str. 53]

Vyhlazeni spociva v nalezeni piijatelné hladké kiivky z postupnosti hrubych odhadii gy
nebo ux pii pouziti vSech statistickych informaci. Takto upravené odhady se nazyvaji

graduovan¢ miry a oznaCime je g _af . [4], [22]

Cile graduace jsou: [22]

- vyrovnat v umrtnostnich tabulkidch hrubé pozorovani dostate¢né hladkou kiivkou,
vhodnou pro praktické aktuarské vypocty v zivotnim a diichodovém pojisténi, kde
se vyzaduje pravidelny vyvoj pfi pfechodu mezi sousednimi véky,

- vyuzit informace z odhadl ziskanych ze sousednich véka pro zdokonaleni odhadl

Vv kazdém véku X.
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V umrtnostnich tabulkach vyrovnavame hodnoty pomoci gy (pravdépodobnosti tmrti) a g
(intenzity imrtnosti), kterou povazujeme jako funkci ¢asovou, pro niz plati, Ze se rovna mite

umrtnosti My. A maji nasledujici vztahy: [16], [20]

_ D 46
mx_ Px’ ( )
q=1-e ™. (47)

Metody graduace umrtnostnich tabulek se déli do nasledujicich skupin: [1]

- grafickd metoda,

- analytické (parametrické) vyrovnani,

- splinové metody,

- graduace pomoci standardnich tabulek,

- mechanické (neparametrické) vyrovnani.

Vétsina dat pro ukazku metod graduace v této kapitole jsou pouzita z umrtnostnich tabulek
pro muze zroku 2011 pro Ceskou republiku, oviem pro graduaci pomoci standardnich
tabulek byla pouzita data pro muze z roku 2010 pro Slovenskou republiku, protoze v Ceské

republice tato data zvefejnéna nejsou.

4.1. Graficka metoda

Tato metoda spociva v nalezeni hladké kiivky v grafu vypocitanych hodnot ¢x a ux

grafickymi metodami.

Patfi mezi nejrozsifenéjsi techniky vyhlazovani. Slouzi zejména pro situace, kdy nemame
k dispozici Giplné tdaje.
Posloupnost hrubych meér se zpfesni vyrovndnim pomoci diferenci, ¢imz se ziskaji

vyrovnané miry, které spliuji hladkost a pravdivost idaji. Tento proces se také nazyva hand-
polishing. [22]

Miry Umrtnosti se pocitaji z dostupnych udaji a graficky se znazorfluji pomoci
jednotlivych bodii. Nacrtneme hladkou kiivku a diky poloze bodl zjistime jeji sklon, ktery se

co nejvice piiblizuje k danym bodiim tak, aby se pfitom zachovala posloupnost danych mér.

[22]
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Pti grafickém vyhlazovani je vhodné obvykle naznacit do grafu 95% interval spolehlivosti
pro pozorované hodnoty v kazdém veéku. Hrani¢ni 95% interval spolehlivosti ziskame

pro odhad g_a i pomoci vztahi:

D
G +2X =~ 48
qg.+2 P (48)
R iz‘/Dx (49)
ILLx Px *

Spojnice pozorovanych hodnot s pfislusnou horni a dolni hranici ndm poskytuje vhodny
navod pro konstrukci hladké kiivky pro vyhlazeni. Kfivka hladkosti by nem¢la ptesahovat
pres hranice intervalu spolehlivosti vice nez jednou za 20 pozorovanych hodnot. Té€sny usek
mezi intervaly spolehlivosti naznacuji velké hodnoty Py, které maji nejvétsi vliv na hladkost

kiivek. [22]

Vyrovnani: Grafickou metodou

2,50
2,00 H
L4
L4
= “
g 1,50 : ® Ix
% ------ Horni hranice
2 1,00 wess
a Dolni hranice
S &=
S 0,50 -
© — x
T
>
;_2 0,00 = )
) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100: 110
-0,50
-1,00

vék

Obriazek 2.: Vyrovnani: Grafickou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]

4.2. Parametrické metody

Parametické metody se také oznacuji jako analytické metody, vyhlazuji se pomoci
matematické funkce (kfivky). Muze existovat analytickd funkce, jejiz vSeobecny tvar

odpovida redlnym tdajim, které chceme vyhlazovat. Takova kiivka bude spojita a hladka.
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Nebude nas zajimat jeji dokonala hladkost, kterou pfedpokladame, ale zda tvar zvolené kiivky

dostatecné odpovida redlnym udajim.

Jedna z nejpouzivangjSich analytickych metod je Gompertz-Makehamova funkce, ktera se

uziva zejména pro vyhlazovani specifické miry amrtnosti ve vysokém véku. [9], [22]

Gompertz-Makehamova metoda byla pouzita v praktické Casti a teorie k této metod¢ je

popsana v kapitole 6.

Vyrovnani: Gompertzovou-Makehamovou

funkci

1,20
£ 1,00 *
g L 2
€ 0,80
S
>
£ 0,60 — e m
. 2
Q GM
S 0,40 ® M,
3 ; Yool
[J]
& 0,20 / C 2

0,00 ; 4—2/ :

0 20 40 60 80 100
vék

Obrazek 3.: Vyrovnani: Gompertzovou-Makehamovou funkei

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]

4.3. Splinové metody

Touto metodou rozdélime délku lidského zivota do n€kolika usekt. Na kazdy tsek se poté
pouzije graduace polynomu nizs§iho stupné. Hladka funkce se ziska ze spojeni dil¢ich funkci
z jednotlivych tusekl. Dostate¢nou hladkost v bodech spojitosti zabezpeime pomoci
pozadavku na existenci oboustrannych derivaci ptislusného stupné jednotlivych funkei (tedy
v bodech, v kterych se funkce spojuje, se musi derivace do piislusného stupné funkce zleva

rovnat derivaci funkce zprava). [22]
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4.4. Graduace pomoci standardnich tabulek

Pokud potiebujeme vyhladit relativné maly pocet udaji Qx, resp. iy, je mozné pouzit
informace ze standardnich tabulek, které jsou zalozené na velkém poctu udaji. Odhadnuté

vyhlazené hodnoty §_ dostaneme jako jednoduchou regresni funkci standardizovanych
tabulkovych mér ¢}, tedy g =f (q;) tak, aby byla splnéna podminka metody nejmensich

Ctverc. [22]

> a1 (@)= min (50)

Tyto funkce mohou mit tvar:

q,=aq, (51)

g =aq +b, (52)
g.=(ax+b)q, (53)
4,=49 4 p (54)
d=ag+hq. (55)

Prvnim krokem metody je pouziti vhodného vybéru standardnich tabulek (napt. pro Zivotni

nebo diichodové pojisténi).

Déle nalezneme vhodny funkéni vztah mezi §_a ¢ a odhadneme parametry. Odhad

vyrovnanych mér imrtnosti g _dostaneme ze vztahu (52).
Obg¢ strany rovnice vynasobime hodnotou Py a dostaneme tvar:
P.q . =P.aq +bP,. (56)

ProtoZze D, =P, g, plati D,= P, a g} + b P, pro vSechna X. Potom miizeme vztah pfepsat

do tvaru:

ZDX =aZqu;+bZPx. (57)

P.q; je ocekavany poCet umrti ve véku X podle standardnich tabulek. P.g_je ocekavany

pocet tmrti ve véku X podle odhadované iimrtnostni tabulky.
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Pro kazdy veék milzeme vypocitat parcidlni sumy D,, P.q. a P, ve tvarech

Zy Sny: Zy SxPy q)s}’ Zy SxPy'

Poté ziskavame systém rovnic:

sz=a2qu;+b2P , (58)

y=x y=<x y=<x
s 59
Y Y D=a) Y P by Y P, (59)
X y=x X y=x X y=x

Pouziti graduace pomoci standardnich tabulek v praxi neni vzdy vhodné, ale je

jednoduché, pokud je pocet parametri mensi nebo roven tiem. [22]

Graduace pomoci standardnich tabulek

0,60
L

_ 050 *>—
E ’
2 0,40 ;’ A
g 5 x
§ 0,30 rNg s
° ® ® dx
o L
8 0,20 +®
3 0’ ® gy
a ’0’

010 2008 *

0002075 L9000 00 00 S 0 *0% o
0,00 ‘M‘?&”f’ . * * "0 o O
60 65 70 75 80 85 90 95 100
vék

Obriazek 4.: Graduace pomoci standardnich tabulek
Zdroj: Vlastni zpracovani dle [24], [27]

Pro lep$i orientaci v obrazku 4. vysvétlime jednotlivé znaceni:

- g3 jsou pravdépodobnosti umrti ze statnich umrtnostnich tabulek pro Slovenskou
republiku,
-y jsou pravdépodobnosti imrti pro pojistovnu pro Slovenskou republiku,

- gy jsou vyhlazené hodnoty pro pojistovnu.
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V praktické cCasti byla pouzita metoda graduace pomoci standardnich tabulek
pro porovnani s Gompertz-Makehamovou funkci. Pro porovnani téchto dvou metod
vyhlazovéni byly pouZity pouze pravdépodobnosti umrti pro Ceskou republiku - muzi 2011,

vek 60 — 99 let.

4.5. Neparametrické metody

Neparametrické metody nazyvame také mechanické vyrovnavani, jsou jedny
Z nejpouzivangjsich metod pro vyhlazovani timrtnostnich tabulek, zejména pro vypoctovou

jednoduchost.

Vyhlazenou miru umrtnosti g, resp. i pro dany vek X, ziskdme z priméru hrubych mér
umrtnosti gy Z vhodné zvoleného okoli véku X. Vétsinou jde o vazeny primér, ktery priklada
primérovanym hodnotdm tim mensi vahu, ¢imz jsou vzdalengjsi od v€ku X, tzn. od stiedu

ptislusného okoli. Vahy jsou symetrické okolo svého stfedu a jejich soucet je roven jedné.

Neparametrické metody obvykle vyuzivaji klouzavé pruméry. Velkou nevyhodou
pouzivani klouzavych primért je ztradta informace u pocatecnich a koncovych hodnot.
ProtoZze u nékterych druhit metod tyto hodnoty nelze urCit napt. Spencerovy metody.
Oznaceni ,,n-bodova metoda“ znamena, ze klouzavy prumér je aplikovan na ,,okno* vstupnich
hodnot o délce n bez ohledu na to jestli nékteré vahy jsou nulové. [4], [9], [22] V pfiloze B

jsou vyhlazené hodnoty pro vSechny pouzité neparametrické metody.
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Schirtlinova 9-bodova metoda

Tuto metodu vypocitdvame pomoci klouzavych priimért dle vzorce:
1
qx: ﬁ [9 qx+ 8 (qx— 1+ qx+ l) +2 (qx—2+ qx+2) - (qx-4+ qx+4)]' (60)

Vstupni hodnoty Q- 3 & gx + 3 jsou nulové hodnoty, proto se ve vzorci vynechavaji. [4]

Vyrovnani: Schartlinovou 9-bodovou metodou

0,70
<
0,60 A\
b=
€ 0,50
=
2
£ 0a0 .
S o 4 e q
g 0,30 ’:;,‘ . i
'(gu 0’20 /' “‘ qx
: y 4
0’10 44»‘/
0,00 48 : . .
0 20 40 60 80 100

Obrazek 5.: Vyrovnani: Schirtlinovou 9-bodovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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Wittsteinova 9-bodovametoda
Tato metoda je jedna z nejpouzivanéjSich pro vyhlazovani. Pro vyrovnanou hodnotu 0
plati:
1
qx= E [5 qx+ 4 (qx- 1+ qx+ l) +3 (qx—2+ qx+2) +2 (qx-3+ qx+3) + (qx—4+ qx+4)]' (61)

Ze vzorce je patrné, ze vahy u jednotlivych pravdépodobnosti jsou soumérné kolem stiedu,

tj. gx. Cim dale jsme od v&ku X, tim jsou vahy mensi. [4], [19], [21]

Vyrovnani: Wittsteinovou 9-bodovou metodou
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Obrazek 6.: Vyrovnani: Wittsteinovou 9-bodovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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Spenserova 15-bodova metoda

Pro vypocet vyrovnané hodnoty Qyx pouzivame vazené klouzavé praméery délky

2m + 1 = 15. Pomoci vzorce (62) dostaneme vyrovnanou hodnotu qx. [12], [21], [22]

~ 1 74qx+67 (qx_1+qx+1)+46 (qx—2+qx+2)+2] (qx—3+qx+3)+
g =— . (62)
320 |+ 3 (qx—4+ qx+4)_ 5 (qx—5+qx+5) -6 (qx —6+ qx+6) -3 (qx—7+qx+7)

Vyrovnani: Spenserovou 15-bodovou metodou
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0,00 40NN : : :
0 20 40 60 80 100

Obrazek 7.: Vyrovnani: Spenserovou 15-bodovou metodou

Zdroj: Viastni zpracovani dle [25]
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Spenserova 21-bodova metoda

Pomoci Spenserovy 21-bodové metody vyhlazujeme Qx V podstaté pouzitim metody
vazenych klouzavych pruméra délky 2m + 1 = 21. Vyrovnanou hodnotu gx dostaneme dle
vzorce: [12], [22]

1 60 qx+ 57 (qx—l+qx+l) +47 (qx—2+qx+2) +33 (qx—3+qx+3) +
ang +18 (qx-4+qx+4)+6(qx-5+qx+5)_2(qx-6+qx+6)_5(qx-7+qX+7)_ ’ (63)
-5 (qx—8+qx+8) -3 (qx-9+qx+9) - (qx—10+ qx+10)

Vyrovnani: Spenserovou 21-bodovou metodou
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Obrazek 8.: Vyrovnani: Spenserovou 21-bodovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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Hendersonova metoda

V praxi se ¢asto pouzivaji vahy pro pozorovani 5-ti obdobi s konkrétnimi hodnotami

{-0,073; 0,294; 0,558; 0,294; -0,073} ,a proto vzorec pro vypocet dostaneme ve tvaru:
3,=0,5584q +029% (q._,tq..,)-0073(q,_ ,*q,,,) (64)

Nevyhodou symetrickych klouzavych primért je ztrata informace na zacatku a na konci
vyrovnavané fady. Hendersenova metoda dokaze tuto nevyhodu odstranit pomoci aplikace
asymetrickych klouzavych priméra. Pro ocisténi prvni a posledni hodnoty fady se pouzivaji

vzorce: [12]

axl = 0,670 qx1+ 0,403 9y, 0,073 Dy (65)
g, =0,670g, +0403¢, -0,073q . (66)

Vypocet pro o¢isténi druhé a predposledni hodnoty fady dostaneme ze vztahu: [12]

g, =0257¢, +0,522¢, +0294q -0073¢,, (67)

g, =0257q, +0522q  +029%q,  -0073¢q, . (68)

n Xn-3

Vyrovnani: Hendersonovou metodou
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Obrazek 9.: Vyrovnani: Hendersonovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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Woolhouseova metoda
Pomoci Woolhouseovy metody vyhlazujeme dle vztahu: [16]

qx= 092 qx+ 0’192 (qx— l+qx+l) + 0’168 (qx—2+ qx+2) +O’056 (qX—3+ qx"’3) +
+0,024 (¢, ,+9q,.,,)-0016(q, stq,,5)-0,024(q, _tq, . )

(69)

Jednotlivé pravdépodobnosti ve vzorci nam fikaji, Ze vahy jsou soumérné kolem stifedu Q.

Vyrovnani: Woolhousovou metodou
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Obrazek 10.: Vyrovnani: Woolhousovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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Karupova metoda

Karupovou metodou vyrovnavame dle vzorce: [16]

@x= 0,2 q.+ 0,1824 (qx— l+qx+l) +0,1392 (qx—2+ qx+2) +0,0848 (qx—3 * qx+3) -
+0,0336 (¢, _,+q.,,)-0,0128(q, +q,.,.)-00144(q _ +q, ) - (70)
-0,0096 (¢, ;+q,.5)-0,0032(q, ¢*q,. )

Muzeme si v§Simnout, Ze vahy jednotlivych pravdépodobnosti ve vzorci jsou soumérné kolem

stiedu Qy.
Vyrovnani: Karapovou metodou
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Obrazek 11.: Vyrovnani: Karapovou metodou

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]
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5. Prijatelnost graduace

Pokud chceme mit graduaci pfijatelnou, musi byt hladkd a presnd. Piijatelnost graduace
zkouméame z diivodu ovéteni spravnosti vybrané metody graduace. Nize si uvedeme nékteré
testy a postupy. U dostatecné hladké graduace se vyrovnané hodnoty mér imrtnosti malo 1isi
v okoli vé€ku X. Pii piesnosti graduace se vyrovnané hodnoty miry umrtnosti piijatelné
odchyluji od hrubé miry umrtnosti v kazdém véku x. K ovéteni piesnosti a hladkosti graduace

se pouzivaji statistické postupy a testy. [22]

5.1. Ovéreni hladkosti graduovanych udajia

Matematickd definice hladkosti vyzaduje existenci derivaci libovolného tadu
vyrovnavajici funkce. Tato definice ptfipousti, abychom graduaci pocitali také pomoci vyssich
fadii polynomt, coz je z praktického hlediska nepfijatelné. Proto je zdkladnim kritériem
hladkosti tfeti diference graduovanych odhadi, kde pozadujeme co nejmensi tieti diferenci
a jeji pravidelny prubéh.

Pro posouzeni hladkosti graduovanych mér gy vypocitame tyto diference: [22]

A:AZ]\x:Z]\x_é\x-l’ (71)
AN =AG =Aq -Aq (72)
N=NG =NGg-Nq_, (73)

Definitivni zavér o dostatecné hladkosti graduace nemiizeme jednoznaéné urcit, protoze
posouzeni, jestli je tieti diference skute¢né dostatecné malé a pravidelna, je subjektivni. Treti

diference slouzi k porovnani vysledkli graduace pomoci vice druhti metod.

Pro kazdou zvolenou metodu se spocitd soucet absolutnich hodnot tfetich diferenci

graduovanych mér pomoci nasledujiciho vzorce:

>val (74)

A zjisti se minimalni hodnota z téchto soucti, ktera bude nejlepsi graduaci z hlediska

hladkosti. [22]

Vsechny ukazky vypocta v této kapitole se vztahuji k vékovému rozmezi od 30 do 60 let
pro muZe z Ceské republiky - rok 2011, protoze lidé vtomto v&ku jsou nejstabilngjsi
skupinou, kde lze nejvice predpokladat jejich umrtnost. Lidé v niz§im 1 vy$Sim véku patii

mezi rizikovéj$i skupinu S vy$§im vyskytem néhlych piihod jakéhokoliv typu.
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Pro ukazku vypoctu souctu absolutnich hodnot tietich diferenci graduovanych mér byla
pouzita Schirtlinova metoda. V tabulce 1. miZeme vidét vypocet prvni az tieti diference
a také absolutni hodnotu pro treti diferenci. Na poslednim tadku této tabulky mame soucet

absolutnich hodnot tfeti diference.

Tabulka 1.: Diferencovani Schirtlinové metody

Schirtlinova metoda

A

AZ

A3

A%

0,000023

-0,000020

-0,000044

-0,000019

0,000001

0,000045

0,000045

0,000053

0,000073

0,000072

0,000072

0,000116

0,000063

-0,000010

0,000010

0,000144

0,000028

-0,000035

0,000035

0,000101

-0,000044

-0,000072

0,000072

0,000075

-0,000025

0,000018

0,000018

0,000105

0,000030

0,000055

0,000055

0,000200

0,000095

0,000065

0,000065

0,000284

0,000084

-0,000011

0,000011

0,000220

-0,000064

-0,000147

0,000147

0,000166

-0,000054

0,000009

0,000009

0,000149

-0,000016

0,000038

0,000038

0,000260

0,000111

0,000127

0,000127

0,000374

0,000114

0,000003

0,000003

0,000371

-0,000004

-0,000118

0,000118

0,000485

0,000114

0,000118

0,000118

0,000469

-0,000016

-0,000130

0,000130

0,000700

0,000231

0,000247

0,000247

0,000750

0,000050

-0,000181

0,000181

0,000864

0,000114

0,000064

0,000064

0,000770

-0,000094

-0,000208

0,000208

0,000636

-0,000134

-0,000040

0,000040

0,000767

0,000131

0,000265

0,000265

0,000901

0,000134

0,000003

0,000003

0,001252

0,000351

0,000217

0,000217

0,001259

0,000007

-0,000344

0,000344

0,001258

-0,000001

-0,000008

0,000008

0,001194

-0,000064

-0,000063

0,000063
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0,002712

Zdroj: Viastni zpracovani dle [25]




V tabulce 2. Jsou uvedeny vysledky tfetich diferenci pro vSechny pfedstavené
neparametrické metody. Nejlepsi hladkost mé Spenserova 21-bodova metoda, ktera
nevyhlazuje krajni hodnoty. Na rozdil Hendersenova metoda vyhlazuje i krajni hodnoty, ale

ma nejhorsi hladkost.

Tabulka 2.: Soucet absolutnich hodnot ti‘etich diferenci graduovanych mér pro jednotlivé metody

T|AY]
Schirtlinova metoda 0,002712
Wittsteinova metoda 0,000645

Spenserova metoda (15 b) | 0,000401

Spenserova metoda (21 b) |0,000160

Hendersonova metoda |0,006274
Woolhouseova metoda | 0,001507

Karapova metoda 0,000502
Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]

5.2. Testovani prresnosti graduovanych udaju

V praxi se ¢asto pouziva pro testovani presnosti graduovanych udajii binomicky model

pro udaje gy a Poissonliv model pro hodnoty .

Binomicky model umoziiuje odhadnout pravdépodobnosti nastani urcitého poctu tmrti
tehdy, kdyZ je zndma pravdépodobnost imrti ¢y, popiipadé preziti 1 — gx. A predpokladame,
Ze pozorujeme Ny osob, jejichZz umrtnost je na sobé nezavisla a pozorované osoby dosahly

na zacatku pozorovani veék presné X rokill (pozorovani trva jeden rok).

Poissonliv model odhaduje pfimétfeny pocet imrti v souboru velkého poctu osob, které
maji stejny vek.

Pfi testovani presnosti zjiStujeme, zda pocet zemielych Dy Vv kazdé vékové skupiné je
blizky o¢ekavanému poctu na zaklad¢é graduace. Pii dostatecné velkém poctu pozorovanych
osob na zakladé¢ Moivreovy-Laplaceovy centralni limitni véty maji pozorovana Dy pfiblizné
normalni rozdéleni. Proto md& normovand proménnd Zy normované normalni rozdéleni
se stfedni hodnotou (75) a rozptylem (76).

E(D,) =P.q, (75)

V(Dx) = Px qx(l - qx) (76)
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Jestlize pro odhad pravdépodobnosti umrti ¢y pouzijeme graduované¢ hodnoty §,,

normovana proménna Zy ma nasledujici tvar: [22]

Dx'anx

Ze = = aplati Z~N(0;1). (77)
Px ax (1 - a)(j)

Tabulka 3. nam ukazuje vypocet piesnosti. Pouzita byla Spenserova 21-bodova metoda,

ktera méla nejlepsi hladkost. Vypocty v jednotlivych sloupcich jsou spocteny pomoci stiedni
hodnoty (75), rozptylu (76), smérodatné odchylky, coz je druhd odmocnina z rozptylu

a normované proménné Zy (77).

Tabulka 3.: Testovani piesnosti pro Spenserovu metodu (21 b)

Vék | Dy Py Spengérova E (D,) Ax=Dy- E (Dy) V (D) a (V (D)) Zy
metoda (21 b)

30 81 | 79462 0,000881| 70,006354 10,993646 | 69,944679| 8,363294 | 1,314512
31 84 | 85972 0,000910| 78,272870 5,727130| 78,201607 | 8,843167| 0,647633
32 87| 91395 0,000944 | 86,254506 0,745494 | 86,173103| 9,282947 | 0,080308
33 84 | 93409 0,000984 | 91,910341 -7,910341| 91,819906| 9,582270 | -0,825518
34 88 | 95384 0,001036 | 98,826123 -10,826123 | 98,723730| 9,935982 | -1,089588
35 109 | 97232 0,001105| 107,414610 1,585390 | 107,295947 | 10,358376 | 0,153054
36 124 | 98655 0,001194 | 117,778936 6,221064 | 117,638326 | 10,846120 | 0,573575
37 134 | 96375 0,001304 | 125,721028 8,278972 | 125,557025 | 11,205223 | 0,738849
38 125 | 89024 0,001436 | 127,840520 -2,840520 | 127,656938 | 11,298537 | -0,251406
39 125 | 81933 0,001586 | 129,927407 -4,927407 | 129,721371 | 11,389529 | -0,432626
40 125| 77917 0,001750 | 136,371152 -11,371152 | 136,132474 | 11,667582 | -0,974594
41 148 | 75022 0,001927 | 144,590350 3,409650 | 144,311680 | 12,012980 | 0,283830
42 180 | 71869 0,002120| 152,362796 27,637204 | 152,039786 | 12,330441 | 2,241380
43 161 | 69988 0,002332| 163,211095 -2,211095| 162,830489 | 12,760505 | -0,173276
44 174 | 70365 0,002572 | 180,979273 -6,979273 | 180,513793 | 13,435542 | -0,519463
45 194 | 71981 0,002852 | 205,271482 -11,271482 | 204,686100 | 14,306855 | -0,787838
46 250 | 75095 0,003188 | 239,371668 10,628332 | 238,608650 | 15,446962 | 0,688053
47 278 | 75122 0,003591 | 269,793086 8,206914 | 268,824151 | 16,395858 | 0,500548
48 252 | 69893 0,004069 | 284,426377 -32,426377 | 283,268917 | 16,830595 | -1,926633
49 325 | 65268 0,004618 | 301,429233 23,570767 | 300,037133|17,321580 | 1,360775
50 314163819 0,005233| 333,953341 -19,953341 | 332,205823 | 18,226514 | -1,094743
51 372 | 62768 0,005904 | 370,593762 1,406238 | 368,405709 | 19,193898 | 0,073265
52 442 | 64359 0,006628 | 426,541786 15,458214 | 423,714864 | 20,584335| 0,750970
53 539 | 68863 0,007403 | 509,797568 29,202432 | 506,023501 | 22,494966 | 1,298176
54 607 | 72167 0,008237 | 594,409808 12,590192 | 589,513900 | 24,279907 | 0,518544
55 619 | 73222 0,009133 | 668,717533 -49,717533 | 662,610309 | 25,741218 | -1,931437
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Vék | Dy Py Spengérova E (D,) Ax=Dy- E (Dy) V (Dy) a (V (DY) Zy
metoda (21 b)

56 758 | 73396 0,010100| 741,300114 16,699886 | 733,812978 | 27,088983 | 0,616483

57 803 | 73377 0,011146 | 817,880569 -14,880569 | 808,764243 | 28,438781 | -0,523249

58 930 | 73849 0,012281 | 906,942102 23,057898 | 895,803915 | 29,929984 | 0,770395

59 | 1024 |73772 0,013508 | 996,530621 27,469379 | 983,069236 | 31,353935| 0,876106

60 | 1088 | 72699 0,014837 | 1078,615472 9,384528 | 1062,612344 | 32,597735| 0,287889

Zdroj: Viastni zpracovani dle [25]
5.2.1. y*—test

Timto testem ovéfujeme normalni rozdéleni Zy. Nulovou hypotézu zamitame pti velkych
hodnotach rozdiltit mezi graduovanymi a hrubymi odhady a také pii velké hodnot¢ testovaciho
kritéria y2. [14], [22]

Testovaci kritérium je ddno vztahem:

r Z fo(l q) %)

které ma rozdéleni xz(n) stupniil volnosti, kde n je pocet vSech vékovych skupin.

ros ’ o 2 . v v
® zamitdme testovaci kritérium x°, jestli prekroci

kritickou hranici, kterou je kvantil X%-a' [14], [22]

Graduaci na hladiné vyznamnosti o

V tabulce 4. jsou hodnoty pro testovaci kritérium a kritické hranice. Testovaci kritérium se

pocitd podle vzorce (78). Pro kritickou hranici (kvantil X%_a) potifebujeme znat hodnotu o

a pocet stupni volnosti N. @ ma v tomto ptipadé hodnotu 0,05 a stupntt volnosti n je 31,
protoze testujeme pro vékovou kategorii od 30 do 60 let. Vypocet kritické hranice byl spocten
pomoci funkce CHIINV(a; n) Vprogramu Microsoft Excel 2010. Nulovou hypotézu
na hladiné¢ vyznamnosti o« = 0,05 nezamitdme, protoZe testovaci kritérium neptekrocilo
kritickou hranici. Miizeme fici, Ze mezi graduovanymi a hrubymi odhady nejsou velké rozdily

a proto Zy ma normalni rozdéleni.

Tabulka 4.: o test

xz test
Testovaci kritérium (TK) 27,983675
Kritickd hranice (KH) 44,985343
TK<KH nezamitame Ho

Zdroj: Vlastni zpracovani

® Obvykle se voli a = 0,05.
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Xz — test nemizeme oznacit za dostatecné spolehlivy pro urceni vhodnosti graduace.

Nekteré vzniklé chyby nemusi dokazat odhalit. Jde napiiklad o tyto ptipady: [22]
- levostranné nebo pravostranné zeSikmeni rozdéleni A,,
- nadmérné seskupeni pozitivnich nebo negativnich odchylek A,,

- velky pocet velmi malych odchylek a maly pocet velmi velkych odchylek A, coz

zpochybiiuje nezavislost odchylek A..

Pokud nastane zamitnuti hypotézy o normalnim rozdéleni A,, resp. Zy, pficin mize byt

nékolik: [22]

- existence nékolika velmi vysokych odchylek, nevyvdzenych velkym poctem

malych odchylek,
- vysoka kumulativni odchylka ¢asti nebo celého intervalu,

- prebytek velkych kladnych nebo zdpornych odchylek v ¢asti nebo v celém
veékovém intervalu,

- nadmérné seskupeni odchylek stejného znaménka.

Pro odhaleni téchto nedostatki pii graduaci pouzivame dodatecné testy: [22]

znaménkovy test,

test kumulativnich odchylek,

test zmeény znamének,

Stevenstv test seskupeni znamének.

Znaménkovy test

Znaménkovy test odhaluje nedostatky graduace v disledku velkého poctu kladnych
(zdpornych) odchylek Zy. Pokud normované hodnoty Zx nejsou levostranné ani pravostranné
zeSikmené, potom by libovolnd hodnota odchylky Zy méla byt kladnd nebo zaporna

s pravdépodobnosti 0,5.

Celkovy pocet kladnych odchylek Z* ma binomické rozdéleni Bi (n; m), kde n je pocet

vekovych skupin a 7 mé hodnotu 0,5.
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Zamitame nulovou hypotézu, pokud celkovy podet kladnych odchylek Z* pekroéi kritické
hranice, coz je 2,5% a 97,5% kvantil binomického rozdéleni. [14], [18], [22]

V tabulce 5. jsou hodnoty pro testovaci kritérium a kritické hranice. Testovaci kritérium je
pocet kladnych hodnot Zy. Kritické hranice jsou hrani¢ni hodnoty intervalu, do kterého by
mélo testovaci kritérium patiit, pokud nezamitdme nulovou hypotézu. Nulovou hypotézou
zjisStujeme, zda nedoslo k velkému poctu kladnych nebo zapornych znamének. Obé¢ kritické
hranice zjistime pomoci Binomického rozdé€leni. Pro vypocet kritickych hranic pouzijeme
funkci BINOM.INV(n; p; a) Vv programu Microsoft Excel 2010. Podet pokusti n je v naSem
pfipadé 31. Pravdépodobnost nastani kladného <¢i zaporného znaménka je O0,5.

A a ma velikost pro prvni kritickou hranici 2,5 % a pro druhou kritickou hranici 97,5 %.

Nulovou hypotézu nezamitame, protoze testovaci kritérium nalezi do intervalu kritickych

hranic. Miizeme fici, Ze nedoslo k velkému seskupeni poctu kladnych a zdpornych znamének.

Tabulka 5.: Znaménkovy test

Znaménkovy test
Testovaci kritérium (TK) 19
Kritick4 hranice 1 (KH1) 10
Kritick4 hranice 2 (KH2) 21
KH1 < TK < KH2 nezamitame Ho

Zdroj: Vlastni zpracovani

Test kumulativnich odchylek

Timto testem zjiStujeme nepiijatelnost graduace v disledku velkych kumulativnich
odchylek v casti nebo v celém veékovém intervalu. Jestlize odchylky A, =D, - P,§_ maji
normalni rozd€leni se stfedni hodnotou E(A,) = 0 a rozptylem V(A,) =P.q (1-4), poté
kumulativni odchylky maji normalni rozdéleni N [0; . (Px q. (1 - @x))] Parametry rozdéleni

kumulativnich odchylek )., A,ziskame z vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu souctu

nezavislych nahodnych proménnych A,.
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Nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti a nezamitame, jestlize absolutni normované

kumulativni odchylky nepfesahnou hodnoty kvantilu z, _«, proto plati: [22]
2

DGR oo
. (paa-a))

-Zl-

[NSIRS]

2

V tabulce 6. jsou hodnoty pro testovaci kritérium a kritické hranice. Testovaci kritérium je

vypocitano podle vzorce (79), ktery se nachazi mezi dvéma kvantily. Kritické hranice jsou

kvantily -z, « a z ¢, které spofteme pomoci funkce NORMSINV(1 - g)e V programu
2 2

Microsoft Excel 2010. o ma hodnotu 0,05.

Muizeme fici, Ze mame pfijatelnost graduace, protoze nezamitime nulovou hypotézu

a tudiz normované kumulativni odchylky nepiesahly hodnoty KH1 a KH2.

Tabulka 6.: Test kumulovanych odchylek

Test kumulovanych odchylek
Testovaci kritérium (TK) 0,654363
Kriticka hranice 1(-2og75) -1,959964
Kriticka hranice 2 (7o g75) 1,959964
KH1 < TK < KH2 nezamitame Ho

Zdroj: Vlastni zpracovani

Test zmény znamének

Jsou-li normované odchylky Zx nezavislé a zaroven maji normalni rozdéleni N (0; 1),
potom s pravdépodobnosti 0,5 bude znaménko s pofadim (X + 1) stejné jako znaménko Xx-té
odchylky. Celkovy pocet znamének pak bude mit binomické rozdéleni pravdépodobnosti
Bi(n-1;05).

Nulovou hypotézu na hladin€é vyznamnosti a zamitame, jestlize pocet znaménkovych

zmén prekroéi percentil (1 - &)-100 binomického rozdéleni pravdépodobnosti. [22]

V tabulce 7. jsou hodnoty pro testovaci kritérium a kritické hranice. Testovaci kritérium se

spoCitd mechanicky jako zménu znamének proménné Zy, Pro kritickou hranici spocitdme

® Zaporny kvantil musime vynasobit hodnotou (- 1).
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pomoci Binomického rozd€leni dle funkce BINOM.INV(n - 1; p; (1 -a)‘IOO) V programu
Microsoft Excel 2010. Hodnota n — 1 znazoriuje celkovy pocet zkoumanych hodnot minus

jedna. Velikost pravdépodobnosti pouzijeme opét 0,5, protoze nastdni kladného nebo
zéporného znaménka bude padesati procentni. Percentil vypocitame ze vztahu (1 - a)~100
a hodnota « = 0,05.

Nulovou hypotézu nezamitame, protoze testovaci kritérium je mensi, nez kritickd hranice.

Graduaci povazujeme za piijatelnou.

Tabulka 7.: Test zmény znamének

Test zmény znamének
Testovaci kritérium (TK) 14
Kriticka hranice (KH) 19
TK<KH nezamitame Ho

Zdroj: Vlastni zpracovani

Stevensuv test seskupeni znamének

Stevenslv test seskupeni znamének odhaduje nadmérné seskupeni odchylek A, stejnych
znameének A, =D, - P, q . Tento test pfedpoklada, Ze pocet kladnych odchylek je n; a pocet
zapornych odchylek je ny, pti¢emz plati n; + n, = n. Také se predpoklada existence t skupin

kladnych znamének.

Vypocet pocti zptsobtl, kterymi je mozné rozdé€lit n; kladnych znamének do t skupin je:

ny- 1
(")) (80)
Také pro zaporna znaménka n; je pocet zptisobt rozdéleny do t skupin:

t

Pro celkovy pocet zptisobi uspotfadani kladnych znamének n; a zapornych znamének n; je:

(”‘;;”2). (82)
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Vyslednou hypergeometrickou pravdépodobnost dostdni t skupin kladnych znamének

pfi poctu n; kladnych a ny zapornych znamének vyjadiime ve tvaru:
ny- 1 (2 +1
G (20)
7l
(n1)

Dle Stevensovy statistiky zamitame nulovou hypotézu graduace, pokud nepiesahne

aplati n; +n, =n. (83)

pravdépodobnost pro jednotlivé parametry t hodnotu 0,05.
n- 1 (2 +1
Z ( -1 ) ( ¢ )
n
4 (nl)

Tento vypocet miZzeme oznalit za velmi zdlouhavy, proto pro vypocet pouzivame

<0,05 (84)

hypergeometrické tabulky. Vypoéitame si stfedni hodnotu M™, rozptyl V* a pocet g seskupeni

kladnych znamének.

M _ l’ll'(l’l2+ 1) (85)
(ny - mp)? (86)

Pomoci Stevensova testu miizeme na hladiné vyznamnosti a porovnat hodnoty testovaciho

kritéria

G= (87)

g-]\f
s kvantilem -z, normovaného normaélniho rozd€leni. Pokud G<-z zamitime

nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti a. [22]

V tabulce 8. jsou hodnoty pro testovaci kritérium a kritické hranice. Hodnota n; znamena
pocet kladnych znamének a hodnota n, pocet zapornych znamének, které ziskame z tabulky 3.
pro normovanou proménnou Zy. Testovaci kritérium se spocita podle vzorce (87). Hodnotu g
ziskdme spoctenim poctu seskupeni znamének, také z tabulky 8. Pro normovanou proménnou
Z,, pro sttedni hodnotu M" pouZijeme vzorec (85) a rozptyl V' spocitame dle (86). Kriticka
hranice v tomto pfipad¢ je kvantil - z, _ , ktery ziskdme zapornou funkci -NORMSINV(1 - @)

z programu Microsoft Excel 2010. Hladina vyznamnosti o = 0,05.
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Nulovou hypotézu o pfijatelnosti graduace nezamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

Muzeme fici, ze nedoslo k nadmérnému seskupeni odchylek stejného znaménka.

Tabulka 8.: Stevensiiv test seskupeni znamének

Stevensuv test seskupeni znamének

Ny 19
N, 12
g 8
M* 7,967742
A 1,744957
Testovaci kritérium (TK) 0,024420
Kriticka hranice (KH) -1,644854
TK > KH nezamitame Ho

Zdroj: Vlastni zpracovani
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b4

6. Teorie modelu imrtnosti pro vyssi vékové kategorie

Tato kapitola obsahuje vysvétleni Gompertz-Makehamovy funkce, protoze vysoké veéky se
ji tradicné vyrovnavaji. Velice dobfe vyhlazuje specifické miry umrtnosti, pfiemz jeji
vysledky patii mezi nejpiesnéjsi. Tuto metodu si predstavime, odhadneme jeji parametry
a ukdzeme si jeji princip na nazorné ukazce.

,Z grafu specifickych mer umrtnosti pro vék 60 a vice let je patrné, Ze hodnoty
specifickych mér umrtnosti pro nejvyssi vek (nad 90let, nekdy jiz nad 85 let) jsou pochybné. *

[9, str. 35] Coz si miZeme ovéfit na nasledujicim obrazku 12.

Specifické miry amrtnosti
Muzi 2011 Ceska republika

0,60

0,50 7 3

0,40 ®* o

0,30 .
*
0,20 L 2

0,10 ’.ﬂ—*

0,00

Specifické miry imrtnosti

60 65 70 75 80 85 90 95 100

Obrizek 12.: Specifické miry imrtnosti od 60 do 100 let — Muzi 2011 Cesk4 republika

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [25]

Empirické 1 vyrovnané hodnoty pro vysoké veéky se vyrazné¢ odchyluji od trendu
predchozich hodnot, vysledné hodnoty v grafu maji tendenci exponencidlniho ristu. Pti¢inou
odchylek mlze byt zatizeni specifickych mér umrtnosti velkou ndhodnou chybou, protoze
Vv tomto véku jsou pocty zijicich pomérné malé, nékdy 1 systematickou chybou.

cey

Pocty zijicich mohou byt relativné nepfesné a také je vyrazné porusen piedpoklad
0 rovhomérném rozlozeni umrti béhem jednoletych intervall ve vysokém veku. Proto
pro nejvyssi hodnoty véku nelze pouzit vyrovnani klouzavymi primeéry. Pouzivanou metodou

eliminace ndhodnych chyb je vyrovnani analytickou funkei.
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Zavislost miry umrtnosti na véku je natolik slozita, ze nemiizeme vyjadfit vyrovnani
v celkovém veékovém rozmezi zadnou jednoduchou funkci. Omezime-li se pouze na vyssi
vék, mizeme vyrovndni umrtnostnich mér provést tzv. Gompertz-Makehamovou funkci.

[10], [11]

6.1. Gompertz-Makehamova funkce

V roce 1825 vyslovil Benjamin Gompertz myslenku, Ze schopnost jedince odolavat
destrukci ubyva s vékem piimo umérné velikosti této schopnosti. Chapeme-li ,,0odolnost vici
destrukci® jako opak umrtnosti a méfime-li ji pfevracenou hodnotou intenzity umrtnosti,

muzeme Gompertziv vyrok zapsat do tvaru: [10]

d(u(l_x)) 1 (88)
T :_h,u(x)’h>0'

Leva strana nam vyjadiuje ubytek ,,odolnosti viici destrukci® za infinitezimalni ¢asovy
interval a na pravé strané je tento ubytek znazornén jako pomérna cast ze své hodnoty.
Znaménko minus na pravé stran¢ znamend, ze predpokladame konstantni imérnost ubytku.

Diferencialni rovnici (88) integrujeme (C je konstanta): [10]

i
JdTv))-Jhdxﬂz (89)

p(x)

Primitivni funkce ma tvar: [10]

zn(ﬁ>=-h-x+c (90)

Z tohoto vztahu (90) vyvodime, ze konstanta musi byt kladnd. Kdyby byla mensi nebo

rovna nule, musela by byt leva strana zaporna. Vyraz /ﬁ by byl mensi neZ jedna a tedy

u(x)>1 a to pro vSechna X. Takova intenzita imrtnosti je vSak nesmyslna, znamenalo by to,

ze by kazdy rok umiralo tolik jedinct, kolik odpovida sttednimu stavu. Proto je C > 0.
Po upravé primitivni funkce (90) dostaneme: [10]

ux)=e€- e (91)
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Pro zjednodu$eni oznadime e© parametrem b, ktery je vétsi nez 0, ale zaroven mensi

h

nez 1. A vyraz ¢" ozna¢ime parametrem C, protoze h je kladné, ¢ bude vétsi nez 1. PiepiSeme

do tvaru: [10]

w(x) =bc*, c>1

92
0<b<l. 42

Pii aplikaci tohoto modelu dosdhl Gompertz mnohem lepSich vysledkli, nez nékteré
modely do té doby. Nicméné z dneSniho hlediska nemtzeme fici, ze se jedna o dobré
vyrovnani. Proto v roce 1867 William Matthew Makeham pfiSel s mySlenkou rozdélit priciny
smrti na souvisejici s vékem a na ty, které s vékem nesouviseji (napf. nadhodna Gmrti —

nehody). Zavedl novy parametr a, jez s pii¢inou smrti s vékem nesouvisi: [1], [10]

ulx)=a+bc*, c>1

93
0<b<1. 53)

Parametr a by m¢l byt logicky kladny, ale odhady z empirickych dat vychazejici zhruba

od poloviny 60. let minulého stoleti pro ¢eské muze zaporn€. Mozna by se to dalo vysvétlit

zemfeli. Je to tedy opak nahodnych umrti. [1], [10]

Jestlize budeme model (93) aplikovat pro umrtnost v celém vékovém rozpéti nedosahneme
pfiliS dobrého vyrovnani. Ale pokud pouzijeme vyrovnavani umrtnosti jen pro vyssi véky,
kdy se zfejm¢ prosazuje ,,pfirodni charakter umrtnosti (zatimco ve stfednim véku ma
umrtnost vice ,,socidlni* charakter). Vyrovnani umrtnosti pro vyssi véky miizeme touto funkci

(93) popsat témé&f dokonale. [10]

Na obrazku 11. vidime, Ze zhruba u 60. roku Zivota za¢ina umrtnost stoupat rychleji. Proto
povazujeme za vys§i véky nad 60 let. Ze zacatku této kapitoly jsme si uvedli, Ze specifické

miry imrtnosti 1ze viceméné spolehlive urcit - asi do 85 let. [10]

. . ., . oy v,y . 1
Pro intenzitu miry Umrtnosti ze vztahu (93) mlzeme vyuzit piedpoklad m, = u (x+ 5)

a ostdvame pro specifické miry imrtnosti:

m,=a+ bcx7 (94)

kde a, b a ¢ jsou neznamé parametry. [9]
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Jelikoz je Gompertz-Makehamova funkce citlivd na malé zmény parametri, méli bychom
odhad parametri odhadovat co nejptesnéji. Na druhou stranu odhad umrtnosti ve vysSich

vécich uz neni tak dulezity, proto se nékdy spokojime s mén¢ kvalitnim odhadem. [10]

Gompertz-Makehamova funkce neni linedrni v parametrech, proto odhad téchto parametrt
nelze transponovat na linedrni funkci. Odhad parametrii provedeme obvyklym zptisobem

pfi feSeni nelinearni regrese. [9]

6.2. Odhad parametra pro Gompertz-Makehamovu funkci

Gompertz-Makehamova funkce (93) ma tfi parametry, proto stac¢i k jejich urceni tfi
hodnoty (body). Jelikoz bychom mohli dostat volbou tii, ne zcela typickych, bodi
nevyhovujici vysledek, zavedeme jakési ,,souhrnné* body, aby pravdépodobnost jejich

vychyleni byla mensi: [10]

xotk-1 xotk-1
1
—+ =
=Y e 3 (o)
X=Xq X=Xxq
X0+2k-1 X0+2k-1
1
— — xtx
G, = Z m, = Z (a-irbc 2), (95)
x=xo0t+k x=xo0t+k
xot3k-1 xot+3k-1
1
+ =
=3 e 3 (ornet).
x=xo+2k x=xo+2k

Pro odhad parametrli si zvolime pocatek prvniho intervalu Xo, V naSem ptipadé 60 let,
a délku intervalu k, v nasem ptipad¢ 8. Dostaneme souéty od 60 do 67 let, od 68 do 75 let
aod 76 do 83 let a vyuzijeme celé vékové rozpéti od 60 do 84 let, za néZ mizeme urcit

specifické umrtnosti. [10]

Provedeme soucty na pravych stranach a vytkneme konstanty nezavislé na x z rovnic (95)
dostaneme:
el
G =k-a +bcx°+iz c,
i=0

(96)
k-1

1
a2+ i
Gy,=k-a+bc®"2 k E c,
i=0
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s
o+ ;
Gy=k-a+bc""2 2ch’.
i=0

Z vyjadieni (96) se postupné zbavime jednotlivych parametri. Nejprve odeéteme G; od G,

a Gy od G3, ¢imz vylou¢ime parametr a: [10]

Gr-Gr=be T (1) (et o+ 1) =be™ Ty & (F-1).

(97)
1
Gy-Gy=bc 17k, (F-1)-(M+e+...+k ) =bc"2 +k2c (-1).
Dale tyto dvé rovnice podélime a dostaneme rovnici pro jednu neznamou: [9], [10]
G3 - GZ I
=, 98
GG, ¢ (98)

o= 4F = (HF (99)

Spoc¢teme si pomocny parametr K¢: [9]

Yo+ e +_ -1
K.=c"2-(1+c+.. .+ 1)=c" (100)
c-1
A nakonec si spo¢itame rovnice pro parametry a a b: [9]
po 2201 (101)
Kc ) (ck'l)
G, -b-K,
g= - _ (102)

Abychom mohli vypocitat hodnoty pro Gompertz-Makehamovu funkci, pouZijeme vzorec
(94), do kterého dosadime hodnoty jednotlivych parametrti. Timto dostaneme vyhlazené
hodnoty pro Gompertz-Makehamovu funkci. Dale tyto hodnoty budeme optimalizovat

pomoci metody nejmensich ¢tverct dle vzorce (103). [9]

Z(m - mGM)? (103)

Pro zjisténi nejpresnéjsi graduace ménime velikost intervalu k. Diky vzorci (103) ziskame
jednotlivé hodnoty pro dany interval K. Z téchto vypocitanych hodnot vybereme minimum,

které znamena nejlepsi vyhlazeni pomoci Gompertz-Makehamovi funkce pro dany interval k.
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6.3. Vyrovnani pomoci Gompertz-Makehamovy funkce

Z ptedchazejici podkapitoly 6.2. vyplyva vychozi velikost intervalu Kk (tj. 8) a pocatecni

hodnota X (tj. 60 let). Hodnoty pro ukazku vyhlazovani byly pouzity z Eurostatu pro muze -

rok 2011, Ceska republika.

V tabulce 9. muzeme vidét ve druhém sloupci specifické miry umrtnosti zjisténé

z Eurostatu. Ve tietim sloupci jsou vyhlazené specifické miry umrtnosti podle vzorce (94)

a hodnoty, potiebné k tomuto vypoctu, jsou v tabulce 10. V poslednim sloupci jsme pouzili

metodu nejmensich ¢tverct, kterda nam ukazuje rozdil mezi nevyhlazenou a vyhlazenou

specifickou mirou imrtnosti na druhou. Na konec v poslednim fadku mizeme vidét soucet

téchto hodnot pro interval k = 8.

Tabulka 9.: Gompertz-Makehamova funkce specifické miry imrtnosti

Vek My m, Y (my - mEM?
60 | 0,0149700 | 0,0165014 | 0,0000023
61 | 0,0162300 | 0,0174054 | 0,0000014
62 | 0,0172500 | 0,0184188 | 0,0000014
63 | 0,0200400 | 0,0195547 | 0,0000002
64 | 0,0210000 | 0,0208282 | 0,0000000
65 | 0,0235500 | 0,0222557 | 0,0000017
66 | 0,0244700 | 0,0238559 | 0,0000004
67 | 0,0269600 | 0,0256498 | 0,0000017
68 | 0,0287200 | 0,0276608 | 0,0000011
69 | 0,0304700 | 0,0299151 | 0,0000003
70 | 0,0316900 | 0,0324421 | 0,0000006
71 | 0,0363900 | 0,0352750 | 0,0000012
72 | 0,0396900 | 0,0384506 | 0,0000015
73 | 0,0409400 | 0,0420105 | 0,0000011
74 | 0,0431200 | 0,0460012 | 0,0000083
75 | 0,0512100 | 0,0504747 | 0,0000005
76 | 0,0541200 | 0,0554895 | 0,0000019
77 | 0,0617400 | 0,0611112 | 0,0000004
78 | 0,0649300 | 0,0674131 | 0,0000062
79 | 0,0761700 | 0,0744775 | 0,0000029
80 | 0,0829000 | 0,0823967 | 0,0000003
81 | 0,0937600 | 0,0912742 | 0,0000062
82 | 0,1021200 | 0,1012259 | 0,0000008
83 | 0,1100300 | 0,1123818 | 0,0000055
84 | 0,1280500 | 0,1248876 | 0,0000100

2 (my- mY)?=| 0,0000580
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V tabulce 10. jsou hodnoty pro jednotlivé ,souhrnné*“ body vypocitany dle souctu
pro jednotlivé intervaly (napt. pro G1 = mgy + Mgy + ... + Mg7), parametry jsou spocteny dle
vzorct pro ¢ (99), K (100), b (101) a a (102). Velikost intervalu k jsme si ur¢ili 8.

Tabulka 10.: Gompertz-Makehamova funkce parametry

k 8
€l 0,1644700
G2 0,3022300
G3 0,6457700
c 1,1210030
b 0,0000074
o 0,0090308
Ke 12379,2299731
cX 2,4937573

Vlastni zpracovani dle [15]

Nejlepsi vyhlazeni zjistime pomoci souctu metody nejmensich ¢tverci pro jednotlivé
intervaly. V tabulce 11. vidime hodnoty pro jednotlivé intervaly k. Nejmensi hodnota nam
fika (v nasem piipadé¢ k = 8), ze podle tohoto intervalu mame vyhlazovat Gompertz-

Makehamovu funkci.

Tabulka 11.: Gompertz-Makehamova funkce velikost intervalt

y (mx_mXGM)Z
k=2 | 0,000428
k=3 | 0,017244
k=4 | 0,009234
k=5 | 0,005654
k=6 | 0,000924
k=7 | 0,000204
k=8 | 0,000058

Viastni zpracovani dle [15]
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Vyrovnani: Gompertzovou-Makehamovou
funkci
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Obrazek 13.: Vyrovnani: Gompertzovou-Makehamovou funkei od 60 do 84 let

Viastni zpracovani dle [15]
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7. Vybrani vhodného modelu

V této kapitole vybereme vhodny model pro porovnavani imrtnosti. Nasledné tento model
pouzijeme k porovnavani Ceské republiky a vybranych evropskych zemi pomoci specifickych
mér umrtnosti (v kapitole 8). Vékové rozmezi je uréeno od 60 do 84 let, protoze data jsou

ptevzata z Eurostatu, ktery zvefejiiuje dostupné hodnoty pouze do veéku 84 let.

Pro porovnavani timrtnosti pro Ceskou republiku a vy$e zminéné evropské zemé byly
vhodné dva modely, zjiz popsanych, ze kterych byl dale vybran ten vhodné&j$i model

pro vyhlazovani.
Vybrané modely jsou:
- Graduace pomoci standardnich tabulek,
- Gompertz-Makehamova funkce.

Pro porovnani téchto metod byly pouzity pravdépodobnosti umrti pro Slovenskou
republiku — muzi rok 2009 a 2010, a zeny rok 2009 a 2010, pro vék 60 az 84 let. K této
metod¢ se vyzaduji data z pojistovny a Slovenskad republika, jako jedina, tyto informace
zvetejiiuje na webovych strankdch Narodné Banky Slovenské. Pouzili jsme je k porovnani
Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovy funkce. U kazdé metody

jsme provedli porovnani pomoci metody nejmensich ctverci.

Popiseme si nasledujici Ctyfi tabulky. Ve druhém sloupci mame uvedeno (, které je
spocteno podle vzorce (47). Vyrovnana hodnota podle Graduace pomoci standardnich tabulek
je @ a vyrovnana hodnota podle Gompertz-Makehamovi funkce je §“V. Posledni dva sloupce
jsou pomocné vypocty, abychom zjistili, kterd metoda nejlépe vyhlazuje umrtnostni tabulky.
Posledni tadek je suma téchto vyhlazenych hodnot. Konkrétni mezivypocty pro metodu

Graduace pomoci standardnich tabulek jsou uvedeny v piiloze C.
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Pro muze z roku 2010 v tabulce 12. muzeme fici, Ze vyhlazeni pro vék 60 az 84 let je lepsi

pro model Graduace pomoci standardnich tabulek.

Tabulka 12.: Porovnani Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovi funkce
pro rok 2010 - muZi Slovenska republika

Vék qx qx " | (ax—aD? | (a2

60 0,00889| 0,01016| 0,01073| 1,61E-06 3,37E-06
61 0,01117| 0,01114| 0,01099| 9,30E-10 3,24E-08
62 0,01238| 0,01202| 0,01129| 1,35E-07 1,19E-06
63 0,01342| 0,01246| 0,01165| 9,21E-07 3,16E-06
64 0,01528| 0,01321| 0,01205| 4,29E-06 1,04E-05
65 0,01401| 0,01411| 0,01253| 1,04E-08 2,19E-06
66 0,01149| 0,01513| 0,01308| 1,33E-05 2,53E-06
67 0,00938| 0,01573| 0,01371| 4,03E-05 1,87E-05
68 0,01558| 0,01679| 0,01445| 1,46E-06 1,28E-06
69 0,01638| 0,01789 0,0153| 2,28E-06 1,16E-06
70 0,00739| 0,01952| 0,01629| 1,47E-04 7,93E-05
71 0,01212| 0,02134| 0,01744| 8,50E-05 2,83E-05
72 0,01725| 0,02274| 0,01877| 3,02E-05 2,32E-06
73 0,02687| 0,02359| 0,02032| 1,07E-05 4,29E-05
74 0,02436| 0,02575| 0,02211| 1,92E-06 5,07E-06
75 0,02893| 0,02896| 0,02419| 1,46E-09 2,25E-05
76 0,03699| 0,03129| 0,02659| 3,24E-05 1,08E-04
77 0,03309| 0,03354| 0,02938| 2,03E-07 1,37E-05
78 0,04413| 0,03606| 0,03262| 6,51E-05 1,33E-04
79 0,04531| 0,04052| 0,03637 2,3E-05 8E-05
80 0,03746| 0,04402| 0,04072| 4,29E-05 1,06E-05
81 0,06837| 0,04816| 0,04576| 4,08E-04 5,11E-04
82 0,04082| 0,05273| 0,05161| 1,42E-04 1,17E-04
83 0,01529| 0,05777| 0,05839| 1,81E-03 1,86E-03
84 0,05876| 0,06332| 0,06625| 2,08E-05 5,62E-05
X =| 0,0028792 0,0031110

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]
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Gompertz-Makehamova funkce a
Graduace pomoci standardnich tabulek:
muzi 2010 SR
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Obrazek 14.: Vyhlazovani dle Gompertz-Makehamovy funkce a Graduace pomoci standardnich
tabulek: muzi 2010 SR

Na obrazku

14.

muzeme

vidét

pribeh

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]

jednotlivych  vyhlazeni a hodnoty

pro pravdépodobnost imrti. Z obrazku je patrné, Ze obé dvé metody vyhlazuji umrtnost od 60

asi do 66 let a od 81 do 84 let podobng, ale mezi lety 67 az 80 se rozchazeji. Z grafu miizeme

vidét, Ze lepsi vyhlazeni umrtnosti znazoriiuje ¢ervena kiivka (vyhlazené hodnoty — Graduace

pomoci standardnich tabulek).

Pro Zeny zroku 2010 v tabulce 13. vychazi, pro vékové rozhrani 60 az 84 let, jako

vhodnéjsi Gompertz-Makehamova funkce.

Tabulka 13.: Porovnani Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovi funkce
pro rok 2010 - Zeny Slovenska republika

Vék qx qx a:" (@ — D% (@, —qi™)?
60 0,00334| 0,00369 0,0046| 1,20E-07 1,59E-06
61 0,00439| 0,00412| 0,00473| 7,61E-08 1,18E-07
62 0,00464 | 0,00452| 0,00489| 1,26E-08 6,42E-08
63 0,0043| 0,00482| 0,00507| 2,73E-07 5,91E-07
64 0,00565| 0,00525| 0,00529 1,6E-07 1,3E-07
65 0,00651| 0,00572| 0,00554| 6,35E-07 9,40E-07
66 0,0069| 0,00624| 0,00585| 4,28E-07 1,11E-06
67 0,00645| 0,00657 0,0062| 1,47E-08 6,05E-08
68 0,00845| 0,00712| 0,00663| 1,75E-06 3,31E-06
69 0,00892| 0,00778| 0,00713| 1,32E-06 3,21E-06
70 0,0057| 0,00879| 0,00772| 9,55E-06 4,09E-06
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AS
X
~GM
X

Vék qx qx " (@ —aD? | (ax — qEM)?
71 0,0054| 0,00982| 0,00843| 1,95E-05 9,14E-06
72 0,00867| 0,01074| 0,00926| 4,26E-06 3,45E-07
73 0,01486| 0,01149| 0,01024| 1,14E-05 2,13E-05
74 0,01106| 0,01298| 0,01141| 3,7E-06 1,22E-07
75 0,01054| 0,01475| 0,01278| 1,78E-05 5,05E-06
76 0,01161] 0,01636| 0,01442| 2,25E-05 7,87E-06
77 0,0162| 0,01799| 0,01635| 3,23E-06 2,26E-08
78 0,0222| 0,02033| 0,01863| 3,49E-06 1,27E-05
79 0,01406| 0,02317| 0,02133| 8,3E-05 5,29E-05
80 0,0311| 0,02568| 0,02453| 2,93E-05 4,32E-05
81 0,04262| 0,02872| 0,02831| 1,93E-04 2,05E-04
82 0,03263| 0,03225| 0,03279| 1,47E-07 2,61E-08
83 0,02404] 0,03622| 0,03809| 1,48E-04 1,98E-04
84 0,05871| 0,04069| 0,04436| 0,000325 0,000206
¥ =| 0,0008792| 0,0007757
Zdroj: Viastni zpracovani dle [27]
Gompertz-Makehamova funkce a
Graduace pomoci standardnich tabulek:
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Obrazek 15.: Vyhlazovani dle Gompertz-Makehamovy funkce a Graduace pomoci standardnich
tabulek: Zeny 2010 SR

Na obrazku 15.

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]

vidime prab¢h kiivek pro obé metody vyhlazeni a hodnoty

pravdépodobnosti amrti. Vysledné kiivky obou metod skoro splyvaji, ale mezi 71. rokem

az 81. rokem zivota je vidét mirny rozestup a od véku 82 let jednotlivé kiivky smétuji jinam.
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Z obrazku neni zcela jasné, ktera metoda vyhlazuje 1épe, ackoliv se Gompertz-Makehamova

funkce spiSe blizi k pivodnim hodnotam, patrné je to zejména v intervalu 71 az 81 let.

Pro muze zroku 2009 vtabulce 14. je mensi soucet metody nejmensSich Ctverct,

pro vékové rozhrani 60 az 84 let, v Gompertz-Makehamové funkci.

Tabulka 14.: Porovnani Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovi funkce
pro rok 2009 - muzi Slovenska republika

Vék qx ,qfc ﬁfM (qx = ax)z (qx = ﬁfM)Z
60 0,01063| 0,01089| 0,01063| 6,63E-08 2,68E-12
61 0,01137 0,0121| 0,01127| 5,34E-07 1,03E-08
62 0,01212 0,013| 0,01196| 7,78E-07 2,35E-08
63 0,0156| 0,01383| 0,01273| 3,12E-06 8,23E-06
64 0,01641| 0,01448| 0,01356| 3,71E-06 8,07E-06
65 0,01415| 0,01532| 0,01448| 1,36E-06 1,07E-07
66 0,01213| 0,01601| 0,01548| 1,51E-05 1,12E-05
67 0,01429| 0,01732| 0,01658| 9,18E-06 5,23E-06
68 0,01452| 0,01858| 0,01778| 1,64E-05 1,06E-05
69 0,01469| 0,02047| 0,01909| 3,34E-05 1,94E-05
70 0,02058| 0,02207| 0,02053| 2,24E-06 2,23E-09
71 0,01063| 0,02412 0,0221| 1,82E-04 1,32E-04
72 0,03005| 0,02556| 0,02382| 2,02E-05 3,88E-05
73 0,03025 0,0266| 0,02571| 1,33E-05 2,06E-05
74 0,03121| 0,02843| 0,02777| 7,72E-06 1,18E-05
75 0,03491| 0,03101| 0,03003| 1,52E-05 2,38E-05
76 0,04903 0,0351 0,0325| 1,94E-04 2,73E-04
77 0,03037| 0,03791| 0,03521| 5,68E-05 2,34E-05
78 0,03433| 0,04135| 0,03817| 4,92E-05 1,47E-05
79 0,04446| 0,04514| 0,04141| 4,67E-07 9,28E-06
80 0,04278| 0,04933| 0,04496| 4,28E-05 4,75E-06
81 0,03433| 0,05393| 0,04884| 3,84E-04 2,11E-04
82 0,06811| 0,05901| 0,05309| 8,29E-05 2,26E-04
83 0,04852| 0,06458| 0,05775| 2,58E-04 8,52E-05
84 0,05876 0,0707| 0,06284| 0,000143 1,67E-05

X =| 0,0015354 0,0011527

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]
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Obrazek 16.: Vyhlazovani dle Gompertz-Makehamovy funkce a Graduace pomoci standardnich
tabulek: muzi 2009 SR

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]

Na obrazku 16. se nachazi kifivky vyhlazeni dvou metod a hodnoty pravdépodobnosti
umrti. Obé kiivky asi do 75 let skoro splyvaji. Od 76 let ma kazda kiivka jiny prabéh.
Mirnéj$im stoupanim se projevuje Gompertz-Makehamova funkce a jeho kiivka se stale vice

pfiblizuje hodnotam pravdépodobnosti tumrti.

Pro zeny z roku 2009 v tabulce 15. jsme také pocitali pro vékové rozhrani 60 az 84 let

a opét 1épe vysla Gompertz-Makehamova funkce.

Tabulka 15.: Porovnani Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovi funkce
pro rok 2009 - Zeny Slovenska republika

Vék qx qx a:" (@ — D% (@, —qi™)?
60 0,00428| 0,00415| 0,00565| 1,75E-08 1,88E-06
61 0,0049| 0,00489| 0,00573| 8,88E-11 6,91E-07
62 0,00527| 0,00544| 0,00583| 2,99E-08 3,13E-07
63 0,00632| 0,00595| 0,00594| 1,43E-07 1,45E-07
64 0,00704| 0,00634| 0,00609| 4,89E-07 9,03E-07
65 0,00641| 0,00685| 0,00627| 1,97E-07 1,94E-08
66 0,00558| 0,00728 0,0065| 2,90E-06 8,47E-07
67 0,00899| 0,00808| 0,00677| 8,33E-07 4,90E-06
68 0,00939| 0,00885| 0,00712| 2,97E-07 5,16E-06
69 0,01063 0,01| 0,00754 4E-07 9,54E-06
70 0,00634| 0,01098| 0,00807| 2,15E-05 2,98E-06
71 0,00435| 0,01223| 0,00872| 6,20E-05 1,91E-05
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Vék qx qx " (@ —aD? | (ax — qEM)?

72 0,01189| 0,01311| 0,00953| 1,48E-06 5,59E-06

73 0,01226| 0,01374| 0,01052| 2,19E-06 3,03E-06

74 0,01108| 0,01486| 0,01175| 1,43E-05 4,50E-07

75 0,01058| 0,01644| 0,01328| 3,43E-05 7,29E-06

76 0,01384| 0,01893| 0,01516] 2,59E-05 1,74E-06

77 0,03608| 0,02065| 0,0175| 2,38E-04 3,46E-04

78 0,02242| 0,02275| 0,02038| 1,08E-07 4,16E-06

79 0,0191] 0,02507| 0,02395| 3,56E-05 2,35E-05

80 0,03016| 0,02762| 0,02837| 6,47E-06 3,24E-06

81 0,02724| 0,03044| 0,03383| 1,02E-05 4,34E-05

82 0,03591| 0,03353| 0,04058| 5,66E-06 2,18E-05

83 0,04395| 0,03694| 0,04894| 4,91E-05 2,50E-05

84 0,05135| 0,04067| 0,05929| 0,000114 6,30E-05

X =| 0,0006265| 0,0005942
Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]
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Obrazek 17.: Vyhlazovani dle Gompertz-Makehamovy funkce a Graduace pomoci standardnich
tabulek: Zeny 2009 SR

Zdroj: Vlastni zpracovani dle [27]

Na obrazku 17. mizeme vidét dvé kiivky, které jsou vyhlazeny pomoci Graduace pomoci

standardnich tabulek a Gompertz-Makehamovy funkce, a také hodnoty pravdépodobnosti

umrti. Vyhlazené hodnoty asi do 67 let kopiruji sviij prubeh, ale od tohoto véku se protinaji
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az v 80. roku zivota. Jinak je jejich pribéh zcela jiny a z obrazku muzeme fici, ze lépe

vyhlazuje Gompertz-Makehamova funkce.

Vypocitali jsme si pravdépodobnost umrti dvéma metodami vyhlazovani. Vyhlazovali

jsme pro roky 2009 a 2010 pro muze a Zeny zvlast’ ze Slovenské republiky.

Obecné nejcastéji pouzivanou metodou na vyhlazovani umrtnosti ve vysokém véku je
Gompertz-Makehamova funkce. I pro porovnani umrtnosti Ceské republiky s vybranymi
evropskymi zemémi byla pouzita vySe zminénd metoda, protoze krom¢ piipadu pro muze
v roce 2010 nenastala situaci, kdy Iépe vyhlazovala metoda Graduace pomoci standardnich

tabulek.
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8. Porovnani umrtnosti Ceské republiky s vybranymi evropskymi

zemeémi

V predchozi kapitole jsme vybrali Gompertz-Makehamovu funkci k porovnavani

umrtnosti Ceské republiky s vybranymi evropskymi zemémi.

Pro tuto praci bylo vybrano kromé Ceské republiky daldich pét evropskych zemi.
A to Norské kralovstvi (déle jen Norsko nebo zkratkou NOR), Rumunsko (zkratkou ROM),
Spojené kralovstvi Velké Britanie a Severniho Irska (déle jen Velkéd Britanie nebo zkratkou
GBR), Spanélské kralovstvi (dale jen Spanélsko nebo zkratkou ESP) a nakonec jsme
do vybéru evropskych zemi zafadili nasSeho souseda - Slovenskou republiku (dale jen
Slovensko nebo zkratkou SVK). Umrtnost se porovnavala pro jiz zminéné zemé s Ceskou

republikou zv1ast’ pro zeny i pro muze.

V této kapitole vyrovnavame specifické miry imrtnosti pomoci Gompertz-Makehamovy
funkce pro vek 60 az 84 let. Tento v€ék byl ur€en ze dvou divodi. Prvni divod je vysvétlen
v kapitole 6, tyka se velkych rozdila specifickych mér tmrtnosti pro nejvyssi veék nad 85 let,
nekdy nad 90 let. A druhy divod se tykd ptistupnosti dat. Nasledujici data jsou ziskéana
z Eurostatu, ktery ¢erpa z narodnich umrtnostnich tabulek. Na Eurostatu jsou nejnovéjsi data
zroku 2011 a dostupné hodnoty specifickych mér Umrtnosti do 84 let. Pouzita velikost
intervalu k se rovna 8, tato hodnota se ukazala jako nejvhodnéjsi diky vypoétim pomoci
metody nejmens$ich ¢tverci. Vysledné hodnoty vSech zemi pro Gompertz-Makehamovu

funkci jsou v ptiloze D.

Na nasledujicich dvou obrazkach (obrazek 19. a obrazek 20.) jsou specifické miry
imrtnosti my pro Ceskou republiku pro muZe i pro Zeny. Vyhlazené hodnoty jsou oznadeny

m, M.
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CESKA REPUBLIKA - MUZI

Specifické miry dmrtnosti
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Obrizek 18.: Ceska republika muzi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Na obrézku 19. mlizeme vidét specifické miry imrtnosti my pro ceské muze. Mizeme fici,
ze od veéku 60 do 70 let my pozvolna roste. Od 72. do 74. roku zivota se rust my hodné

zpomalil, ale od roku 75 let a vySe nabira velikou rychlost ristu.
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CESKA REPUBLIKA - ZENY
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Obrizek 19.: Ceska republika Zeny 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Obrazek 20. nam ukazuje vyvoje specifické miry umrtnosti my pro ceské Zeny. Mizeme
vidét asi do veéku 74 let pozvolny rast. Od 75. roku zivota my zrychluje svij rist, ale neni tak

prudky jako u ¢eskych muz.

Pokud bychom srovnali umrtnost Cechti a Ce$ek, miizeme si viimnout, e Cesi maji
ve vyssim véku vétsi sklon umirat. Protoze pro vék 84 let Cesky my ani zdaleka nedosahuji

na hodnotu 0,10, na druhou stranu Cesi se velice blizi k hodnoté 0,13.

8.1. Porovnavani specifickych mér amrtnosti u muzu

V této Casti porovnavame specifické miry imrtnosti pouze pro muzskou populaci, V jiz
zminénych zemich. S Ceskou republikou srovnavame jednotlivé zemé v tomto potadi:
Slovensko, Norsko, Rumunsko, Velka Britanie a Spané¢lsko. Na konci porovname specifické

miry umrtnosti muZzi pro vSechny zemé najednou.
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Ceska republika x Slovensko
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Obrizek 20.: Ceska republika x Slovensko muzi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Na obrazku 21. mizeme vidét porovnani specifickych mér iimrtnosti mezi Ceskou
republikou a Slovenskem. Slovaci maji vy$si my nez Cesi. Kromé vyssi pravdépodobnosti
smrti maji Slovaci podobny prubéh m,. Od véku 60 do 70 let mizeme fici, ze maji ob¢
zem¢ podobny vyboj my. Ale od 71. roku Zivota se my velice lisi. Kromé let 72, 77, 80, ale

i 84 let, se k sobé m velice ptiblizuji.
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Ceska republika x Norsko
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Obrizek 21.: Ceska republika x Norsko muzi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Obrazek 22. nam ukazuje pribéh specifickych mér tmrtnosti pro Ceskou republiku
a Norsko. Jak je vidét Cesi maji bohuZel oproti Norim vyssi pravdépodobnost smrti. Sice
prabéh my je dosti podobny, ale jak mizeme vidét uz od roku 60 let, maji my jiny pocatek
alisi se okolo jedné setiny my. Vyhlazeni u Cechli sleduje specifické miry umrtnosti, ale
u Norl hodnota pro veék 84 let velice uskocila od vyhlazeni. Nicméné to nic neméni na faktu,

ze Norové maji mensi pravdépodobnost smrti 1 pfi této hodnoté.
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Ceska republika x Rumunsko

o
=
o

- m,SMCZE
¢ mCZE
A m_ROM
m,GM ROM

o
o
(o]

Specifické miry dmrtnosti

Obrizek 22.: Ceska republika x Rumunsko muZi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Porovnani specifickych mér umrtnosti pro Ceskou republiku a Rumunsko miizeme vidét
na obrazku 23., kde je podobny pribéh my jako u Slovenska. Také miizeme fici, ze hodnoty
od 60 do 70 let jsou dosti podobné. Od 71. roku zivota je prub&h my ve skoro stejném

vzdalenosti. CeSi maji mensi pravdépodobnost skonu nez Rumuni.
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Ceska republika x Velka Britanie

Specifické miry dmrtnosti

Obrizek 23.: Ceska republika x Velka Britanie muzi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Z obrazku 24. vidime nizsi pravdépodobnost smrti u Velké Britanie. Cesi se ze zatatku
snazi udrzet podobné hodnoty mj, ale od roku 63 let se zac¢inaji velice odliSovat. Britové maji
pozvolny prubéh my asi do roku 75 let. Sice od 76. roku Zivota se jim prubéh o trochu zrychli,

ale potad si udrzuji my nizsi nez Cesi.
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Ceska republika x Spanélsko
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Obrizek 24.: Ceska republika x Spanélsko muZi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Na obrazku 21. vidime specifické miry umrtnosti pro Ceskou republiku a Spanélsko. Kdyz
bychom porovnali obrazek 25. s predchozim obrazkem 24., mlzeme fici, ze pribéh my
pro Spanélsko a Velkou Britanii je dosti podobny. Pro &eské muze ani v jednom piipadé
prubéh my nevypada optimisticky. Pokud se podivame na obrazek 25., specifické miry
imrtnosti pro Spanély maji pozvolny charakter po celé své délce. Jen asi od 76. roku Zivota se
my mirné€ zrychluje. Pokud bychom hodnotu my poloZili rovno cca 0,06, odpovidala by tato

hodnota pro Cechy véku 77 let a pro Spanély 80 let. Zde je patrny rozdil t¥i roky.
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Porovnani muzu
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Obrazek 25.: Celkové porovnani specifickych mér imrtnosti muzi 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Celkové porovnani vSech zemi pro muzskou populaci mizZzeme vidét na obrazku 26.,
na kterém se vyskytuji pribéhy specifické miry umrtnosti. Cesti muzi se udrzuji ve zlatém
sttedu mezi témito zemeémi.

Nejniz§i imrtnost maji tii zemé, a to Norsko, Spanélsko a Velka Britanie. Od véku 60 let
letech ma nejnizsi hodnotu my Velka Britanie. Pro Velkou Britanii je hodnota my v 84. roce

rovna 0,09 a §panélsko s Norskem se blizi k hodnoté 0,1 m.

Nejvyssi pravdépodobnost smrti se stiidd u dvou zemi a to Slovensko a Rumunsko.
Slovensko hned od pocatku (tj. 60 let) asi do 80 let ma lepsi prabéh my nez Rumunsko, které

ma od 80 let az do 84 let mensi miru tmrtnosti.

r~r

Ceska republika se se svoji vyskou my spise blizi Rumunsku se Slovenskem, ale stéle je tu

patrny rozdil m, pro Ceskou republiku, ktery ma hodnotu asi jedné setiny.
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8.2. Porovnani specifickych mér umrtnosti u Zen

Zde porovnavame specifické miry umrtnosti pouze pro Zenskou ¢ast populace. S Ceskou
republikou srovnavame vSechny jiz jmenované zemé v tomto potadi: Slovensko, Norsko,
Rumunsko, Velké Britanie a Spanélsko. Poté bude porovnéni specifickych mér imrtnosti zen

pro vSechny zemé najednou.
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Obrazek 26.: Ceska republika x Slovensko zeny 2011

Viastni zpracovani dle [15]

Nejprve se podivame na specifické miry imrtnosti pro Ceskou republiku a Slovensko,
které jsou na obrazku 27. MlZeme si v§imnout, Ze od 60 do75 let je pribéh my dosti podobny
(napf. u 70 let maji Slovenky mensi pravdépodobnost smrti nez Cesky). Od véku 76 let se
mira Gmrtnosti zacinaji rozchazet a pro vék 85 let je rozdil velky okolo jedné desetiny m.
Celkovy prubéh je pomalu rostouci pro obé zemé. Ale u Slovenek dochdzi mezi
69. a 70. rokem zivota k mirnému poklesu my. Od véku asi 78 let pribéh my se pomalu

zrychluje pro ob¢ zemé.
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Obrizek 27.: Ceska republika x Norsko Zeny 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Specifické miry pro Ceské a norské Zeny jsou znazornény na obrazku 28. Od 60 asi
do 65let je my hodné podobna. Sice od 65 let se zacinaji my trochu liSit, ale neni mezi nimi
veliky rozdil, ovSem okolo véku 70 let se zalinaji objevovat vétsi rozdily v neprospéch
ceskych Zen. Nejveétsi rozdily se objevuji po 79. roku Zivota, kde se od sebe my zacinaji velice
odlisovat v jednotlivych letech Zivota CeSek a Norek. Nejvétsi rozdil nastava v 84. roku

a dosahuje velikosti az tfi setin.
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Ceska republika x Rumunsko

8

£

g

E' — mXGM CZE
; ®  mCZE
2 A m,ROM
(8]

2 m,¢M ROM
(%]

Obrizek 28.: Ceska republika x Rumunsko Zeny 2011
Vlastni zpracovani dle [15]

Specifické miry imrtnosti pro ¢eské a rumunské Zeny z obrdzku 29. jsou dosti podobné asi
do 74 let zivota. Od véku 75 let se zaGinaji lisit ve prospéch Cesek a tato tendence se udrzuje
az do veéku 84 let. Pravé v roce 84 let je nejvyssi rozdil mezi my, Je to mirné pres jednu

desetinu.
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Ceska republika x Velka Britanie
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Obrizek 29.: Ceska republika x Velka Britanie Zeny 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Také porovnani specifickych mér imrtnosti pro Ceskou republiku a Velkou Britanii je
Vv pocatecni fazi dosti podobny a to do véku 75 let, coz si mizeme ovéfit na obrazku 30.
Muzeme fici, ze ve véku 76 a 77 let se my K sob& navzajem piiblizuji, ale od véku 78 let je
jasny priibéh m, o hodné& lepsi pro Britky nez pro Cesky. Dokonce ve véku 84 let je tento
rozdil velky az ke tfem setinam my. Hodnotu my pro Zeny z Velké Britanie ma tendenci
pozvolného ristu skoro v celé své délce, jen asi od vé€ku 80 let zivota se o trochu rychleji

zvétsuje hodnota m;.
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Ceska republika x Spanélsko
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Obrizek 30.: Ceska republika x Spanélsko Zeny 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Zde na obrazku 31. také vidime podobny pribéh specifickych mér timrtnosti, ale pouze asi
do véku 67 let. Pak bohuZzel pro Ceské Zeny se my velice vyrazné lisi od Spanélskych zen.
Spanélky maji asi do 73 let hodné podobnou pravdépodobnost smrti jako ve véku 60 let.
Od véku 74 let se mirné€ zvysSuje prubéh my. Pro porovnani pouzijeme hodnotu my rovno 0,06,
Spanélské zeny se dozZivaji az 84 let na rozdil od Ceskych Zen, které¢ nedosahuji ani na vék

81 let. Coz znamena, ze vice nez tfi roky je rozdil v takto vysokém véku mezi témito zemémi.
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Obrazek 31.: Celkové porovnani specifickych mér amrtnosti Zen 2011

Vlastni zpracovani dle [15]

Pokud porovname specifické miry umrtnosti pro Zenskou populace, ktera je
na obrazku 32., okamzité muzeme fici, Ze maji niz§i pravdépodobnost smrti nez muzi

V jejich rodnych zemich.

Na Slovensku muzi maji my ve véku 84 let pfiblizné¢ rovnou 0,14 zatim, co zeny

dosahuji k 0,11 m.

Srovname-li Zeny z obrazku 32. mezi sebou mizeme vidét mensi rozestupy nez u muzi
z obrazku 26. Tady suverénné nejniz§i specifické miry imrtnosti maji Spanélky, které si
svoji suverénnost drzi od 60 do 84 let. Norky a Britky zacinaji ve véku 60 let na hodné
podobné my, ale poté maji Norky mensi umrtnost asi do véku 83 let. Britky ve véku 84 let

maji mensi pravdépodobnost smrti, ale tento rozdil je skoro minimalni.

Pokud se podivame na prubéh my pro zemé¢, které maji nejvyssi my, tj. Rumunsko
a Slovensko, jiz od zacatku (tj. 60 let) je jasn¢ vidét z obrazku 28., ze Rumunky mayji

mirné vyssi hodnoty my nez Slovenky a to se jiz v 63 letech zacina pozvolna potvrzovat.

Nesmime zapomenout ani na srovnani Cesek na obrazku 32. Ve vysledné ¢asti dopadly

obdobn¢, jako muzi, také skonCily mezi dvéma skupinami. Prvni skupina se vyznacuje
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men§imi mirami Umrtnosti (Spanélky, Britky a Norky) a druha skupina ma charakter

S nejvyssimi mirami imrtnosti (Slovenky a Rumunky).

Pokud bychom srovnavali opét zeny s muzi, tak Rumunky maji nejvyssi specifickou
miru Gmrtnosti pro vék 84 let rovno 0,11766, coz je nejblizsi my pro Cechy, ktefi maji
hodnotu ve véku 84 let rovnu 0,12805.

Zavérem muzeme fici, ze nejniz8$i specifické miry Umrtnosti, jak pro muze tak
i pro Zeny, mezi témito Sesti zemémi maji ve Spanélsku. Nejvyssi hodnoty specifickych
mér imrtnosti maji v Rumunsku a na Slovensku. Ceska republika si udrzuje zlaty stfed

V tomto srovnani.
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Zavér
K modelovani umrtnosti obyvatelstva ve vysokém véku a kjejimu porovnani
ve vybranych evropskych zemich byly pouzity imrtnostni tabulky pro muze a Zeny z roku

2011 pro Ceskou republiku, dale pak data a imrtnosti tabulky pro ostatni evropské zemé,

Z Eurostatu.

Podobné vytvorené podklady, na zakladé vlastnich portfolii, pouzivaji i komercni instituce
K vyhodnoceni miry Umrtnosti, aby mohly flexibiln¢ reagovat na starnuti obyvatelstva.
Zejména pojistovny si modeluji tmrtnost, aby aktualizovaly podminky pro dichodové
a zivotni pojisténi.

Schopnost posoudit a potencidlné odhadnout délku lidského Zivota potiebuji jednotlivé
zem¢ k tomu, aby umély rozvrhnout své finan¢ni prostfedky mezi obyvatele. ZvySovani poctu
starSich a riizné zdravotné poskozenych lidi, zejména v zavislosti na dnes$ni vysoké urovni
zdravotni péce a relativné nizké porodnosti, vede k nutnym finanénim zménam, které maji

dopad na celé hospodarstvi statu.

Jak bylo vySe uvedeno, jako podklad pro modelovani imrtnosti slouzi imrtnostni tabulky,

jejichz sestrojovani je popsano ve tieti kapitole.

Nezbytnou soucasti modelovani je vyhlazovani. V kapitole - Graduace Umrtnostnich
tabulek jsou uvedeny metody neparametrikého vyrovnavani, kterymi bylo zjisténo, Ze nejlepsi
hladkost graduace pomoci souctu tretich diferenci — Spenserova 21-bodova metoda, je pro vék
30 az 60 let. Déle je zde vysvétlen princip Graduace pomoci standardnich tabulek, ktery byl

nasledné pouZit ve vypoctech v zavéru této prace.

Obsahem sesté kapitoly je definovani terminu — vysoky veék. Ten se, dle odbornych
publikaci, uvadi od 60 do cca 85 let. Dany interval je nutné vyhladit. NejCastéji pouzivanou
metodou je Gompertz-Makehamova funkce, ktera je v praci blize popsana, definovana a byly

zde uvedeny vypocty pro jednotlivé parametry.

Na vyhlazovani hodnot umrtnostnich tabulek pro slovenské muze a Zzeny z let 2009 a 2010
byly pouzity dvé metody. A to Graduace pomoci standardnich tabulek a Gompertz-
Makehamova funkce. Po srovnani hodnot pomoci metody nejmensich ¢tvercti bylo zjisténo,

ze lepsi vyhlazeni mé druha jmenovana metoda, kterd byla nasledné pouZita.

Po tomto zjisténi byly srovnavany umrtnosti pro ceské muze a zeny s vybranymi
evropskymi zemémi, tj. Slovensko, Norsko, Rumunsko, Velka Britanie a Spanélsko,
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na zakladé &ehoz bylo zjisténo, ze Ceské republice se dafi udrzovat stiedové hodnoty

specifické miry imrtnosti v porovnani s ostatnimi zminénymi zemémi.

cvwror

Lze konstatovat, ze ’gpanélsko, Velka Britanie a Norsko maji niz8i umrtnost, nez Ceska
republika, Slovensko a Rumunsko. Umrtnost u muzi vypada dosti podobng, ale u Zen to
naprosto jednoznaéné nejlépe vypadalo pro Spanélsko a Norsko, a Velka Britanie mé naproti

tomu témeét stejnou miru umrtnosti.

Slovensko a Rumunsko reprezentuje hodn& podobna mira imrtnosti, Ceska republika se
lehce blizi, ale urcity rozestup je patrny. Nejvetsi umrtnost u Zen je v Rumunsku, mensi

na Slovensku a nase zemé je opét lehce vzdalena.

Na zavér lze tici, ze Ceska republika si, co se miry umrtnosti ve vysokém véku tyce,

udrzuje zlaty stred.
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Piiloha A: Umrtnostni tabulky - muZi Ceska republika 2011

2011 Ceska republika
Muzi Males
be | D | P | o 3 & | Lo | T« | e
0 174| 58500| 0,003119| 100000 312| 99735| 7469443 74,69
1 15| 61514| 0,000244 99688 24| 99676| 7369708 73,93
2 13| 62386| 0,000208 99664 21| 99653| 7270032 72,95
3 11| 61618| 0,000179 99643 18| 99634 | 7170379 71,96
4 11| 58196| 0,000150 99625 15| 99618 | 7070744 70,97
5 6| 54359| 0,000109 99610 11| 99605 | 6971127 69,98
6 2| 51677| 0,000080 99599 8| 99595| 6871522 68,99
7 4| 49476| 0,000073 99591 7| 99588 | 6771926 68,00
8 5| 48244| 0,000098 99584 10| 99579 6672338 67,00
9 6| 47502| 0,000107 99574 11| 99569 | 6572759 66,01
10 5| 47047| 0,000107 99564 11| 99558 | 6473190 65,02
11 3| 46398| 0,000095 99553 9| 99548 | 6373632 64,02
12 6| 46115| 0,000097 99544 10| 99539 6274083 63,03
13 4| 46444| 0,000105 99534 10| 99529| 6174545 62,03
14 7| 46649| 0,000117 99523 12| 99518| 6075016 61,04
15 7| 48166| 0,000163 99512 16| 99504 | 5975498 60,05
16 13| 52418| 0,000311 99496 31| 99480| 5875995 59,06
17 29| 58772| 0,000475 99465 47| 99441 5776514 58,08
18 46| 62886| 0,000662 99417 66| 99385| 5677073 57,10
19 49| 65122| 0,000816 99352 81| 99311 5577689 56,14
20 59| 67302| 0,000839 99271 83| 99229]| 5478378 55,19
21 60| 67430| 0,000831 99187 82| 99146| 5379149 54,23
22 49| 68803| 0,000848 99105 84| 99063| 5280003 53,28
23 60| 70269| 0,000777 99021 77| 98982| 5180940 52,32
24 59| 71188| 0,000748 98944 74| 98907 | 5081958 51,36
25 45| 72757| 0,000802 98870 79| 98830| 4983051 50,40
26 62| 73981| 0,000761 98791 75| 98753 4884220 49,44
27 67| 74435| 0,000766 98715 76| 98678| 4785467 48,48
28 50| 75392| 0,000841 98640 83| 98598| 4686790 47,51
29 67| 76508| 0,000870 98557 86| 98514| 4588192 46,55
30 81| 79462| 0,000928 98471 91| 98425| 4489678 45,59
31 84| 85972| 0,000991 98380 97| 98331 4391252 44,64
32 87| 91395| 0,000940 98282 92| 98236| 4292921 43,68
33 84| 93409| 0,000918 98190 90| 98145 4194685 42,72
34 88| 95384 | 0,000974 98100 96| 98052]| 4096541 41,76
35 109| 97232| 0,001098 98004 108| 97950 | 3998489 40,80
36 124| 98655| 0,001237 97896 121| 97836 3900539 39,84




vék

age DX I:)X qX IX dX LX TX eX

37 134 96375]| 0,001360 97775 133| 97709 3802703 38,89
38 125| 89024| 0,001414 97642 138| 97573 3704994 37,94
39 125| 81933| 0,001489 97504 145| 97432 3607421 37,00
40 125| 77917 0,001740 97359 169| 97274 3509989 36,05
41 148 | 75022| 0,002007 97190 195 97092 3412715 35,11
42 180| 71869| 0,002234 96995 217| 96886 | 3315623 34,18
43 161| 69988 0,002383 96778 231 96663 | 3218737 33,26
44 174| 70365| 0,002541 96547 245| 96425 3122074 32,34
45 194| 71981| 0,002827 96302 272 96166 | 3025649 31,42
46 250| 75095| 0,003107 96030 298| 95880 | 2929484 30,51
47 278| 75122| 0,003601 95731 345| 95559 | 2833603 29,60
48 252| 69893 0,004031 95387 385| 95194 | 2738044 28,70
49 325| 65268 | 0,004490 95002 427| 94789 | 2642850 27,82
50 314| 63819| 0,005141 94576 486| 94332 2548061 26,94
51 372| 62768| 0,006010 94089 566 | 93807 | 2453729 26,08
52 442 64359 0,006820 93524 638| 93205 2359922 25,23
53 539| 68863 | 0,007548 92886 701 92535| 2266718 24,40
54 607| 72167| 0,008271 92185 762 91804 | 2174182 23,59
55 619| 73222 0,008960 91422 819| 91013 2082379 22,78
56 758 | 73396| 0,009869 90603 894| 90156 | 1991366 21,98
57 803| 73377| 0,011098 89709 996| 89211 1901210 21,19
58 930| 73849| 0,012474 88713 1107| 88160 1811998 20,43
59 1024 | 73772| 0,013662 87607 1197| 87008 | 1723838 19,68
60 1088 | 72699| 0,014795 86410 1278| 85771 1636830 18,94
61 1144 | 70478 | 0,016130 85132 1373| 84445 1551059 18,22
62 1207| 69982| 0,017528 83758 1468 | 83024 | 1466614 17,51
63 1430| 71362| 0,019345 82290 1592| 81494 1383590 16,81
64 1471| 70075| 0,021072 80698 1700| 79848 | 1302096 16,14
65 1432| 60782| 0,022911 78998 1810| 78093 | 1222247 15,47
66 1329| 54346| 0,024569 77188 1896| 76240 | 1144154 14,82
67 1450 | 53763| 0,026522 75292 1997| 74293 1067915 14,18
68 1400| 48778| 0,027894 73295 2044 72272] 993622 13,56
69 1329| 43604 | 0,029905 71250 2131 70185| 921349 12,93
70 1305| 41191| 0,032429 69119 2241 67999| 851164 12,31
71 1347 | 36996 | 0,035249 66878 2357| 65699| 783166 11,71
72 1296| 32675| 0,037506 64521 2420 63311| 717466 11,12
73 1231| 30057| 0,040798 62101 2534| 60834| 654156 10,53
74 1194| 27710| 0,043760 59567 2607| 58264 | 593322 9,96
75 1347 | 26284 | 0,048429 56960 2759 | 55581| 535058 9,39
76 1368 | 25301| 0,053291 54202 2888 | 52758| 479477 8,85
77 1496 | 24216| 0,059087 51313 3032 49797| 426719 8,32




vék

age DX I:)X qX IX dX LX TX eX

78 1523 | 23477| 0,064875 48281 3132 46715] 376922 7,81
79 1693| 22212| 0,072086 45149 3255 43522] 330207 7,31
80 1696 | 20479| 0,079714 41895 3340 40225| 286685 6,84
81 1727| 18395| 0,087811 38555 3386 36862| 246460 6,39
82 1643| 16110| 0,096681 35169 3400 33469| 209598 5,96
83 1529| 13877| 0,107070 31769 3402 30068| 176128 5,54
84 1526| 11939| 0,118332 28368 3357 26689 146060 5,15
85 1494 | 10139| 0,130875 25011 3273 23374| 119371 4,77
86 1346 8494 | 0,144746 21738 3146| 20164| 95996 4,42
87 1195 7003| 0,160059 18591 2976| 17103| 75832 4,08
88 1087 5619 | 0,176928 15615 2763| 14234| 58729 3,76
89 917 4195| 0,195466 12853 2512 11597| 44495 3,46
90 728 3051| 0,215786 10340 2231 9225| 32898 3,18
91 594 1961 | 0,237992 8109 1930 7144 | 23673 2,92
92 295 1084 | 0,262178 6179 1620 5369 | 16529 2,67
93 150 531| 0,288424 4559 1315 3902 11160 2,45
94 121 429| 0,316784 3244 1028 2730 7258 2,24
95 110 311| 0,347285 2216 770 1832 4528 2,04
96 133 318| 0,379915 1447 550 1172 2696 1,86
97 110 217| 0,414615 897 372 711 1524 1,70
98 59 174| 0,451271 525 237 407 813 1,55
99 27 67| 0,489704 288 141 218 407 1,41
100 17 64| 0,529661 147 78 108 189 1,29
101 15 16| 0,570812 69 39 49 81 1,17
102 5 19| 0,612745 30 18 21 32 1,06
103 2 2| 0,654969 11 8 8 11 0,95
104 4 17| 0,696920 4 3 3 3 0,80
105 1 3| 1,000000 1 1 1 1 0,50




Piiloha B: Vyhlazeni hrubych mér iimrtnosti - muZi 2011 Ceska republika

Veék | Dy Py Ox Schértlinova | Wittsteinova| Spenserova Spenserova | Hendersonova | Woolhouseova | Karapova
metoda metoda metoda (15 b) | metoda (21 b) metoda metoda metoda

0 17458500 | 0,002970 0,002073

1 15|61514 | 0,000244 0,000939

2 13]62386 | 0,000208 0,000010

3 11]61618|0,000179 0,000191

4 11 (58196 |0,000189 | 0,000053 0,000263 0,000172

5 6|54359|0,000110| 0,000110 0,000129 0,000110

6 2151677|0,000039 | 0,000080 0,000110 0,000056 0,000039

7 4149476 (0,000081| 0,000078 0,000101 0,000063 0,000070 0,000092

8 5148244 |0,000104 | 0,000095 0,000098 0,000088 0,000108 0,000089 0,000082

9 6|47502|0,000126 | 0,000108 0,000098 0,000091 0,000122 0,000091 0,000089

10 5|47047|0,000106 | 0,000102 0,000101 0,000092 0,000065 0,000098 0,000096 0,000090

11 3146398 |0,000065 | 0,000099 0,000106 0,000089 0,000076 0,000090 0,000095 0,000091

12 6|46115|0,000130 | 0,000094 0,000117 0,000088 0,000091 0,000098 0,000094 0,000094

13 446444 10,000086 | 0,000104 0,000140 0,000101 0,000125 0,000115 0,000108 0,000114

14 7|46649|0,000150 | 0,000116 0,000191 0,000141 0,000184 0,000124 0,000152 0,000163

15 7148166|0,000145| 0,000179 0,000264 0,000222 0,000267 0,000156 0,000231 0,000245

16 13|52418|0,000248 | 0,000300 0,000365 0,000343 0,000372 0,000262 0,000356 0,000357

17 29|58772]0,000493 | 0,000485 0,000484 0,000485 0,000486 0,000498 0,000483 0,000487

18 46 (62886 | 0,000731 | 0,000664 0,000598 0,000628 0,000597 0,000692 0,000615 0,000611

19 49165122 0,000752 | 0,000792 0,000690 0,000744 0,000694 0,000791 0,000737 0,000716

20 5967302 |0,000876 | 0,000846 0,000762 0,000813 0,000764 0,000866 0,000798 0,000790

21 60|67430|0,000889 | 0,000845 0,000794 0,000838 0,000805 0,000846 0,000824 0,000821

22 4968803 |0,000712 | 0,000822 0,000798 0,000831 0,000820 0,000785 0,000834 0,000822




Veék | Dy Py Ox Schiirtlinova | Wittsteinova| Spenserova Spenserova | Hendersonova | Woolhouseova | Karapova

metoda metoda metoda (15 b) | metoda (21 b) metoda metoda metoda
23 6070269 | 0,000853 | 0,000791 0,000801 0,000805 0,000816 0,000819 0,000800 0,000809
24 5971188 |0,000828 | 0,000770 0,000792 0,000782 0,000805 0,000782 0,000778 0,000789
25 45|72757|0,000618 | 0,000764 0,000781 0,000773 0,000798 0,000707 0,000786 0,000778
26 6273981 |0,000838 | 0,000775 0,000797 0,000777 0,000799 0,000805 0,000774 0,000785
27 67|74435|0,000900 | 0,000787 0,000820 0,000799 0,000811 0,000834 0,000797 0,000809
28 5075392 |0,000663 | 0,000819 0,000838 0,000836 0,000831 0,000756 0,000850 0,000838
29 6776508 | 0,000875| 0,000873 0,000873 0,000873 0,000855 0,000846 0,000874 0,000869
30 8179462 |0,001019 | 0,000943 0,000908 0,000903 0,000881 0,000995 0,000896 0,000897
31 84185972|0,000977 | 0,000966 0,000931 0,000925 0,000910 0,000995 0,000927 0,000919
32 87/91395|0,000951 | 0,000946 0,000960 0,000943 0,000944 0,000941 0,000944 0,000946
33 84193409 | 0,000899 | 0,000926 0,001004 0,000972 0,000984 0,000899 0,000982 0,000989
34 8895384 | 0,000922 | 0,000980 0,001059 0,001024 0,001036 0,000947 0,001041 0,001040
35 | 109/97232|0,001120| 0,001096 0,001136 0,001098 0,001105 0,001099 0,001108 0,001108
36 | 124/98655|0,001256| 0,001240 0,001228 0,001191 0,001194 0,001269 0,001189 0,001195
37 | 134/96375|0,001389| 0,001341 0,001338 0,001303 0,001304 0,001364 0,001309 0,001305
38 | 125/89024|0,001403| 0,001416 0,001474 0,001432 0,001436 0,001431 0,001442 0,001448
39 | 125/81933|0,001524 | 0,001521 0,001626 0,001583 0,001586 0,001489 0,001599 0,001603
40 | 125|77917|0,001603| 0,001721 0,001792 0,001758 0,001750 0,001637 0,001781 0,001771
41 | 148|75022|0,001971| 0,002005 0,001983 0,001953 0,001927 0,002027 0,001950 0,001950
42 | 18071869 |0,002501 | 0,002225 0,002198 0,002151 0,002120 0,002353 0,002156 0,002150
43 | 161/69988|0,002298 | 0,002391 0,002417 0,002360 0,002332 0,002403 0,002366 0,002371
44 | 17470365 |0,002470| 0,002540 0,002652 0,002585 0,002572 0,002420 0,002617 0,002600
45 | 194/71981|0,002692 | 0,002801 0,002950 0,002844 0,002852 0,002768 0,002883 0,002881
46 | 25075095 |0,003324 | 0,003175 0,003292 0,003155 0,003188 0,003289 0,003166 0,003196




Veék | Dy Py Ox Schiirtlinova | Wittsteinova| Spenserova Spenserova | Hendersonova | Woolhouseova | Karapova

metoda metoda metoda (15 b) | metoda (21 b) metoda metoda metoda
47 | 278|75122]0,003694 | 0,003546 0,003684 0,003543 0,003591 0,003537 0,003581 0,003581
48 | 252/69893|0,003599 | 0,004031 0,004154 0,004022 0,004069 0,003954 0,004048 0,004064
49 | 325/65268|0,004967 | 0,004499 0,004740 0,004586 0,004618 0,004572 0,004630 0,004640
50 | 314/63819|0,004908 | 0,005199 0,005362 0,005241 0,005233 0,005174 0,005265 0,005286
51 | 372|62768|0,005909 | 0,005949 0,006036 0,005954 0,005904 0,005821 0,006000 0,005960
52 | 442|64359|0,006844| 0,006812 0,006782 0,006691 0,006628 0,006879 0,006701 0,006691
53 | 539/68863|0,007797 | 0,007583 0,007562 0,007444 0,007403 0,007779 0,007442 0,007457
54 | 607|72167|0,008376| 0,008219 0,008364 0,008233 0,008237 0,008191 0,008280 0,008264
55 | 619|73222|0,008418| 0,008986 0,009246 0,009094 0,009133 0,008817 0,009138 0,009159
56 | 758|73396|0,010274| 0,009888 0,010244 0,010051 0,010100 0,009883 0,010119 0,010128
57 | 803|73377|0,010884| 0,011140 0,011302 0,011131 0,011146 0,011152 0,011156 0,011183
58 | 930|73849|0,012514| 0,012398 0,012446 0,012296 0,012281 0,012401 0,012340 0,012311
59 |1024|73772|0,013785| 0,013656 0,013694 0,013530 0,013508 0,013768 0,013544 0,013554
60 |1088|72699|0,014854| 0,014850 0,015006 0,014829 0,014837 0,014913 0,014862 0,014876
61 |1144|70478|0,016101| 0,016060 0,016397 0,016213 0,016256 0,015924 0,016297 0,016282
62 |1207|69982|0,017099| 0,017630 0,017878 0,017708 0,017754 0,017507 0,017736 0,017779
63 |1430|71362|0,019839| 0,019256 0,019490 0,019325 0,019314 0,019330 0,019376 0,019373
64 |1471|70075|0,020773| 0,021160 0,021148 0,021030 0,020942 0,021258 0,021043 0,021040
65 |1432|60782|0,023284| 0,022807 0,022896 0,022750 0,022625 0,022811 0,022810 0,022758
66 |1329|54346|0,024158| 0,024682 0,024623 0,024488 0,024369 0,024567 0,024486 0,024482
67 |1450|53763|0,026610| 0,026300 0,026491 0,026265 0,026172 0,026378 0,026346 0,026305
68 |1400|48778|0,028293| 0,028100 0,028470 0,028121 0,028074 0,028397 0,028185 0,028231
69 |1329|43604|0,030019| 0,029901 0,030584 0,030146 0,030096 0,029685 0,030271 0,030287
70 |1305|41191|0,031185| 0,032403 0,032815 0,032373 0,032302 0,031835 0,032548 0,032458




Veék | Dy Py Ox Schiirtlinova | Wittsteinova| Spenserova Spenserova | Hendersonova | Woolhouseova | Karapova

metoda metoda metoda (15 b) | metoda (21 b) metoda metoda metoda
71 |1347|36996|0,035754| 0,035041 0,035480 0,034822 0,034728 0,035431 0,034948 0,034963
72 |1296|32675|0,038887 | 0,037883 0,038357 0,037544 0,037487 0,038653 0,037621 0,037722
73 |1231|30057|0,040128 | 0,040413 0,041583 0,040646 0,040651 0,039967 0,040983 0,040909
74 11194|27710|0,042174| 0,044048 0,045244 0,044203 0,044315 0,043337 0,044479 0,044498
75 |1347|26284|0,049957 | 0,048111 0,049667 0,048334 0,048499 0,048447 0,048673 0,048740
76 |1368|25301|0,052633| 0,053490 0,054519 0,053204 0,053293 0,054006 0,053375 0,053569
77 |1496|24216|0,059908 | 0,058507 0,060176 0,058789 0,058737 0,058365 0,059260 0,059142
78 |1523|23477|0,062813| 0,065066 0,066474 0,065033 0,064908 0,064594 0,065381 0,065412
79 |1693|22212|0,073388| 0,071985 0,073525 0,071927 0,071817 0,071869 0,072351 0,072291
80 |1696|20479|0,079480| 0,080231 0,081192 0,079564 0,079547 0,080608 0,079853 0,079905
81 |1727|18395|0,089612| 0,088020 0,089979 0,088019 0,088061 0,088903 0,088467 0,088582
82 |1643|16110|0,096958| 0,096805 0,099564 0,097490 0,097477 0,096560 0,097992 0,098164
83 |1529|13877|0,104329| 0,107314 0,110064 0,108099 0,107976 0,105454 0,108806 0,108601
84 |1526/11939|0,119985| 0,120082 0,121766 0,119466 0,119893 0,120129 0,120257 0,119967
85 |1494|10139|0,137010| 0,133400 0,134658 0,131966 0,133267 0,135744 0,131900 0,132699
86 |1346| 8494|0,146547| 0,146390 0,148260 0,146148 0,148003 0,146577 0,146462 0,146866
87 |1195| 7003|0,156876| 0,158979 0,164176 0,162360 0,163405 0,157998 0,163250 0,163618
88 |1087| 5619|0,175890| 0,176601 0,180950 0,180178 0,179301 0,175801 0,180353 0,180882
89 | 917| 4195|0,196352| 0,197253 0,197670 0,198270 0,195458 0,193156 0,199295 0,197545
90 | 728| 3051|0,212278| 0,222517 0,213312 0,214412 0,212359 0,222778 0,213847 0,212673
91 | 594| 1961|0,261332| 0,236531 0,229369 0,228823 0,229172 0,245981 0,226981 0,227811
92 | 295| 1084|0,238253| 0,244521 0,244052 0,243273 0,246452 0,248691 0,242839 0,244293
93 | 150| 531/0,246093| 0,244869 0,261857 0,260609 0,262864 0,238796 0,262246 0,263295
94 | 121| 429|0,245765| 0,267562 0,278512 0,278951 0,279306 0,254731 0,281681 0,280592




Veék | Dy Py Ox Schiirtlinova | Wittsteinova| Spenserova Spenserova | Hendersonova | Woolhouseova | Karapova
metoda metoda metoda (15 b) | metoda (21 b) metoda metoda metoda

95 | 110| 311|0,297913| 0,299117 0,296628 0,298648 0,294975 0,291985 0,297778 0,297151

96 | 133| 318/0,341795| 0,342066 0,308732 0,314002 0,356283 0,310616 0,307600

97 | 110| 217|0,397647| 0,334018 0,328282 0,325636 0,360962 0,324517 0,326836

98 59| 174/0,287575| 0,336880 0,334806 0,338592 0,332908 0,331560

99 27 67)0,331678 | 0,304961 0,353452 0,264765 0,369776

100 17 640,233273 | 0,374314 0,363780 0,368664

101 15 16|0,608394 | 0,386639 0,378703 0,405735

102 5 19]0,231379 0,461487

103 2 210,632121 0,417283

104 4 17]0,209662 0,351248

105 1 3|0,283469 0,228273




Priloha C: Graduace pomoci standardnich tabulek — Slovenska republika

ROK 2010 MUZI SLOVENSKA REPUBLIKA

Vék qx D, ZDx ZZDx P, pr Zsz Py qy pr'qx Zsz'qx qx

60 |0,019167 261 261 261| 29215| 29215,5| 29215,474| 559,98 559,98 1119,96 |0,0101614
61 |0,021465 278 539 800 | 24745| 53960,8| 83176,237| 531,15 1091,13 2742,2410,0111411
62 |0,023517 287 826 1626 | 23031 | 76991,4 160167,63| 541,62 1632,75 4916,61 |0,0120165
63 |0,024566 279| 1105 2731 | 20645| 97636,1| 257803,76| 507,17 2139,91 7563,68 | 0,0124639
64 |0,026322 258 | 1363 4094 | 16752 | 114389| 372192,34| 440,95 2580,86 10585,50|0,0132125
65 |0,028421 133| 1496 559019429,4| 123818| 496010,29| 267,99 2848,86 13702,35|0,0141079
66 |0,030810 34| 1530 7120 2943| 126761| 622771,18| 90,67 2939,53 16732,55|0,0151267
67 |0,032235 22| 1552 867212333,5| 129094| 751865,53| 75,22 3014,75 19822,52 | 0,0157346
68 |0,034713 30| 1582 10254 |1910,4| 131005| 882870,27| 66,32 3081,06 22969,90|0,0167912
69 |0,037291 28| 1610 11864 |1695,2| 132700 1015570,2| 63,21 3144,28 26177,39|0,0178905
70 10,041122 8| 1618 13482 |1078,4| 133778 1149348,5| 44,35 3188,62 29410,36 | 0,0195246
71 |0,045378 9| 1627 15109 738 | 134516 1283864,8| 33,49 3222,11 32665,97 | 0,0213397
72 10,048673 10| 1637 16746 | 574,69 | 135091 1418955,8| 27,97 3250,09 35944,02 1 0,0227449
73 |0,050653 48| 1685 18431|1762,5| 136854| 1555809,4| 89,28 3339,36 39372,66 | 0,0235892
74 |0,055710 49| 1734 20165|1986,7| 138840| 1694649,7| 110,68 3450,04 42933,39|0,0257461
75 |0,063255 52| 1786 21951 |1771,6| 140612 1835261,5| 112,06 3562,11 46607,56 | 0,0289639
76 |0,068717 53| 1839 23790|1406,3| 142018| 1977279,7| 96,64 3658,74 50362,94 | 0,0312933
77 10,073989 42| 1881 25671]1248,1| 143266| 2120545,9| 92,35 3751,09 54206,37 | 0,0335415
78 |0,079906 50| 1931 27602 |1107,7| 144374| 2264919,9| 88,51 3839,60 58134,49|0,0360649
79 10,090344 40| 1971 29573|862,58 | 145237| 2410156,5| 77,93 3917,53 62129,95 | 0,0405168
80 |0,098552 23| 1994 31567 1602,34| 145839| 25559954| 59,36 3976,90 66166,21|0,0440171




ROK 2010 MUZI SLOVENSKA REPUBLIKA

Vék qx D, ZDx ZZDJ: Py pr Zsz Py -qy pr'qx Zsz'qx qx
81 |0,108269 33| 2027 33594 466| 146305 2702300,3| 50,45 4027,35 70244,0110,0481610
82 10,118990 16| 2043 35637|383,94| 146689| 2848989,1| 45,69 4073,03 74362,73|0,0527335
83 |0,130805 5| 2048 37685| 324,6| 147013| 2996002,6| 42,46 4115,49 78520,68 | 0,0577723
84 |0,143805 16| 2064 39749|264,22| 147278| 3143280,2| 38,00 4153,49 82712,1710,0633166
Hodnoty parametrii:
a 0,426477
b 0,001987




ROK 2010 ZENY SLOVENSKA REPUBLIKA

pr'qx

> > P

~

Vék qx D, ZDx ZZDJC Py pr Zsz Py qy 9x
60 |0,012935 83 83 83| 24801 | 24800,6 24800,6 | 320,80 320,80 320,80(0,0036876
61 |0,014196 96 179 262 | 21812 46613 71413,567 | 309,65 630,44 951,24 |0,0041157
62 |0,015397 92 271 8| 19801 | 66414,1 137827,65| 304,87 935,31 1886,55|0,0045233
63 |0,016285 78 349 882 | 18090 | 84503,8 222331,44| 294,59 1229,90 3116,45|0,0048249
64 |0,017531 85 434 1316 | 15006| 99510,1 321841,5| 263,08 1492,98 4609,43|0,0052481
65 |0,018909 58 492 1808 |8876,2| 108386 430227,72| 167,84 1660,82 6270,25|0,0057160
66 |0,020464 29 521 232914189,7| 112576 542803,64| 85,74 1746,56 8016,81 | 0,0062439
67 |0,021430 21 542 287113245,1| 115821 658624,62| 69,54 1816,10 9832,91|0,0065717
68 |0,023055 22 564 3435(2593,2| 118414 777038,83| 59,79 1875,89 11708,80|0,0071235
69 |0,024975 19 583 4018 2119,7| 120534 897572,76| 52,94 1928,83 13637,63|0,0077755
70 |0,027968 8 591 4609 |1399,3| 121933 1019506| 39,14 1967,97 15605,59|0,0087917
71 ]0,031008 5 596 5205(922,88| 122856 1142362,2| 28,62 1996,58 17602,17|0,0098236
72 10,033696 6 602 5807 688,94 | 123545 1265907,3| 23,21 2019,80 19621,97|0,0107362
73 |0,035904 20 622 6429|1335,8| 124881 1390788,2| 47,96 2067,76 21689,73/0,0114860
74 10,040308 16 638 7067 [1438,9| 126320 1517108,1| 58,00 2125,76 23815,4910,0129811
75 |0,045528 14 652 7719113215 127641 1644749,4| 60,16 2185,92 26001,41/0,0147535
76 | 0,050254 13 665 8384 |1113,2| 128754 1773503,9| 55,94 2241,86 28243,2710,0163581
77 |0,055066 16 681 9065|979,93| 129734 1903238,3| 53,96 2295,82 30539,10(0,0179917
78 10,061950 20 701 9766 [890,94| 130625 2033863,6| 55,19 2351,02 32890,11 | 0,0203290
79 |0,070319 11 712 10478 |776,84| 131402 2165265,8| 54,63 2405,64 35295,76 | 0,0231705
80 |0,077725 19 731 11209 |601,37| 132004 2297269,4| 46,74 2452,39 37748,14|0,0256848
81 |0,086657 19 750 11959 (436,27 | 132440 2429709,3| 37,81 2490,19 40238,33|0,0287175
82 |0,097054 14 764 12723 422 | 132862 2562571,1| 40,96 2531,15 42769,48 | 0,0322473




ROK 2010 ZENY SLOVENSKA REPUBLIKA

2.2.P

5.

2. 0.Px

pr'qx

> > P

~

Vék qx D, P, Py-q, qx
83 |0,108756 9 773 13496 369,89 | 133232 2695802,8| 40,23 2571,38 45340,86 | 0,0362206
84 10,121907 19 792 14288 314,04 | 133546 2829348,6| 38,28 2609,66 47950,52 | 0,0406853

Hodnoty parametri:

a

0,3395169

b

-0,0007041




ROK 2009 MUZI SLOVENSKA REPUBLIKA

Vék qx D, ZDx ZZDJC Py pr Zsz Py qy pr'qx Zsz'qx qx

60 |0,019643 285 285 285| 26674 | 26673,7 26673,688 | 523,94 523,94 523,94 /0,0108853
61 |0,022096 279 564 849 | 24402 | 51075,7| 77749,373| 539,20 1063,14 1587,0710,0120994
62 |0,023917 264 828 8| 21654 | 72729,4 150478,82| 517,88 1581,02 3168,09{0,0129999
63 |0,025598 274 1102 2779 17429| 90158,6 240637,42 | 446,15 2027,16 5195,26(0,0138317
64 |0,026907 258 | 1360 4139 | 15597 | 105756| 346393,27| 419,68 2446,84 7642,10|0,0144796
65 |0,028604 132| 1492 5631/9260,5| 115016| 461409,58| 264,89 2711,73 10353,83/0,0153192
66 | 0,030009 33| 1525 7156 |2703,7| 117720 579129,58| 81,14 2792,87 13146,69|0,0160144
67 |0,032646 29| 1554 871012014,9| 119735 698864,49| 65,78 2858,64 16005,3410,0173189
68 |0,035194 26| 1580 10290 |1777,1| 121512| 820376,49| 62,54 2921,19 18926,53|0,0185795
69 |0,039015 19| 1599 11889|1284,1| 122796| 943172,62| 50,10 2971,29 21897,81|0,0204702
70 10,042254 18| 1617 13506 | 865,81 | 123662 1066834,6 | 36,58 3007,87 24905,68 | 0,0220726
71 |0,046388 6| 1623 15129 561,58 | 124224| 1191058,1| 26,05 3033,92 27939,61|0,0241182
72 10,049294 56| 1679 16808 |1835,3| 126059| 1317116,9| 90,47 3124,39 31063,99 | 0,0255558
73 10,051405 63| 1742 18550|2051,1| 128110 1445226,7 | 105,43 3229,82 34293,82 | 0,0266003
74 | 0,055099 59| 1801 20351 | 1861| 129971| 1575197,5| 102,54 3332,36 37626,18 | 0,0284278
75 10,060324 53| 1854 22205|14915| 131462| 1706659,9| 89,98 3422,34 41048,51|0,0310132
76 |0,068581 66| 1920 24125|1312,9| 132775 1839435,1| 90,04 3512,37 44560,89 | 0,0350984
77 10,074258 36| 1956 26081 |1167,2| 133942 1973377,5| 86,67 3599,05 48159,93|0,0379074
78 10,081208 32| 1988 2806991591 | 134858| 2108235,8| 74,38 3673,43 51833,36 | 0,0413458
79 10,088878 29| 2017 30086 | 637,7| 135496| 2243731,9| 56,68 3730,10 55563,47 | 0,0451406
80 |0,097335 22| 2039 321251503,18| 135999| 2379731,1| 48,98 3779,08 59342,55|0,0493251
81 |0,106652 14| 2053 34178 400,71 | 136400 2516131 | 42,74 3821,82 63164,36 | 0,0539347
82 10,116903 24| 2077 36255|340,21| 136740 2652871,1| 39,77 3861,59 67025,95 | 0,0590069




ROK 2009 MUZI SLOVENSKA REPUBLIKA

2.2.P

5.

2. 0.Px

pr'qx

> > P

~

Vék qx D, P, Py-q, qx
83 |0,128170 14 2091 38346| 281,5| 137022 2789892,8| 36,08 3897,67 70923,62 | 0,0645812
84 |0,140535 16| 2107 40453 | 264,22 | 137286 2927178,6| 37,13 3934,80 74858,43|0,0706991

Hodnoty parametri:

a

0,4947678

b

0,0011668




ROK 2009 ZENY SLOVENSKA REPUBLIKA

2.2.P

5.

2. 0.Px

pr'qx

> > P

~

Vék qx D, Py Py qy 9x
60 |0,019643 98 98 08| 22849| 22849,5 22849,459 | 448,82 448,82 448,8210,0041474
61 |0,022096 101 199 297 | 20569 | 43418,6 66268,089 | 454,51 903,33 1352,15|0,0048888
62 |0,023917 98 297 8| 18562 | 61980,3 128248,39 | 443,93 1347,26 2699,40|0,0054387
63 |0,025598 97 394 088 | 15289 | 77269,2 205517,63| 391,36 1738,62 4438,02 | 0,0059466
64 |0,026907 9 488 1476 | 13303| 90571,9 296089,54 | 357,94 2096,56 6534,58 | 0,0063423
65 |0,028604 56 544 2020 (8706,2| 99278,1 395367,6 | 249,03 2345,59 8880,17 | 0,0068550
66 |0,030009 21 565 2585|3755,1| 103033 498400,76| 112,69 2458,28 11338,44|0,0072795
67 |0,032646 24 589 3174 | 2658| 105691 604091,96| 86,77 2545,05 13883,49|0,0080761
68 |0,035194 20 609 3783(2119,8| 107811 711902,91| 74,60 2619,65 16503,14 | 0,0088459
69 |0,039015 17 626 4409 |1590,3| 109401 821304,12| 62,04 2681,70 19184,84|0,0100004
70 |0,042254 7 633 504211100,1| 110501 931805,39| 46,48 2728,18 21913,020,0109790
71 ]0,046388 3 636 5678(687,94| 111189 1042994,6| 31,91 2760,09 24673,110,0122281
72 |0,049294 16 652 6330 |1337,7| 112527 1155521,5| 65,94 2826,03 27499,1410,0131060
73 |0,051405 18 670 7000|1458,9| 113986 1269507,3| 74,99 2901,02 30400,16 {0,0137438
74 1 0,055099 15 685 7685| 1346| 115332 1384839,1| 74,16 2975,19 33375,35(0,0148598
75 10,060324 12 697 8382(1128,4| 116460 1501299,3| 68,07 3043,26 36418,60 | 0,0164386
76 |0,068581 14 711 9093|1004,4| 117465 1618763,9| 68,88 3112,14 39530,75(0,0189332
77 |0,074258 34 745 98381925,15| 118390 1737153,7| 68,70 3180,84 42711,59|0,0206485
78 10,081208 18 763 10601 |793,81| 119184 1856337,3| 64,46 3245,30 45956,89 | 0,0227482
79 0,088878 12 775 11376 (622,29 | 119806 1976143,2| 55,31 3300,61 49257,50 | 0,0250655
80 ]0,097335 14 789 12165|457,09| 120263 2096406,1| 44,49 3345,10 52602,61 | 0,0276208
81 |0,106652 12 801 12966 [434,47| 120697 2217103,6| 46,34 3391,44 55994,05 | 0,0304356
82 |0,116903 14 815 13781 | 382,8| 121080 2338183,8| 44,75 3436,19 59430,24 | 0,0335330




ROK 2009 ZENY SLOVENSKA REPUBLIKA

2.2.P

5.

2. 0.Px

pr'qx

> > P

~

Vék qx D, Py Py-q, qx
83 0,128170 15 830 14611 (333,77 | 121414 2459597.,8 42,78 3478,97 62909,2110,0369370
84 0,140535 18 848 15459 |341,45| 121755 2581353,3 47,99 3526,96 66436,16 | 0,0406728

Hodnoty parametri:

a

0,3021314

b

-0,0017872




Ptiloha D: Vyhlazovani Gompertz-Makehamova funkci

ROK 2011 MUZI CZE ROK 2011 MUZI SVK
Vék M MM Vék my m,CM
60 0,014970| 0,016501 60 0,018640| 0,019965
61 0,016230| 0,017405 61 0,020520 | 0,021097
62 0,017250| 0,018419 62 0,022740 | 0,022359
63 0,020040 | 0,019555 63 0,024080| 0,023765
64 0,021000 | 0,020828 64 0,024710| 0,025331
65 0,023550 | 0,022256 65 0,027270| 0,027076
66 0,024470| 0,023856 66 0,029180 | 0,029020
67 0,026960 | 0,025650 67 0,032660 | 0,031186
0,027661 68 0,033599
0,029915 69 0,036288
0,032442 70 0,039284
0,035275 71 0,042621
0,038451 72 0,046339
0,042011 73 0,050482
0,046001 74 0,055097
0,050475 75 0,060240
0,055490 76 0,065969
0,061111 77 0,072352
0,067413 78 0,079464
0,074477 79 0,087387
0,082397 80 0,096215
0,091274 81 0,106050
0,101226 82 0,117008
0,112382 83 0,129216
84 0,128050 | 0,124888 84 0,135570| 0,142818
k 8 k 8
G1 0,164470 G1 0,199800
0302230
c 1,121003 c 1,114134
b 0,000007 b 0,000014
a 0,009031 a 0,010043
Ke 12379,229973 Ke 8323,929826
c 2,493757 ck 2,374109




ROK 2011 MUZI NOR ROK 2011 MUZI ROM
Vek My m, M Vek My MM
60 0,007540| 0,007634 60 0,021410| 0,020724
61 0,007360 | 0,008335 61 0,022180| 0,021952
62 0,009190 | 0,009123 62 0,023630| 0,023310
63 0,009410| 0,010010 63 0,023930| 0,024812
64 0,010640 | 0,011008 64 0,026100| 0,026474
65 0,012500| 0,012132 65 0,028410| 0,028313
66 0,013920 | 0,013397 66 0,029530| 0,030347
67 0,015900 | 0,014821 67 0,033340| 0,032597
0,016425 68 0,035086
0,018229 69 0,037840
0,020260 70 0,040886
0,022547 71 0,044256
0,025121 72 0,047984
0,028018 73 0,052108
0,031279 74 0,056671
0,034950 75 0,061718
0,039083 76 0,067301
0,043734 77 0,073478
0,048971 78 0,080311
0,054865 79 0,087870
0,061499 80 0,096232
0,068967 81 0,105483
0,077374 82 0,115717
0,086837 83 0,127038
84 0,113180 | 0,097489 84 0,139570| 0,139562
k 8| k 8
G1 0,08646 G1 0,208530
c 1,125651 c 1,106255
b 0,000004 b 0,000026
a 0,002063 a 0,009171
Ke 16173,033979 Ke 5264,876661
cX 2,577693 ck 2,243066




ROK 2011 MUZI GBR ROK 2011 MUZI ESP
Vek My m M Vek My MM
60 0,008250| 0,008253 60 0,008670| 0,009490
61 0,008900| 0,008988 61 0,009140 | 0,010018
62 0,009790| 0,009809 62 0,010800| 0,010621
63 0,010610| 0,010727 63 0,011980| 0,011311
64 0,012320| 0,011752 64 0,011340| 0,012099
65 0,012170| 0,012897 65 0,013330| 0,012999
66 0,014390| 0,014177 66 0,014330| 0,014028
67 0,015780| 0,015607 67 0,016180| 0,015204
0,017204 68 0,016547
0,018988 69 0,018083
0,020981 70 0,019838
0,023209 71 0,021843
0,025697 72 0,024134
0,028477 73 0,026753
0,031582 74 0,029746
0,035052 75 0,033166
0,038929 76 0,037074
0,043259 77 0,041540
0,048098 78 0,046644
0,053504 79 0,052477
0,059543 80 0,059142
0,066290 81 0,066759
0,073828 82 0,075463
0,082250 83 0,085411
84 0,093540| 0,091658 84 0,093140| 0,096778
k 8 k 8
G1 0,092210 G1 0,095770
c 1,117215 c 1,142776
b 0,000008 b 0,000001
g 0,001981 a 0,005793
Ke 9948,689094 Ke 42924,880461
cX 2,427143 cK 2,908628




c 1,151216
b 0,000001
2 0,003690
K. 69103,684305
¢ 3,085001

ROK 2011 ZENY CZE ROK 2011 ZENY SVK
VEk m, m, M VEk m, mCM
60 0,006190 | 0,006784 60 0,006500 | 0,007242
61 0,007120 | 0,007252 61 0,007910 | 0,007719
62 0,007510 | 0,007790 62 0,007710|0,008272
63 0,008180 | 0,008410 63 0,008970 | 0,008915
64 0,009190 | 0,009124 64 0,009110 | 0,009663
65 0,010650 | 0,009946 65 0,010040 | 0,010532
66 0,011240|0,010892 66 0,012960 | 0,011542
67 0,012100 | 0,011981 67 0,013400|0,012715
0,013235 68 0,014080
0,014678 69 0,015665
0,016339 70 0,017508
0,018252 71 0,019650
0,020454 72 0,022139
0,022989 73 0,025032
0,025907 74 0,028395
0,029267 75 0,032303
0,033134 76 0,036845
0,037587 77 0,042124
0,042712 78 0,048260
0,048613 79 0,055392
0,055406 80 0,063680
0,063226 81 0,073314
0,072229 82 0,084510
0,082593 83 0,097524
84 0,095660 | 0,094524 84 0,1107500,112648
k 8 k 8
G1 0,072180 G1 0,076600

c 1,162254
b 0,000000
0 0,004308
K. 128183,520407
c 3,329734




c 1,168581
b 0,000000
2 0,003794
K. 182206,635043
¢ 3,477523

c 1,149188
b 0,000001
0 0,004486
K. 61651,269232
c 3,041791

ROK 2011 ZENY NOR ROK 2011 ZENY ROM
VEk m, m, M VEk m, mCM
60 0,004840 | 0,005364 60 0,008210 | 0,008580
61 0,005600 | 0,005629 61 0,008710 | 0,009190
62 0,006010 | 0,005938 62 0,010260 | 0,009892
63 0,006100 | 0,006300 63 0,010150 | 0,010698
64 0,006910 | 0,006722 64 0,0118100,011625
65 0,006720 | 0,007216 65 0,012470 | 0,012690
66 0,007980 | 0,007793 66 0,013650 | 0,013914
67 0,009270 | 0,008467 67 0,016650 | 0,015321
0,009255 68 0,016937
0,010175 69 0,018794
0,011251 70 0,020929
0,012508 71 0,023382
0,013977 72 0,026201
0,015693 73 0,029441
0,017699 74 0,033164
0,020043 75 0,037442
0,022782 76 0,042359
0,025983 77 0,048009
0,029724 78 0,054502
0,034095 79 0,061963
0,039204 80 0,070538
0,045173 81 0,080392
0,052148 82 0,091717
0,060300 83 0,104730
84 0,064290 | 0,069826 84 0,117660|0,119686
k 8 k 8
G1 0,053430 G1 0,091910




c 1,136996
b 0,000001
2 0,002548
K. 30922,792621
¢ 2,792995

c 1,178199
b 0,000000
0 0,002390
K. 309955,029654
c 3,713200

ROK 2011 ZENY GBR ROK 2011 ZENY ESP
VEk m, m, M VEk m, mCM
60 0,005470 | 0,005541 60 0,003480 | 0,003536
61 0,005790 | 0,005951 61 0,003600 | 0,003740
62 0,006210 | 0,006418 62 0,004130 | 0,003981
63 0,006890 | 0,006948 63 0,004580 | 0,004264
64 0,007990 | 0,007550 64 0,004180 | 0,004598
65 0,007810 | 0,008236 65 0,005040 | 0,004992
66 0,009090 | 0,009015 66 0,005330 | 0,005456
67 0,010310 | 0,009901 67 0,006230 | 0,006002
0,010908 68 0,006646
0,012053 69 0,007404
0,013356 70 0,008298
0,014836 71 0,009351
0,016520 72 0,010591
0,018434 73 0,012053
0,020610 74 0,013774
0,023084 75 0,015803
0,025897 76 0,018193
0,029096 77 0,021010
0,032733 78 0,024328
0,036868 79 0,028237
0,041570 80 0,032843
0,046916 81 0,038270
0,052994 82 0,044663
0,059905 83 0,052196
84 0,067470|0,067763 84 0,061740|0,061072
k 8 k 8
G1 0,059560 G1 0,036570




