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Anotace
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Uvod

Tato bakalafska prace si klade za cil seznamit Ctenaie s hlavnimi aspekty teorie systému
linearnich rovnic. V prvni kapitole seznamuje ¢tenare se zdkladnimi pojmy teorie systému
linearnich rovnic. V druhé kapitole se nejdiive obecné vénuje problematice piimych
itera¢nich metod. Poté se dlikladné projdou jednotlivé pfimé metody (Gaussova eliminacni
metoda bez vybéru i s vybérem hlavniho prvku, LU rozklad, Choleshéko metoda, Croutova
metoda pro tfidiagonalni matice) a ukaze se jejich postup feSeni na ptikladech. V tieti
kapitole se seznami Ctenar S iteracnimi metodami feSeni soustav linearnich rovnic. Projdou
se Jacobiova a Gauss-Seidelova metoda, ukdze se nazorn¢ pribéh feSeni na vzorovych
piikladech. Dale se &tenai seznami s ukondujicimi kritérii pro iteraéni vypoéty. Ctvrtou
kapitolou si ctenaf projde algoritmy pro feSeni soustav linearnich rovnic iteracnimi
metodami, které jsou soucasti jadra Matlabu. Pata kapitola seznamuje ¢tenaie s praktickou
Casti bakalarské prace, ukazuje ndvrh grafického rozhrani aplikace pro feSeni soustav
linearnich rovnic iteraénimi metodami a dale popisuje algoritmy, které byly napsany
Vv programovacim jazyce Java. Sestd kapitola srovnava &asovou narocnost vypoétu
praktické casti bakalaiské prace a Matlabu. Srovnava se na posloupnosti ptikazl, které se
vykonavaji v praktické casti bakalaiské prace a dale srovnava piesnost vysledkd.
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1 Zakladni pojmy z teorie systému rovnic

Matice nad télesem P je zobrazeni {1, 2, ..., n}x{l1, 2, ..., n} = P. Zapisuje se vétSinou

velkymi pismeny. A = {...}. Je to struktura tvofena n sloupci a m fadky.

Ctvercova matice je matice tvorena n sloupci a n fadky.

a;; Ag
a=( )
a1 dp

Nulova matice je takova, kterou ma na vSech pozicich ajj hodnotu 0.
_ (0 0
A= (0 0)
Jednotkova matice je takova Ctvercova matice, ktera ma na hlavni diagonale prvky
s hodnotou 1 a na vsech zbylych pozicich nulové prvky. Hlavni diagonala obsahuje prvky

aij pro i=j.
1 0 O
A= (0 1 0>
0 0 1

Matice transponovana k matici A se zna&i A" a plati pro ni ajj = aTji. To znamena, ze prvky
které byly na i-tém fakdu a j-tém sloupci budou nové na j-tém tadki a i-tém sloupci.

1 2 3 1 4 7
A=456AT=258>
7 8 9 3 6 9

1.1 Soustava linearnich rovnic

Za soustavou linearnich rovnic povazujeme libovoln€ velkou mnozinu linedrnich rovnic.
Obecné mize byt soustava m linearnich rovnic s n proménnymi zapsana nasledovné.

a11x1 + a12x2 + a13X3 + ... + alnxn = bl
a21x1 + a22x2 + a23x3 + .. + aann = bz

a31x1 + a32x2 + a33x3 + .. + a3nxn = b3

Am1X1 + QaXe + ApzXs + . + GnXy = by,

12



Proménné x; aZ x;, jsou nezndmé a ajj jsou koeficienty vystupujici v soustavé rovnic. Cleny
bi jsou absolutni ¢leny soustavy nebo téz vektorem pravé strany. V obecném piipadé
mohou byt koeficienty i absolutni ¢leny komplexnimi ¢isly. Koeficienty soustavy lze
zapsat také v maticovém tvaru. Tuto matici poté nazyvame jako matici soustavy. Stejné tak
muzeme nezndmé, ale také koeficienty pravé strany zapsat jako vektory. Vektor

N
neznamych X a vektor pravé strany b.

a1 Q12 Qg3 A1n
a1 Gy Qpj arn

A= | asz; a4z dass aspn |, X =
Am1 Am2 Ams Amn

&=
N R
N =

N

=
oo o

~
§..

Pokud mame soustavu linearnich rovnic Vyjadfenou jako matici soustavy, vektor
neznamych a vektor pravé strany lze celou soustavu linearnich rovnic zapsat ve tvaru.

Qi1 Qg2 Qi3 Qin X1 by
Q1 Az QAp3 Aon X b,
| as1 as; as; asn | | x| = | bs |
Am1 Am2 Am3 Amn xn/ \bm/
-
AxX=b

Matice A a vektor pravé strany se nékdy zapisuje do jedné matice, kterou oznaujeme A|b.
Tvoftt ji celd matice A do které za posledni sloupec pfiddme fadky vektoru pravé strany b.

a1 Aaqz diz

ap; Gz, Qpj

Alb=| Q31 Qasz ass
Am1 Am2 Ams

azn b3

Matice Alb se nazyva rozsifena matice soustavy. Je-li vektor pravé strany b nulovy, potom
se jedna o soustavu homogenni. Pokud je aspon jeden prvek vektorti bj, i =1, 2, ..., m

nenulovy, potom se jedna o soustavu nehomogenni.

13



Soustavu muzeme oznalit feSitelnou ¢i nefeSitelnou, jestli existuje alespont jedno,
respektive neexistuje zadné feSeni. Aby soustava A * X = b méla feseni, plné postacuje
rovnost hodnosti matice soustavy h(A) a hodnost rozsifené matice soustavy h(Ab). Reseni
nehomogennich soustav ma tfi konce. Prvnim koncem je, ze dana soustava nema feSeni,
dale pak soustava ma prave jedno feSeni. Posledni eventualitou je soustava s nekone¢nym

poctem feSeni.

14



2 Primé metody reSeni systému linearnich rovnic

Piimé metody lze aplikovat na regularnich ¢tvercovych maticich soustav fadu n(A € M),
kde b je vektor pravé strany. Systém ma jediné feSeni.

x*=A"1xb

Jsou to metody, které po aplikaci koneénym poétu krok daji presny vysledek x*, oviem za
predpokladu ze vSechny aritmetické operace prob&hly matematicky presné.

2.1 Gaussova eliminacni metoda

Jedna se o jednu z nejznaméjsich piimych metod feSeni systému rovnic. “Hlavni myslenka
této metody spociva v pfevedeni dané¢ho systému A x = b vhodnymi ekvivalentnimi
upravami na systém R X = ¢ s horni trojihelnikovou matici R, tj. problém se pfevede na

“1

redukovany problém.“" Gaussovou elimina¢ni metodou lze také feSit vypocet inverzni

matice, nebo vypocet determinantu matice.

Matice A = (aj) tvaru m x n je v fadkové odstupniovaném tvaru, jestlize spliuje dvé
podminky. Obsahuje-li i-ty fadek Ajx samé nuly, pak vSechny pod i-tym fadkem jsou také
nulové. Je-li v i-tém fadku A prvni nenulovy prvek v j-tém sloupci, tedy na misté ajj, pak
vSechny prvku leZici v prvnich j sloupcich a soucasné pod i-tym fadkem se rovnaji nule.
Prvni nenulovy prvek v kazdém fadku nazyvame hlavnim prvkem.

V prvnim kroku algoritmu vynasobime prvni fadek ¢islem —kj, které se souctem druhého
fadku odstrani hodnotu ay; ze soustavy. V druhém kroku taktéZz vynasobime prvni fadek
Cislem —K; které tentokrat eliminuje hodnotu az;. Ve tietim kroku vynasobime tieti fadek
—k3 a tim odstranime posledni prvek ag, k dokonéeni algoritmu.

[an 12 Qi3 b1]<J (—k,) Q11 Q12 Gg3 131

a1 Qz1 Az3|b, os | 0 dyy dys|b,

az1 Qazz Qszlb, d (=k2) 0 4z asz by d (=ks)
a1 A12 4dg3 lzl
0 dy; dzs|b,
N

! (Horova, a dalsi, 2008)
15



Nasledujici krok rozhoduje o fesitelnosti soustavy. Soustavy fesené Gaussovou eliminacni
metodou jsou nefesitelné, pokud h(A[b) > h(A), vzdy kdyz @z3 = 0, by # 0. Jsou fesitelné
ptipade rovnosti hodnosti matic h(alb)=h(a).

V kroku tii musime zjistit poCet nezndmych, které¢ si mizeme zvolit a pocet nezndmych
vyjadifenych parametrem.

k =n—h(A)

K je ¢islo volnosti, které nam ukazuje kolik neznamych si muZzeme zvolit, nebo které
musime nahradit parametrem. N je celkovy pocet neznamych obsazenych v soustavé.

V ptipad¢ kdy dostaneme k=0, tak vysledek soustavy je jednozna¢ny - napiiklad x; = 1,
X2 = 2, X3 = 3. Pii vysledku, kdy se k rovna jedné, vysledek soustavy bude v podobném
tvaru x; =1 +p, Xo =2 - p, X3 = p. Kde p si zvolime a soustava ma nekonecné¢ mnoho

fesSeni.

V poslednim kroku algoritmu z redukované matice A|b se vyjadiime neznamé.

b
X3 = z—
= ; ass
a3z X3 D3 5
~ 1 5 2 ~
az; Xz + 43 X3 b, X, = — — dy3 X3
a1 X1 + A1z Xy + a3 X3 bl a;
b
X1 = —— = Q12 X2 — Q13 X3
a1
Nyni si tuto metodu nazorné prevedeme na piikladu.
2X1 + 4‘x2 - X3 = -5
X1 + X - 3 X3 = —9

4x; + x, + 2x3= 9

Eliminujeme hodnoty a;1, as; na hodnotu 0. Prvni fadek nasobime % a ode¢teme od druhého

fadku. Poté prvni nasobime 2 a odecteme od tfetiho fadku.

(i v :S)N%)
9/ d4(@2)

4 1 2

16



2 4 -—1| -5

_1 —_ ) —_-—
0 2l 2 |4 (=7)
0 -7 41| 19

Druhy tadek jiz mame ve tvaru, ktery pottebujeme. Nyni druhy fadek vynasobime -7 a
seCteme s poslednim fadkem rozsifené matice soustavy.

2 4 -1 -5
5| 13

-1 ——| ==
| © 2| 2 |

\0 0 43 129/
21 2

V tuto chvili se nam soustava natolik zjednodusila do pocitatelného tvaru.

le + 4x2 - 1x3 = -5
5 13

_xz _§x3: _7

43 _ 129

25T 2

K feSeni nezndmych vyuzijeme tzv. zpétny chod. Pfi této metod¢ se vypocet zacind od
posledni nezndmé.

258 13 5 7-5
x3=5-=3 mp=- —3;=-1 m=—=1

2.2 Gaussova elimina¢ni metoda s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku

Pii vypoctu Gaussovou elimina¢ni metodou musime piedpokladat, ze v pritbéhu algoritmu
nam vznikaji nenulové c¢isla, kterymi v dalSich krocich délime. ProtoZe jsou tato Cisla
velmi mal4, v absolutni hodnoté blizici se nule, vznikaji pfi zaokrouhlovani velké
nepfesnosti a tim ovliviiuji celkovy vysledek. Toto se da feSit metodami s vybérem
hlavniho prvku.

V prvni fade je to fadkovy vybér hlavniho prvku. V k-tém kroku prohledavame k-ty fadek
a hledame prvek, ktery je v absolutni hodnoté vétsi, nez zbylé hodnoty v fadku.

17



Prohledavame sloupce, ze kterych jsme dosud nevybrali hlavni prvek. Hlavni prvek se
nachazi v p-tém fadku a g-tém a plati pro n¢;

ol = s

Druhou moznosti je sloupcovy vybér hlavniho prvku. Kdy v k-tém kroku vybirame z k-
tého sloupce hodnotu, ktery je v absolutni hodnoté maximalni ze v$ech hodnot v daném
sloupci. Vybér probihd v tadcich, ze kterych jesté nebyl vybran hlavni prvek. Hlavni prvek
je potom v p-tém fadku a plati pro né;

o = st

Nasledujici piiklad je feSen Gaussovou eliminaéni metodou s ¢asteénym vybérem hlavniho
prvku ve sloupcich.

2
1 2 314 8950<J(—7>
2 4 5|25 ~<2 4 5|25 1
7] 8 9lso 1 2314<J<_§)
7 8 9950
/o 12 1775\
71 77 |, (.1
6 48 |4 (72
0 - 3|7
7 8 9150
12 17|75
0 — —|—
7 7|7
0 o 1 3/
212
x; =1, X, =2, X3 =3

18



2.3 Gaussova elimina¢ni metoda s uplnym vybérem hlavniho prvku

Zakladni myslenkou metody je prohledavat submatici, kterd se zmensuje kazdym jiz
hotovym fadkem trojuhelnikové matice. Jistou nevyhodou eliminace s aplnym vybérem
hlavniho prvku je potfeba ménit potadi jak radka, tak sloupct, tim je tato metoda méné
efektivnéjsi nez eliminace s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku.

Hlavni prvek v k-tém kroku eliminace, k=1, ..., n-1, vybirame ze sloupcu a fadkd, ze
kterych jsme dosud nevybirali. Hlavni prvek se nachazi v p-tém fadku a g-tém sloupci a
plati pro n¢j

|tpq| = max|aff™

Nejprve prohleddvame celou matici a hledame prvek, ktery je v absolutni hodnoté

4 9 8 7
8] ~ |5 4 2
22 3 2 2

maximalni z celé soustavy.

1 2 3
<245

7 8 [9]

8
4

9! (-5)

-----

posunovat nemusime, vysta¢ime si pouze vyménou sloupcu.

9 7 8| 4
17 4| 38

0 9 9] 9 12
, _4 2 10 -1
3 31773
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V priibéhu eliminace jsme zaménovali sloupce, proto ted’ na konci algoritmu musime opét
provézt zpétné vymény sloupcti vektoru vysledki X.

2.4 LUrozklad

Alan Turing, autor LU rozkladu matice A € R™™ postupoval tak, Ze postupné pocital m-
ty fadek matice U a m-ty sloupce matice L, m = 1, ..., n. Pfislusné vzorce odvozoval
pomoci vzorce pro ndsobeni matic.

A=L-U

n
a;; = Z liuy;
k=1

,»Je-1i matice fadkové, nebo sloupcové diagondlné dominantni tj.

n
jl = ) |ayl,  Gadkovd)

j=1,j#i

nebo

n
a;j| = a;il, (sloupcové)
ji j

i=1,i#]

pak LU rozklad existuje. Specidln€, je-li matice sloupcové diagondlné dominantni,
Je|ll]| <1 Vl,] = 1,...,n.“2

2 (Felcman, 2012)
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Pro regularni matice, ve kterych lze ménit potradi radku, tento rozklad 1ze udélat. Matice U
je horni trojuhelnikova matice, kterou dostaneme vyse zminénou Gaussovou eliminaci.
Matice L je dolni trojihelnikova a na hlavni diagonale jednicky.

ay1 Q12 Qg3 1 0 O U1 Uiz Uss
<a21 Qz; a23> = <lz1 1 0) X ( 0 uy, u23>
Q31 QAzz 0433 1 0 0

37 I3 U3z

Vse si ndzorn¢ predvedeme na piikladu.

le_xZ+7X3 =11
8x1_2xZ+SX3 :25
4x1+ 3x2_2x3:16

2 -1 7 1 0 O U1 Uz Ug3
(8 -2 5 > = <l21 1 0) X < 0 up uzs)
4 3 -2 Loy Ly 1 0 0

U33

Nyni si naplnime hodnoty matic L a U.

a11 = 2 = 1 * u11 = u11 = 2
a; =8 = Iy xuy = =4
az; = 4 = lyy*xuy = I3 =2
A, = -1 = 1*xu, = u,=-1
Ay = —2 = Iy * Uy +1% Uy = Uy =2
A3 = 3 = l3p* U+ 3% Uy, = [3=25
a3 =7 = 1*xu3 =2 uyz3=7
a23 - 5 - 121 * u13 + 1 * u23 — u23 - _23
a33 = _2 = 131 * u13 + l32 * u23 + 1 * U33 = u,33 = 41,5
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2 -1 7 1 0 0 2 -1 7
(8 -2 5) = (4 1 0> X (0 2 —23)
4 3 -2 2 25 1 0 0 415

V tuto chvili mame naplnéné matice L a U a miizeme pokracovat dale ve vypoctu. V prvni

fad€ musime vypocitat soustavu Ly = b, déle z této soustavy dostaneme vektor y, ktery
dosadime do dalsi soustavy UX = y a tim dostaneme vektor vysledku X.

1 0 O V1 11
(4- 1 0> (}’2) = (25)
2 25 1 V3 16

y1 = 11
y2=25_ 4‘*y1=_19
y3 = 16 —2*}11— 2,5*}12 =4‘1,5

V tuto chvili ptistupujeme k poslednimu kroku.

Uz =7
2 -1 7 X1 11
<O 2 —23) <x2> = <—19)
0 0 41,5/ \X3 41,5
x3 =1

X, =23*%x3 — 19=2
xg= 11+4+x,— 7%x3 =3
2.5 Choleského metoda

Autor metody André-Louis Cholesky ji zalozil na pfedpokladu pozitivné definitivni
¢tvercové matici A a na soucinu horni a dolni trojuhelnikové matici a druhd matice je

Z prvni transponovand. Matice L se nazyva Choleského trojuhelnik matice A. VyuZiti tato
metoda ma pfi vypoctu inverzni matice podle vzorce A™* = (L™1)T - L1, ale hlavné se
vyuziva pfi feSeni soustav linearnich rovnic.

A=1L-1I"
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Metoda opét sméfuje k feseni dvou systémil trojihelnikovych matic LTy = b, L% = ¥
Vypocet probiha po sloupcich, vzorce pro vypocet jednotlivych prvku vypadaji
nasledujicim zptisobem.

L= yan

Qqj .
=T j=2,..,n
11

i—

lij= +a;;- ) lylyj platiproj>i
Lig =

lij =0 platiproj >i

Prabéh vypoctu si ukdzeme na nasledujicim ptipadé€, kdy mame zadanou soustavu rovnic.

xl+2x2_X3:1
le+2xZ+4‘X3=3
—X1+ 4‘X2+8X3=6

lih=1,1l=2, li3=-1

/ 1
by = [z, — L =iV2 I3 = l_(a23 — lizlyy) = —i3V2
22

l33 = Ja33 - (1132 + 1,3°) =5

1 2 -1
T=<o iv2 —i3V2 >
0 0 5

Ted kdyz uz mame piipravenou matici L tak smime pfistoupit k dalsimu vypoétu LTy = b.

1 0 0 Vi 1
2 iv2 0 <}’2> = (3)
-1 —i3v2 5/ \V3 6



Nyni ziskdme hodnotu vektoru y(1, — g, 2) a pokracujeme v feSeni poslednim krokem

LX = y a tim ziskdme hodnotu vektoru nezndmych X.

1

1 2 —1 x, )

(0 iV2 —i3V2 ) (xz) _ | w2
0 0 5 X3

7 2
x1=0, xZ:E, X3:§

2.6 Croutova metoda

Prescott Durand Crout navrhl metodu, ktera dokaze tiidiagonalni matice pievést na soucin
dolni a horni trojiihelnikové matice.

aiq Qqp o .. 0
Qz1 Qpp 023 0

A= 0 . . :
: Ap-1n
0 0 an,n—l an,n

Potiebujeme matici A nyni rozloZit na matice L a U

L= 0 - - : = 0o - . :
: w0 : 1l upgn
0 .. 0 lLyno1 lyn 0 .. .. 0 1

Je tedy potieba vyjadrit koeficienty matice L a také matice U.

a1 = liq

Aji—1 = liji—1, platiproi =2,3,...,n
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al-,l- = li,i_lui_l,i + li,il platl pro i = 2, 3, v, n

Apivr = Lgug; + 1, platiproi=1,2,..,n—1

Z téchto uvedenych vzorct si jiz snadno dopoéteme vSechny potiebné koeficienty do obou
matic. Poté co vyjadiime matici A jako A= L U, poté systtm Ax = b pfevedeme na jiz

zndmy systém Ly = b, L% = . Demonstrujme tuto metodu na nasledujicim piiklade.

2 000 1
(12,,) (tz0°)
1200
IR B A

L:|o1—0| U= o

9 18

39 00 1 ——

00 2 —= 25
25 000 1

2 0 0 0
9
(15”\” [5)
25 Y21 | -
|01_o|y3 71
k 939 4 5
0 0 2 —==2
25
92235
y('3'5’3)
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3 Nepfimé metody FfesSeni systému linearnich rovnic

Tyto metody nazyvame také metodami itera¢nimi. Pii aplikaci téchto metod nedostaneme
pfesnd, ale aproximovana feSeni. Vyuzivaji se v pripade, kdyz méame matice velkych fadu,
pii kterych by vypocet pfimymi metodami byl velmi zdlouhavy a pamétoveé narocny.

3.1 Princip iteracnich metod
Zékladnim rysem iteracnich metod je vyjadfit soustavu linearnich rovnic ve tvaru.
x=T,+g TE M,

LX je feSeni systému Ax = b pravé tehdy, kdyz x je feSenim systému x = T, + g,
X = (E - T)" g za piedpokladu, 7¢ E — T je regularni. Necht x° € R" je libovolna po&ateéni
aproximace. Posloupnost {x*}7_, uréena rekurentné& vztahem

xk*t1=Txk+ g, k=0,1,..,n
se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva iteracni matice.*?
x!'=Tx"+g,
x2=Tx'+g=TTx°+g)+g=T*x°+ (T+E)g,

xktl = Th+1x0 4 (Tk + TF1+ .+ E)g

3.2 Jacobiova itera¢ni metoda

Tvircem metody byl prusky matematik Carl Gustav Jacob Jacobi. Matici soustavy
muzeme rozepsat do nasledného tvaru

A=D-L-U,

kde D je matice diagonalni, L je dolni trojihelnikova matice, U horni trojuhelnikova

matice.
aq 0
D B ( ..‘ )’
0 Ann

0 0 0 aiz v 0
_ all . _ ‘. ‘. .
L= : : ’ U= An-1n
any - Onn-1 0 0 0

¥ (Horova, a dalsi, 2008)
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Ax=b = (D-L-U)x=b

Je potieba tuto rovnici transformovat.
Dx=(L+U)x+b

Vychézime z ptedpokladu, ze jednotlivé prvky a;; # 0,proi = 1, ..., n, je matice D
regularni a lze tudiz vypocitat

x=DYL+UWUx+ Db
a z tohoto vztahu ziskame maticovy tvar Jacobiovy itera¢ni metody.
x**1 = Tjx¥ + D™'b, T;= D'(L+VU)

Lze také si také touto metodou zapsat vektor X nasledovné.

,,Pro nékteré specialni matice A je zarucena konvergence Jacobiovy itera¢ni metody.
a) Silné fadkové sumaéni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, t;.

n
la;;| > Zlaijl' i=1,..,n
=

Jj#i

Pak Jacobiova itera¢ni metoda konverguje pro kazdou pocate¢ni aproximaci
0 n
x° € R™

b) Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonaln¢ dominantni, t;.

n

sl > Ylauds k= 1om.
i=1
ik

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci
0 n «4
x° € R™

* (Horova, a dalsi, 2008)
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Priklad:

11X1+ 2x2+ x3=15
x1+ 10x2+ ZX3=16
ZX1+ 3x2_8x3=1

Nyni zrovnice pfevedeme na iterani tvar, tak Zze zkazdé rovnice vyjadiim jednu
neznamou.

1
x1 = H(].S —2x2— X3)

1
Xy = E(16 - X1 — ZX3)

1
X3 == g(_l + le + ZXZ)
0 2 1 15
xk+1 / 11 11 xk /11\
e _ |1 1| (), ] 16|
X5 = | —— 0 —-= X5 |+ ] — |
X 1 3 . X3 1/
4 8 8
T] D~ 1p
k+1 1 k k
xl == ﬁ(ls —sz _— x3
k+1 1 k k
X =E(16—x1—2x3)

Pokud si zvolime pocate¢ni stav ¥(0,0,0) a hodnotu kone¢ného kritéria 10%, potom
vysledek po priib&hu deseti iteraci je ¥(1.0564, 1.3642,0.6507).
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x, W NI TYFCINCETY
ol o 0 0
1| 1,3636 1,6 -0,125 1,60000
2| 1,0841 1,488  0,8159 0,94090
3| 1,0188 11,3284 0,7043 0,16020
4| 1,0581 1,3573 0,6279 0,07640
5| 1,0598 1,3686  0,6485 0,02060
6| 1,0558 1,3643  0,6532 0,00470
7| 1,0562 1,3638  0,6506 0,00260
8| 1,0565 1,3643  0,6505 0,00050
9] 1,0565 1,3643  0,6507 0,00020
10| 1,0564 1,3642  0,6507 0,00010

Tabulka 1- Itera¢ni vypocet SLR pomoci Jacobiovy metody

3.3 Gaussova-Seidelova iterac¢ni metoda

Metoda je velmi podobnd piedeslé Jacobiové metod¢, s tim rozdilem, ze pro xk

poéita jiz s vy&islenymi koeficienty x¥*1, ..., x %1,

i—1 n
aij k+1

]
= ii j=ir1 i i

k+1

Maticovy zépis se da zapsat takto.

Ax=b = (D-L—Ux=h

D-L)x=Ux+»b
Za ptedpokladu, ze a;; # 0,i = 1, ...,n, je matice D — L regularni.
x={D-L)Ux+D-L)""b

Potom je Gaussova-Seidelova iteraéni metoda tvaru.

xk*t1 =Texk + g, Te= (D—-L), g=(D-L)""

30
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,,Posloupnost {x*}%_, generovana Gaussovou-Seidelovou iteraéni metodou konverguje pro
kazdou po&ateéni aproximaci x° € R™ pravé tehdy, kdyz p(T;) < 1.

Metodu provedeme na stejném piikladé jako Jacobiovu, opét s pocate¢nimi podminkami
%(0,0,0) a hodnotu kone&ného kritéria 10%.

11X1+ 2x2+ X3=15
x1+ 10x2+ ZX3=16
ZX1+ 3x2—BX3=1

1
X+l = ﬁ(15 —2xk— x5

1
XK+l = 1—0(16 — xk+1— 24k

1
Xkt = §(_1 + 2xFtl 4 2 4K+

xilk] lek] Kglk] I IIU‘] - J{Ik_lll I

ol o 0 0

1| 1,3636 1,4636  0,7648 1,46360
2| 1,028 1,3442 0,6361 0,33560
3| 1,0614 1,3666 0,6528 0,03340
4| 10558 1,2639 0,6504 0,10270
5| 1,0565 1,3643  0,6507 0,10040
6| 1,0564 1,3642 0,6507 0,00011
7| 1,0564 1,3642 0,6507 0,00001

Tabulka 2— Iteraéni vypocet SLR pomoci G-S metody

Pfi porovnani obou tabulek vysledki dojdeme k zavéru, ze vysledek z desaté iterace
Jacobiovou a vysledek sedmé iterace G-S metodou se rovnaji. Sta¢ilo nam k tomu o tfi
iterace méné¢, diky pouziti jiz vypocitanych hodnot.

%(1.0564,1.3642,0.6507).

® (Horova, a dalsi, 2008)
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3.4 Ukoncovaci kritéria itera¢nich metod

Ukoncovacim kritériem je mySlen piedpis, kterym ziskame redlné cislo. Toto c¢islo
nasledné porovnani s hodnotou tolerance odchylky dvou poslednich iteraci. Pokud je toto
¢islo vétsi nez tolerance, pokracuje vypocet dalsi iteraci. V opacném pfipad¢ je iteracni
proces ukoncen a vysledek systému rovnic je posledni iterace.

,Necht C™ resp. R™ je vektorovy prostor vSech uspotadanych n-tic komplexnich resp.
realnych ¢isel. Prvky tohoto prostoru budeme zapisovat ve sloupcovych vektorech.

Vektorova norma C™ je funkce || - || (z C™ do R™) s nasledujicimi vlastnostmi:
1) ||x]| >0, vx € C"
2) Ixl=0 © x=0, 0=(0,..,0)T
3) |lax|| = |a| ||x|l, Va € C, Vx € C"

4) llx+yll < llxll + llyll, vxy €cm®

Norma vektoru udava velikost vektoru X, kterou ziskame ||X|| = \/ X2 4+ x4+ .+ x2.

”xk+1_ xk” < g

Timto pfedpisem se oznacuje absolutni chyba, kterd bere rozdil vektori poslednich dvou
iteraci, ze kterych zjistime normu vektoru a tu porovname s €, coz je hodnota tolerance.

k+1 __

[kl

x|

[lx
<é¢

Relativni chyba se poc€ita velmi podobné jako absolutni chyba. Rozdil je v tom, Ze jesté
normu vektoru |[x**1 — x*|| vydélime normou vektoru ||x*||.

||T'k+1|| — Axk+1 —b< ¢

Residuum se ziska z Ax**1 — b, které musi pro ukonceni itera¢niho vypoctu mensi nez
tolerance.

® (Horova, a dalsi, 2008)
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4 Algoritmy pro vypocet iteracnich metod v Matlabu

Pro feSeni itera¢nich metod v Matlabu je zapotiebi mit ¢tvercovou matici. Metody jsou
navrzeny pro feseni systému Ax = b, nebo pro minimalizaci vyrazu || b — Ax||. Algoritmy,
které Matlab pouziva k feseni systému linearnich rovnic iteraéni metodou, jsou:

BICG — Biconjungate gradient method (metoda bi-sdruzenych gradienti)

BICGSTAB - Biconjungate gradient stabilized method (stabilizovand metoda bi-
sdruzenych gradientd).

CGS - Conjungate gradients square method (¢tvercova metoda sdruzenych gradienti)

GMRES - Generalized minimum residual method (zobecnénd metoda minimalniho
rezidua)

QMR — Quasi-minimal residual method (metoda ¢aste¢né minimalniho rezidua).

Vsechny metody vyuzivaji predpoklady M. Systém linearnich rovnic Ax = b je pak
zaménén za ekvivalentni systém M~1Ax = M~1b. Pfedpoklad M je zvolen pro zrychleni
konvergence iteratnich metod. VétSina iteracnich metod si pfi feSeni iteracnich rovnic
pouziva funkci \ tzv. backslash.

A\B je matice podilu A a B, ktery je zhruba stejny jako inv(A)*B, ale je poéitan jinym
postupem. Jestlize A je matice typu nxn a B je sloupcovy vektor o n slozkach, nebo matice
slozena z nékolika takovych sloupt, pak X = A\B je feSenim rovnice A*X=B Gaussovou
eliminaci. Varovna zprava se zobrazi, je-li A Spatného typu, nebo je-li A skoro singularni.
Jestlize A je matice typu mxn a B je sloupcovy vektor o m slozkéach, nebo matice slozena
z takovych sloupct, pak X = A\B je feSenim systému A*X=B ve smyslu metody
nejmensich ¢tvercti.

4.1 BICG - Metoda bi-sdruzenych gradientt
X =BICG(A, B)

Pokousi se fesit systém linearnich rovnic A*X = B pro X. Matice koeficientli A musi byt
¢tvercova typu nxn a sloupcovy vektor musi byt délky n. BICG zacina iteracni proces
V pocateCnim odhadu, ktery je standardné nulovy vektor délky n. Iterace se opakuji, dokud
metoda nekonverguje, nebo dokud neni spocitan maximalni pocet iteraci. Konvergence je
dosaZeno, jestlize relativni reziduum NORM(B-A*X)/NORM(B) je mensi nebo rovno
toleranci metody. Tolerance této metody je 1e-6. Standardni pocet iteraci je od n do 20. Ne

BICG(A, B, TOL) urcuje toleranci metody.

BICG(A, B, TOL, MAXIT) urcuje maximalni pocet iteraci.
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BICG(A, B, TOL, MAXIT, M) a BICG(A, B, TOL, MAXIT, M1, M2) pouzivaji
ptedpoklad M nebo M = M1 * M2 a efektivné fesi systém rovnic inv(M)*A*X = inv(M)*B
pro X.

BICG(A, B, TOL ,MAXIT ,M1 ,M2 ,X0) specifikuje poc¢atec¢ni odhad. Jestlize X0 je zadan
jako prazdné matice, pak je standardn¢ pouzit nulovy vektor.

X = BICG(A, B, TOL, MAXIT, M1 ,M2, XO0) vraci feSeni X. jestlize BICG konverguje,
pak se zobrazi informacni zprava. Jestlize u BICG selhala konvergence po maximalnim
mnozstvi iteraci nebo se BICG zastavil z jakéhokoliv divodu, pak se zobrazi varovna
zprava informujici o relativnim reziduu a o Cisle iterace, pii kterém se metoda zastavila ¢i
selhala.

4.2 BICGSTAB - Stabilizovana metoda bi-sdruzenych gradientt
Funkce BICGSTAB pouZiva stejnou syntaxi jako funkce BICG.

X =BICGSTAB(A, B)

BICGSTAB(A, B, TOL)

BICGSTAB(A, B, TOL, MAXIT)

BICGSTAB(A, B, TOL, MAXIT, M)

BICGSTAB(A, B, TOL, MAXIT, M1, M2)

BICGSTAB(A, B, TOL, MAXIT, M1, M2, X0)

X =BICGSTAB(A ,B, TOL, MAXIT, M1, M2, X0)

4.3 CGS - Ctvercova metoda sdruZenych gradientt
Vyuziva stejnou syntaxi jako BICG.

X =CGS(A, B)

CGS (A, B, TOL)

CGS (A, B, TOL, MAXIT)

CGS (A, B, TOL, MAXIT, M)

CGS (A, B, TOL, MAXIT, M1, M2)

CGS (A, B, TOL, MAXIT, M1, M2, X0)
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X =CGS (A, B, TOL, MAXIT, M1, M2, X0)
4.4 GMRES - Zobecnéna metoda minimalniho rezidua

X = GMRES(A, B) a X = GMRES(A, B, RESTART) fesi systém linearnich rovnic A*X =
B pro X. A musi byt ¢tvercova matice typu nxn a sloupcovy vektor B musi byt délky n. Na
rozdil od BICG, se GMRES sam restartuje pii dosazeni iterace RESTART, kterou pouzije
jako novy pocatecni odhad. Standardni hodnota restart je n. Konvergence je dosazeno,
jestlize relativni reziduum NORM(B-A*X)/NORM(B) je mens$i nebo rovno toleranci
metody. Tolerance této metody je le-6. Standardni maximalni pocet iteraci je mensi z Cisel
n/RESTART a 10.

GMRES(A, B, RESTART, TOL) urcuje toleranci metody.
GMRES(A, B, RESTART, TOL ,MAXIT) ur¢uje maximalni pocet iteraci.

GMRES(A, B, RESTART, TOL, MAXIT, M) a GMRES(A, B, RESTART, TOL, MAXIT,
M1, M2) vyuziva ptedpoklad M nebo M = M1 * M2 a efektivné fesi systém rovnic
inv(M)*A*X = inv(M)*b pro X.

GMRES(A, B, RESTART, TOL, MAXIT, M1, M2, XO0) specifikuje pocatecni odhad.

X = GMRES(A, B, RESTART, TOL, MAXIT, M1, M2, X0) vraci feSeni X. jestlize
GMRES konverguje, pak se zobrazi informacni zprava. Jestlize u GMRES selhala
konvergence po maximalnim mnozstvi iteraci nebo se GMRES zastavil z jakéhokoliv
diivodu, pak se zobrazi varovnéa zprava informujici o relativnim reziduu a o ¢isle iterace,
pfi kterém se metoda zastavila ¢i selhala.

4.5 QMR - Metoda ¢astecné minimalniho rezidua

Syntaxe ptikazi je stejnd jako u funkce BICG s vyjimkou QMR(A, B, TOL, MATIX, M1)
a QMR(A, B, TOL, MAXIT, M1,M2). U téchto ptikazt je pouzito levého predpokladu M1
a pravého predpokladu M2, feSeni soustavy A*X = Bse tedy zefektivni po prevodu na
ekvivalentni soustavu inv(M1)*A*inv(M2)*Y = inv(M1)*B, kde X = inv(M1)*Y.
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5 Popis praktické ¢asti bakalarské prace

Prakticka ¢ast bakalaiské prace je napsand Vv programovacim jazyce Java. Je rozdélena na
dvé tifidy. V tfid¢ Algoritmy jsou implementovany vSechny algoritmy, kterymi jsou
zpracovavana vstupni data matic. Ttida Hlavni_okno fesi grafickou ¢ast program, naplnéni
matice zadanymi hodnotami a vola ptislusné algoritmy. V této se vytvofi instance tiidy
Panel, do které se vykresluje soustava linearnich rovnic.

-~ & BPVaclavBatka
— {5 Source Packages
: —{::} BPVadavBatka
|§| Algaritmy.java
>|E[$ HlavniCkno. java
=8 & Libraries
2 10K 1.7 (Default)

Obrazek 1 Struktura praktické ¢asti BP

5.1 Popis grafického rozhrani programu

Grafické rozhrani je rozdéleno na 2 casti. V horni ¢asti aplikace je text field pro zadani
fadu matice, tlaCitko zobraz, vykresli rovnice pro zadéani jednotlivych koeficientl aj;.
Combo boxy, kterymi uzivatel vybere metodu pro feSeni soustavy a kritérium podle
kterého se v kazdé iteraci kontroluje, zda se ma pokracovat. Dalsi text field nacita hodnotu
kritéria. Tla¢itko vypocti, po zadani vSech parametrii provadi samotny vypocet. Panel, do
kterého se vykresluje soustava linedrnich rovnic.

T~ |~
Zadejrad matice 6 Zobraz | Jacobi \v| [Kriterium 1 ¥] '0.00005 | vypoch
x1 8 2 1 x13 2 x4 1 x15 4 12
21 1 22 15 23 3 w24 2 x25 1 = 16
31 2 32 3 @3 S x4 3 X35 10 = 1
1 1 w2 1 3 2 s 5 x5 1 1
351 1 x52 1 153 5 154 1 155 9 51
00 00 00 00 00
15 10867 00179 0125 56667
20549 05687 EENE 09086 53577
24901 09159 0994 05948 50935
24701 07725 11764 08139 59065
25376 0852 11229 07245 50504
25211 08153 116 07743 50944
25342 08342 11448 07513 50264

25291 08251 -1.1532 -0.7632 60119
25321 0.8297 -1.1493 -0.7575 6.0195
25307 08274 -1.1513 -0.7603 60158
25314 0.8285 -1.1504 -0.7589 6.0177
25311 0828 -1.1509 -0.75696 6.0168
25313 0.8283 -1.1506 -0.7593 6.0172
25312 08281 -1.1507 -0.7594 6.017

25312 0.8282 -1.1507 -0.7594 68.0171
25312 08282 -1.1507 -0.7594 6.017

25312 08282 -1.1507 -0.7594 6.0171

Zas vipottu: 13ms

Obrazek 2 Grafické rozhrani BP
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V dolni ¢asti aplikace je editor pane, ktery se plni vysledky iterac¢nich cykla a label ve
kterém se zobrazuje ¢as vypoctu.

5.2 Popis pouzitych algoritmii

Metoda matPlusMat si alokuje dvourozmérné pole double, které naplni souc¢tem prvki na
odpovidajicich si pozici vstupnich matic. Nakonec funkce vraci pole, které je vysledkem
souctu matic.

Metoda matXmat vraci dvourozmérné pole, které si alokovalo v téle funkce a naplnilo
hodnotami odpovidajicimi soucinu matic.

Metoda matXvekt vraci jednorozmérné pole odpovidajici souc¢inu matice a vektoru.

Metoda vektMinusVekt si alokuje jednorozmérné pole double. Naplni ho rozdily prvki na
odpovidajicich si pozicich vektort, vstupujicich do metody v argumentu. Nakonec pole
vrati vysledny vektor.

Metoda inverse zapiSe do reference, kterd vstupuje do funkce jako druhy argument
inverzni matici k matice, ktera je prvnim argumentem funkce.

Metody kriterium1, kriterium?2 a kriterium3 vypocitavaji hodnotu podle zvoleného kritéria.
Kriterium]1 vraci redlné ¢islo double, které vypocte podle predpisu pro absolutni chybu.
Kritérium?2 vraci Cislo podle ptedpisu relativni chyby a kritérium3 podle pfedpisu residua.

Metoda Jacobiho provadi iteraéni vypocet na zaklad€ vstupnich argumenti. Provadi jej na
zéklad¢ nésledujici rovnice.

n
xk“— —zﬂxk+ﬁ i=1,..,n
i - j )
—= a;i a;; k = 0
Jj#i

Po provedeni sérii vypoctu se funkci pro vypocet kritéria ptifadi hodnota tolerance aktuélni
iterace a porovna se s toleranci, kterou zvolil uzivatel. Po ukonceni itera¢niho vypoctu se
vraci matice vSech itera¢nich hodnot neznamych x.

Metoda JacobiMaticove provadi iteracni vypocet stejné jako metoda Jacobiho, jen za
pouziti rozdilné rovnice x**' = T)x* + D7'b, T, = D™Y(L 4 U). Vraci stejn& jako

metoda predesla matici vSech iteracnich hodnot nezndmych x

Metoda Gauss_Seidelova provadi iteracni vypocet podle nésledujici rovnice.
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e Q;; e Ajj Qi
j=1 j=i+1

Stejné jako predeslé metody pro vypocet iteraCnich metod, také tato metoda kazd¢ iteraci
zjiSt'uje hodnotu tolerance v jednotlivych iteracnich cyklech. Po konci vypoctu vrati matici
itera¢nich hodnot vsech vysledki x.

Metoda Gauss_SeidelMaticove analogicky k Jacobiovym se chova stejné jako metoda
Gauss_Seidelova, jen s rozdilem pouziti jiné rovnice pro vypocet.

X = Tex* + g, Te= D—-L)y"'U, g= D-L)""b
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6 Srovnani s matematickym softwarem Matlab

Matlab je matematicky software vyvijen spole¢nosti MathWorks. Nazev Matlab vznikl
zkracenim slov matrix laboratof, coz lze voln¢ pielozit jako maticova laboratof. Tento
preklad pIné vystihuje strukturu, kterd je pfi vypoctech zalozena na maticich. ,,Matlab
umoziuje pocitani s maticemi, vykreslovani 2D a 3D grafi funkci, implementaci
algoritmt, pocitacovou simulaci, analyzu a prezentaci dat i vytvareni aplikaci vcetné

grafického rozhrani“’

6.1 Srovnani ¢asovych naroki pri vypoctu

Srovnani autorem vytvofenou aplikaci a matematickym softwarem Matlab se provede na
deseti pokusech vypoctu stejné soustavy linedrni rovnice.

11X1+ 2x2+ X3=15
X1+ 1OXZ+ ZX3=16
2X1+ 3x2—BX3=1

>» ticy

B =11 2 1;1 10 2;2 3 -8]:
B = [15:16:1]:

D = diag(diagi(&)):

L = tril (A, -1);

P = triu(A,l):

OF = —-inv (D} * (L4+P);
VJ = inv (D) * B;

X = [0;0;0];

for n=1:10

X=0J * ¥ + VJ;

end;

toc

Elap=zed time iz 0.01l666 seconds.

Obriazek 3 Kéd pro vypocet Jacobiovy metody v Matlabu

" http://cs.wikipedia.org/wiki/MATLAB
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>» ticy

[11 2 1;1 10 2:;2 3 -8]:
[15:;16:1]):
diag(diag(h)):
tril (A,-1);
triu(ih,1):

UG = —-inv (D+L) * P;
V& = inv(D+L) * B:
X = [0:0:0]:

for n=1:7

¥=UG * X + VG;

end;

L= I e I e B 5 I =
I

toc
Elapsed time iz 0.014773 seconds.

Obriazek 4 Kod pro vypocet G-S metody v Matlabu

Tyto kody byly zvoleny, aby se ¢asova narocnost méfila na presné stejnych tkonech, které
se vykonaji ve zdrojovém kodu praktické ¢asti bakalarské prace.

Aplikace(ms) Matlab(ms)
8 18,83

65
21
12
13,7
14,6
16
10,4
11,1
15

19,763

W 00 =J & LN D R
T T S S T U =Y

10
pramér

P
I

Tabulka 3 Srovnani ¢asové naro¢nosti Jacobiovy metody
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70
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8 30

20
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Jacobiova metoda

4 5 6
pokus

Aplikace
Matlab

Graf 1 Srovnani ¢asové naro¢nosti Jacobiovy metody

Aplikace(ms)

Matlab{ms)

W 00 = @ N D R e

10

9

N R R U R R B U O

18,83
65
21
12

13,7
14,6
16
10,4
11,1
15

prumér

n
%]

19,763

Tabulka 4 Srovnani ¢asové naro¢nosti Jacobiovy metody maticovym zpisobem
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70
60
50
v 40
8 30

20
10

Jacobiova metoda maticové

Aplikace
Matlab

4 5 6

pokus

7 8 9 10

Graf 2 Srovnani ¢asové naro¢nosti Jacobiovy metody maticovym zpisobem

Aplikace(ms)

Matlab{ms)

[ T v R B o R B I

10

7

18
10
16
14
17,5
16,7
29,9
16,3
19,2
11,3

pramér

o I L L I e -4

16,89

Tabulka 5 Srovnani ¢asové naro¢nosti G-S metody
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Gaussova-Seidelova metoda

35

N /N

25 /
@ 20
E -/
Z s N\ ] e\
QO \

10

5 SN L~ <

/\
0
1 2 4 5 6 9 10
pokus

Aplikace
Matlab

Graf 3 Srovnani ¢asové naro¢nosti G-S metody

Aplikace(ms)

Matlab{ms)

W0 00 =~ A P D R e

10

7

(ST TURN NER, Y T R S SN S Y

18
10
16
14
17,5
16,7
29,9
16,3
19,2
11,3

pramér

e
o

16,89

Tabulka 6 Srovnani ¢asové naro¢nosti G-S metody maticovym zpiisobem
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Gaussova-Seidelova metoda maticeve

@' 20 / \
E -/
8 15 N ‘\\r/ \/\\ Aplikace
10 Matlab
5 \ PN
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pokus

Graf 4 Srovnani ¢asové naro¢nosti G-S metody maticovym zptisobem

6.2 Srovnani presnosti vysledki

Ptesnost vysledkl se provede na totozné matici jako u srovnavani ¢asovych narokd na
vypocet.

11X1+ 2x2+ X3=15
x1+ 1OXZ+ 2X3=16
le‘l' 3x2_8x3=1

Aplikace Matlab
Xy 1,0564 1,0564
Ky 1,3642 1,3642
X3 0,6507 0,6507

Tabulka 7 Srovnani presnosti vysledki Jacobiovy metody
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Aplikace Matlab
X3 1,0564 1,0564
®y 1,2642 1,2642
X3 0,6507 0,6507

Tabulka 8 Srovnani presnosti vysledka G-S metody

Z ptedchozich tabulek 7 a 8 je ziejmé, ze piesnost vysledkd praktické casti bakalaiské
prace zaokrouhlenych na 4 desetinna mista, je shodna u Jacobiovy metody po 10 iteracich
a G-S metoda po 7 iteracich s vysledky ziskané z Matlabu.
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Zaver

Teoreticka Cast bakalaiské prace ma za kol seznamit Ctenare s problematikou feSeni
systému linearnich rovnic, jak pfimymi metodami, tak i iteraénimi metodami. Pfi psani
byla snaha popisovat metody matematickymi a ptesnymi definicemi, ale také je popisovat
jednoduchym a snadno pochopitelnym zptisobem. K podtrzeni snadnosti pochopeni se
nazorn¢ kazdd metoda ukazala na typovych ptikladech s jasnymi instrukcemi dalSich
ukont. Déle zde srovnavame vyslednou aplikaci, navrzenou a realizovanou v praktické
Casti bakalaiské prace, se softwarem pro védecké vypocty Matlabem. Piijjemnym zjiSténim
bylo, kdyz Casové naroky na dobu vypoctu a vSech ukont, které se déji pii vypoctu

Vv praktické Casti bakalarské prace, jsou rychlejsi nez ty samé ukony ve zminovaném
Matlabu. Pii srovnavani ptesnosti vysledki doslo ke konstatovani, ze pfesnost jednotlivych
kofent soustavy linearnich rovnic je naprosto stejna jako v Matlabu.

V praktické ¢asti byly ndsledné implementovany algoritmy, které byly popsany

Vv teoretické ¢asti. Pro aplikaci byl zvolen programovaci jazyk Java, ktery je povazovan za
jeden z nejpopularnéjsich programovacich jazykl na svété pro svou pienositelnost mezi
riznymi platformami.
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Priloha A — Dokumentace

Dokumentace k Aplikaci je pfilozena na CD.
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Priloha B — Zdrojové kédy

Zdrojové kody Aplikaci jsou piilozeny na CD.
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