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1  Uvod

Na vyjadrenie funkénych hodndt distribucnej funkcie rozdelenia celkovej Skody
existuji postupy exaktné, aproximativne, rekurentné¢ a simulacie. Akékol'vek
vyjadrenie rozdelenia celkovej Skody zo skimaného portfélia ndm umoziuje nasledne
odpovedat’ na otazky tykajice sa schopnosti poistovatela plnit svoje zavizky.
Prispevok sa zaobera Specifickym okruhom tychto analyz — aproximativhym efektom
normalneho rozdelenia v suvislosti s modelovanim potrebného poctu zmlav,
vzhladom na konkrétnu troven rizikovej prirdzky a obsahuje ndzornii ukazku na
modelovych datach.

2 Predpoklady modelu rizika

Pre nahodnu premennu celkovej Skody z heterogénneho portfolio n nezavislych
poistnych zmluv, ktoré je charakteristické tym, Ze na kazdu poistni zmluvu, moze
nastat’ najviac jedno poistné plnenie a pocet zmluv sa pocas sledovaného obdobia
(najcastejsie jedného roka) nemeni, plati [1]

S=X,+X,+..+X,=> N, (1)

i=1
kde Sje celkovd Skoda z daného portfolia, X; - Skoda zi-tej poistnej zmluvy,
i=1,2,..,n. Ndhodnd premennd Y, predstavuje vysku poistného plnenia z i-teho
rizika, ak poistné plnenie nastalo a ndhodné premenna N, opisuje pocet §kdd z tohto

rizika, i =1, 2,..., n. Podl'a predpokladu méa N, alternativne rozdelenie, teda N,~ A(q,)
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a pre vysSky 8kod Y v individualnom modely rizika plati, Ze nemusia byt opisané
identickym zakonom rozdelenia.

2.1  Heuristicky pristup normalnej aproximacie

Ak uvazujeme model (1), potom kazdi nahodnu premennt S definovant tymto
vztahom moéZeme normovat, ak existuje strednd hodnota E£(S) a disperzia D(S) =0,

vztahom
_S—E(S)
/D)
()
Teda pre normovanii ndhodni premennti S nasledne plati, Ze £(S)=0,D(S)=1.
Moderna tedria pravdepodobnosti vyuziva Siroké spektrum podmienok, pri ktorych

ma rozdelenie celkovej Skody asymptoticky normélne rozdelenie, ktoré moZeme
charakterizovat’ podl'a centralnych limitnych viet [3]

P(S < x) = D(x), n —> o0 (3)
kde d(x)je distribu¢nd funkcia normovaného normalneho rozdelenia.

Ciel'om aktuarskych rizikovych modelov je predovSetkym minimalizovat® stratu
poistovne, ktora mdze vzniknit so zvySenym rozsahom poistnych udalosti resp.
poistnych plneni. Z tohto dovodu sa poistovia snazi minimalizovat’ pravdepodobnost’
krachu 1 — p, teda

P(S<(1+0)E(S) =p 4)
kde (1+®)E(S) je rizikové poistné (risk premium) vyjadrené vzhladom na princip

strednej hodnoty v podmienkach individualneho modelu rizika. Toto poistné,
podrla [2], m&Zzeme oznacit’

RP,(S) = E(S) + ©E(S) 5)

kde © je rizikova prirazka (relative security loading) a ®FE(S)je bezpecnostné plnenie

(security loading). V nasledujucich modeloch abstrahujeme od volnych rezerv na
zaciatku obdobia U, inak plati

Fs(U+RF, (S)=p (6)
Potom podl'a vztahu (4) plati
F (E(S)+OE(S)) = p
(7)
P(S < E(S)+®E(S)) = p (8)

Nasledne z rovnice (7) mo6Zzeme odhadnut’ rizikova prirdzku . Tato odhadneme
pomocou Lindenberg — Fellerovej vety
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P(S—E(S)£®E(S)):P{S_E(S)< ®E(S)]=p 9)

JD(S) D)

z ¢oho vyplyva, ze

p~a| 2EO) (10)
VD(S)
Potom pre odhad rizikovej prirazky O plati
u,o(S)
CEW®)

(1)

kde u, je prislusny kvantil normovaného normalneho rozdelenia. Vztah (11)

v tomto pripade plati, ak je splnend podmienka regularity, t.j. pre taki mali hodnotu
e>0a i=12,...n

o(X) _,

S (12)

Nasim ciel'om je tito hodnotu rizikovej prirazZky ® odhadnut’ ¢o najpresnejsie, a to
pomocou rigoroznych odhadov. Treba vSak konStatovat, ze rizikové poistné mozno

stanovit’ podl'a typu poistenia r6znymi spdsobmi, pricom d’al§im v praxi zauzivanym
spdsobom, je najma princip smerodajnej odchylky [1], [4].

2.2 Metody rigoroznych odhadov

Cielom rigoréznych odhadov je spresnit’ aproximaciu, v naSom pripade spresnit’
odhad parametra ®. Na tento ucel by sme mali poznat presnost normalnej
aproximadcie, alebo, inymi slovami mieru konvergencie vzt'ahu (3).

Jeden z moZnych postupov je sposob vypoctu zaloZeny na centralnych momentoch
tretiecho radu z4(S) a tzv. Lyapunovej charakteristike Lg, ktora je definovana vztahom
#(S)
L = 33— (13)
o’ (S)
kde ale nahodna premenna S je uz opisand identickym zdkonom rozdelenia.

Hodnota Lg je vel'mi d6leZitd veli¢ina v tedrii aproximacie normalnym rozdelenim.
Jej podstatnd vlastnost’ je, ze je bezrozmernou a absolutnou veli¢inou. Na tomto
vzt'ahu je zalozena aj tzv. Berry-Esseen teoréma (metoda) [4].

Ak existuje konStanta C,, v zmysle [4]

C, <0,792 (14)
tak pre vSetky x plati
L
|y (x)—D(x)| < C, TZ (15)
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kde F;(x) je distribuCna funkcia normovanej nahodnej premennej, ktora vyjadruje

celkovu Skodu, Lg je Lyapunova charakteristika podl'a vyjadrend vztahom (13).

Podla vztahu (15) plati F,(x) > ®(x), ak plati, Ze %-LS —0 . Uvedeny

n

predpoklad je postacujucou podmienkou pre normalnu konvergenciu pre pripad
Tubovolného rozdelenia. Pre lepSiu aproximaciu rizikov€ého poistného RF,
definovan¢ho vztahom (5), pouzijeme Berry-Esseenovu teorému pre odhad rizikovej
prirazky ©.

Oznaéme symbolom A; absolutnu diferenciu zo vztahu (15). Hladdme taku
pravdepodobnost’ P(S < RF (S)) , ktorda nebude menSia ako pravdepodobnost’ p.
Opétovne podla (9) a (15) moZeme pisat’

_ E(S) ®E(S) ®E(S)
P(S<RP, (S)=P S < —F, > @ ~ A, (16
© [ ,/D(S)] (,/D(S)] [,/D(S)j )

OFE(S)
> 17
CD( D(S)J>p+AS (17)

Potom zo vztahu (16) vyplyva, Ze
P(S<RPo (S)= p+Ag—Ag = P(SSRP, (S)2p (18)

Teda pre rizikovu priraZku © zo vztahu (16) plati, Ze P(S <RF (S))= p, a teda

OLS) (19)

z ¢oho
up+AS O-(S)
E(S)
Porovnanim vzt'ahov (20) a (11) vidime, ze rozdiel spo¢iva v nahradeni kvantilu
u,za kvantil u, , . Vo vSeobecnosti, odhad vyjadreny vztahom (20) je vacsi ako
heuristicky odhad (11). Je prirodzené, Ze v pripade heuristickych metdd eliminujeme
mozZnu chybu aproximacie zvySenim rizikového poistného.

Aby sme mohli pouzit’ vztah (20) na vztah (1), modifikujme ho. Ozna¢me celkova
Skodu S, ktora vznikne ako stucet nezavislych, ale identicky rozdelenych nahodnych

premennych, teda X, = X, = X, = X . Potom mdZeme vyjadrit’' S| ako

Slzn.(Mj:n.y (21)
n

(20)

pri¢om plati
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E(X)+..+E(X))

E(S,)=n-E(X), kde E(X)= (22)

D(S,)=n-D(X), kde D(X) =

D(X))+..+D(X,) (23)
n
Z uvedeného vyplyva, ze vztah na vypocet rizikovej prirazky v pripade, Ze celkova
Skoda je suctom nezavislych aidenticky rozdelenych néhodnych premennych,
vyhovujica podmienkam kolektivneho modelu rizika, ma tvar

~ upo-(Sl)

E(S) -

Co zodpoveda vztahu (11), bez overovania podmienky regularity, ktora je splnena.
Vypocet rizikovej prirazky dany vzt'ahom (24) je vSak pre poistnt prax ,,skresleny*,
tzn. nevyhodny. A prave jej spresnenie ziskame na zéklade odvodeného vzt'ahu (20).
Uvedieme postup vypoctu potrebnych charakteristik v pripade Specifikacie nahodne;j
premennej X .

1. Uvazujme model S, homogénneho portfélia poistnych zmlav, kde S, je ndhodna
premennd suc¢tu uz identicky rozdelenych ndhodnych premennych, pricom nahodna
premennd X mé zloZené alternativne rozdelenie, X ~ CoA(q; Fy(x) = x/b, x €(0;b)).

Tzn. ndhodna premennd N ~ A(g) a ndhodna premennd Y ma rovnomerné rozdelenie,
teda Y ~ Ro(0;b), a S, mdzeme vyjadrit’ vztahom
S, =n-X (25)
Charakteristiky ndhodnej premennej S, vyjadrime pomocou strednej hodnoty
a rozptylu ndhodnej premennej N, Y a X . Plati

E(N)=¢q (26)
D(N)=p-q (27)
E(N =2 = (28)
D(Y) = % (29)
E(X)=E(N)-E(Y) (30)
D(X)=E(N)-D(Y)+D(N)-E*(Y) (31)

Naviac k-ty centralny moment pre potreby vypoctu Lyapunovej charakteristiky,
vzhl'adom na skutoc¢nost’, Ze ndhodna premennd X ma zlozené alternativne rozdelenie,
vypocitame v tomto pripade podla vzt'ahu platného v individualnom modely

1, () = E(x = EQOY )= |x - EQO[ (1= )+ q [ e~ QO d (32)
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2. Uvazujeme eSte jednu modifikdciu modelu S1 a to model S3, pricom X je opit’
identicky rozdelend ndhodna premennd, ale na rozdiel od prechadzajiceho pripadu S2

nidhodnd premenna Y je konStanta, tzn. hi=Y, =Y, =V Teda individuilna vyska

Skody je X ~ CoA(q;Fy(x)) a preto S; mézeme vyjadrit’ vztahom
S,=n-X (33)

Nasledne na zéklade charakteristik poctu NV a vysky Skody Y dostadvame postupnymi
upravami charakteristiky na vypocet celkovej Skody

EY)=Y=p (34)
D(Y)=0 (35)
E(X)=q-Yo=q-u (36)
DX)=p-q- Y +q-0=p-q- 4’ (37
E(S)=n-q-pu (38)
D(S,)=n-p-q-p’ (39)

3  Prakticka aplikacia

V nadviznosti na cast’ 2. uvedieme vypocet rizikovej prirdzky © podla vztahu
(24) a (20) vzhladom na vSetky uvedené predpoklady. Uvazujeme homogénne
portfolio poistnych zmlav istého druhu Zivotného poistenia v uréitej komercnej

poistovni. Jednotlivé parametre rozdeleni opisujucich danu situdciu st uvedené v tab.
¢. L.

Tab. 3: Vstupné hodnoty rieSenia modelovej situdcie

pravdepodobnost’ vzniku Skody q=0,1
pocet poistnych zmlav n=23500
rozdelenie poctu §kod N ~A(0,1)

rozdelenie individuédlnej Skody, ak Skoda nastala | ¥ ~Ro(0;1)
rozdelenie individudlnej vysky Skody z 1 rizika | X ~CoA(0,1; Fy(x) =x, x € (0;1))
pravdepodobnost’ krachu g =0,05

Zdroj: Viastny

Na zaklade vysSie uvedenych predpokladov pouzijeme vyjadrenie pre S,, t.j.
homogénneho portfolia poistnych zmlav, a podla vztahov (30) a (31) dostdvame

E(X) =E(N)-E(Y)=q-§ =0,1-0,5=0,05

D(X)=E(N)-D(Y)+D(N)-E*(Y)= 0,1-é+(0,9-0,1)-(%j =0,03083
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Potom podl'a vztahu (26) vzt'ah na vypocet rizikovej prirazky O je

O u,o(S,) _u, -\Jn-D(X) _u, -\ D(X) U5 -1/0,03083

ES,)  nEX)  Jn-E(X)  /3500-0,05

~ 00,0973

Hodnota 0,0973 predstavuje aproximativne vyjadrenil rizikova prirazZku ©
prostrednictvom heuristického pristupu. Rizikové poistné na jednu poistni zmluvu
uréime ako (1+®)- E(X) = (1+0,0973)- 0,05 = 0,0549.

Uved'me teraz rigorézny odhad rizikovej prirdzky, pricom uvazujeme rovnaké
vstupy uvedené v tab. 1.

Najskor Ay urcime pre tito situaciu podl'a vztahu (15), teda

L
A, =C, TS — 0,792~ —0,0495
: n V3500

pricom hodnotu Lyapunovej charakteristiky sme vypocitali podl'a vzt'ahu (13) a
(32) ako

1
E(0-0.05F)=/0-005 - (1) + ¢ - [[x 0,05 dx

) 02
3 ]

(0,0308)3

_ 14(S,) _
(73(S2) (

S

1 g
Ef0-0,05F)=[0-0.05 -1~ ) +¢- [|x - 0,05|2de2
0

Rizikova prirdzka potom podl'a vzt'ahu (20) je
S Uprag, o(S,) _ Ho9995V 0,0308
T ES,) 0,05 -/3500

Teraz postupujme obdobne, ale v sulade s modelom S;. Podla vztahu (13)
potrebujeme vypocitat’ Ly . Vztah pre vypocet L; , pre nas pripad homogénneho

=0,1947

portfolia, mézeme zjednodusit’ pouzitim vzt'ahu (13) a vzt'ahu na vypocet centralnych
momentov pomocou vztahu (36) ziskame

_ 4(S;) _(1-2g+24") 082
©a(S) JJql-q) 03

Dosadenim tejto hodnoty Lg do vzt'ahu (14) dostaneme

=2,7333

N

L
Ay =C—==0,792- 2734 _ 0,0366
: n /3500

VysSie vypocitanou hodnotou mdzeme spresnit’ kvantil u, normovaného
normalneho rozdelenia kvantilom w,,, =22144.

3
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Za predpokladu homogénneho portfélia a podmienok modelu S;, dostadvame
rizikovu prirdzku ® podla vzt'ahu (20)

L Uray (S tpan, Vnp-q i u,, NP 22144009

TSy n-q-u Jn-Jg /3500401

=0,1123

Ak je jednoduchsie pre vypocet pouzit’ heuristicky pristup, je zrejme, ze u, <u,.,

, potom tabelovana hodnota u,,; =1,6448 a rizikova prirazka je ® ~ 0,0834.

V poistnej praxi, sa nasledne odporuca porovnat’ rdézne urovne rizikovej prirdzky
v zavislosti od rdéznych parametrov modelu atak vyhodnotit’ vhodné nastavenie
rizikovej prirazky O pre konkrétne portfolio poistnych zmliv poistovne.

Modeling n n 3500

Cy 0.792

Parameters L 0.35

q 0.1

b [

43(X) 0.02

Charakteristics g:ii 0 DDSE;

a|X) 0.175

L 3.7318

Berry-Esseen theorem A 0 0495

: : heuristic a;, 0.0973
Estimat (=]

stimation rigorous e, 01947

Obr. 5: Stanovenie rizikovej prirazky ® podla modelu S,
Zdroj: Viastny

Obrazok ¢. 1 zobrazuje vypoctovu proceddiru opisanu v Casti 4. pre model S,
realizovanu prostrednictvom programového systému MS Office Excel 2007, kde na
zaklade zadanych parametrov program urc¢i charakteristiky pre dany model a stanovi
rizikovu prirazku ® heuristickym aj rigor6znym odhadom.

4 Zaver

Clanok sa zaobera Berry-Essenovou aproximaciou s aplikaciou pre aktuarstvo a to
pre Specificku oblast’ teorie rizika v poistovniach — stanovenia optimdlnej rizikovej
prirazky. Systematicky a v krokoch vysvetl'uje jednotlivé postupy a predpoklady a je
doplneny praktickou aplikaciou s vyuZitim softvéru MS Excel. Ciel'om prispevku bolo
najmd priblizenie jednej z menej pouzivanych aproximacnych metdd a jej praktické
vyuzitie v aktuarstve.
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