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Abstrakt

Tato diplomova prace, zvana Bayesovské metody v nezivotnim pojisténi, se zabyva
vyuzitim bayesovskych odhadll v oblasti nezivotniho pojisténi. Diraz je kladen na model
binomické/beta, model Poissonovo/gama a model normalni/normélni. Pro kazdy model je
uveden piiklad aplikace v pojistné praxi. Prace je dale zaméfena na Biihlmanniv model

a Bihlmann-Straubtv model.
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Biihlmann-Straubtiv model kredibility

Abstract

This thesis called the Bayesian estimates in non-life insurance is focused on using
bayesian estimates in non-life insurance. Emphasis is placed on model binomial/beta, model
Poisson/gama and model normal/normal. This thesis contains the exampls of applications for
each model in the insurance practice. The thesis is also focused on Biihlmann model and

Bithlmann-Straub model.
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VOt 9
1.  Teorie pravd€podobnosti V POJISIENI.....uieeciiieeiiieeiie et 11
2. Zakladni principy bayesovskeé statiStiKy .........ccccveeeriieriiieiiieeeieecie e 14
2.1.  Zékladni rozdily mezi klasickym a byesovskym pfistupem............cccceeveuveeneen. 15
2.2, BAYESOVA VELA ...veiieiiiiiieeiiiee ettt ettt et e e et e e e nae e e e eannee 17
3. Teorie KIediDility....cueeeeiieeiee et e e e e e e e 21
4.  Bayesovska teorie Kredibility.......ccoeeiiiiiiiiiiiiiieiiee e 24
4.1, KONJUZOVANE SYSIEIMY ....eieuiieiieeiiieiieeitesite et esteeeteesaeesebeenaeesnbeessaesnseeseessseeseens 25
4.2, Bayesovske 0dhady.........ccceeviiiiiiiiiiiiieie e 29
4.3.  Bayesovké a maximalné vérohodné odhady...........cccceeviiniiniiiiniiiniiiiieieees 30
4.4. Bayesovské modely v pojiSTOVIICVI.....cccuiiiuiiriieiieiie ettt 31
4.5.  Ukdazky aplikace byesovskych modelil..........cooeeeiieiiiiiiiiniiiiiiiieees 34
5.  Empiricka bayesovska teorie Kredibility.........ccoooieriiiiiiiiiiiiiiiiieeieeieeeeee e 41
5.1. Biihlmanntiv model kredibility .........cccceooiiiiiiiieniiieiieeeeeeeee e 42
5.1.1.  Praktickd ukézka pouZiti EBCT 1.....ccccceoviiiieiiieeiie e 43
5.2. Biihlmanntv-Straubliv model kredibility .........ccceevviieeiiiiiiieeiiecieeeee e 46
5.2.1.  Praktickd ukadzka pOuZiti ........ccceeeeiiiiiiiiieciee et 49
ZLAVET ..ottt ettt ettt ettt h et a e bttt a e e bt et e ehe e bt enteen e e bt enteeaeeneenteeneenteas 55
Seznam pouzité literatury a ostatnich zdrojl.........ccccveeeeiieniiieniiieceee e, 57
Seznam PILON .....ocviiiiiie et 60
SEZNAM GRAFU
Graf 1: Porovnani maximaln¢ vérohodného a bayesovského odhadu.............ccceeenenneen. 36

Graf 2: Porovnani skute¢ného a odhadnutého poctu pojistného plnéni u modelu

POISSONOVO/ZAIMA ...ttt ettt et et et e st e et e s sbeenseesaseenseennnes 38



Graf 3: Porovnani skutecné a odhadnuté vySe pojistného plnéni u modelu
NOTMAINT/MOTMAINT ..ottt st e 40
SEZNAM OBRAZKU
Obrazek 1: Dedukce zaloZend na K1asické t€Oril .......coueeueiiiiiiiiniiiieiceccceeceee 15
Obrazek 2: Dedukce zaloZend na bayesovske te€OTTi....uieueeriieriieiiieiieeieeiieeieeee e 16
SEZNAM TABULEK
Tabulka 1: Rozdil v zdkladnich charakteristikach u klasické a Bayesovské teorie............ 17
Tabulka 2: Pocet pojistnych UdAloStl.........oeeeviieriiiiiiieeciieee e 34
Tabulka 3: Vypocty pro model binomické/beta............ccceeerviieiiiiiiiieiieececeee e, 35
Tabulka 4: Pocet pojistnych pIn€ni..........ccceiiiiiiiiiiiiiiieee e 36
Tabulka 5: Odhad poctu pojistnych plnéni u modelu Poissonovo/gama...........cccceceevuennee 37
Tabulka 6: VySe pojistného pINEni .........coocuiiiiiiiiiiiiiicee et 39
Tabulka 7: Vypocetni tabulka bayesovského odhadu pojistného plnéni...........c.ceeeuvenneeee. 40
Tabulka 8: Udaje o celkové vysce pojistného plnéni u povinného ruéent...............c.......... 44
Tabulka 9: Pomocné vypocty pro odhad E(S2(0))...cc.eeevvieeriiieiieeieeeeeeeeeeee e, 44
Tabulka 10: Pomocné vypocty pro odhad D (m(0)).....cccveeriieeviiiiiieeieeeeeecee e, 44
Tabulka 11: Odhad ¢istého kredibilniho pojistného pro kazdou pojistovnu...................... 46
Tabulka 12: Celkové pojistné plnéni u povinného ruceni v tis. K€ (Y1]) ceovvervevervenennnens 50
Tabulka 13: Pocet pojist€énych automobil u povinného ruceni v tis. K& (Pjj) .......ccccee 50
Tabulka 14: Primérné pojistné pInéni spoleCnosti.........cceevveeeeiieeiiieeiiieeieccie e, 51
Tabulka 15: Standartizované hodnoty Xij........cccceceviiiiiiiiiiiiiiiiiicce 51
Tabulka 16: POMOCNE VYPOCLY ..ecuviiiiiieiieiiiieiieeite ettt ettt et ste ettt et esibe bt eseaeeseens 52
Tabulka 17: Pomocné vypocty pro hodnott P #........ccceevuiiiiiiniiiniieiieeieeiieeeeeiee e 52
Tabulka 18: Pomocné hodnoty pro vypocet hodnoty est D(m0)..........ccoevveeiienienieennnn. 53
Tabulka 19: Kredibilni odhad pojistného ...........cccccoveviiiiiiniiiiiiieee e 54
Tabulka 20: Kredibilni pojistné celkem............cccvveviiieriiiieiiieeiieceeee e 54



SEZNAM ZKRATEK

ISBA
ETH
EBCT 1
EBCT 2

Society for bayesian analysis

Swiss federal institute of technology
BithImanniv model kredibility
Biithlmann-Straubtv model kredibility



Uvod

Pojistovnictvi v priibéhu svého vyvoje ziskavalo na své dilezitosti a v nynéjs$i dobé je
neodd¢litelnou soucasti narodniho hospodatstvi zvlasteé z toho diavodu, ze dnesni doba
predstavuje velké mnozZstvi rizik, plynoucich z nastdni ndhodnych udélosti. Pojistovnictvi
tedy plni vyznamnou funkci ,,ochrance* ekonomickych subjektli, protoZe kryje ztraty pfi

nastani takovéto udalosti a stabilizuje ekonomickou uroven.

Vzhledem ktomu, ze na naSem uzemi dlouhou dobu panoval monopol v oblasti
pojistovnictvi, nedochazelo krozvoji v oblasti teorie a aplikace pojistnych véd.
Konkuren¢ni prostiedi se zacalo vytvaiet opét od roku 1991, kdy se zacaly hledat nové
metody vypoctu pojistného, odhadi pojistného plnéni atd. Jednou z modernich metod je
pravé vyuziti teorie kredibility, pro Upravu pojistnych sazeb, vychazejici z bayesovské
statistiky, a vypodet netto pojistného pievazné v nezivotnim pojiténi. Piestoze v Ceské
republice (i na Slovensku) nemaji bayesovské metody zatim Sir§i uplatnéni, zacinaji
ziskdvat na své dulezitosti a stdvaji se stale Castéji uzivanymi postupy nejen
v pojistovnictvi, ale i v jinych odvétvich lidské Ginnosti. Cesky pojistny trh se stale vice
zac¢inad zaméfovat na analyzu vlastnich dat z minulosti, jejich zpracovani a praktické uZiti,

coz je dobry zaklad pro Castéjsi aplikaci bayesovskych metod aktuarskych véd.

Diplomova prace je rozdélena do né€kolika dil¢ich casti. V prvni €asti se prace bude
zabyvat popsanim teoretického zdkladu bayesovskych metod. Budou tedy popsany dilezité
pojmy z teorie pravdépodobnosti vzhledem k bayesovskym metodam, jako napft. stfedni

hodnota, rozptyl, a Bayesova véta.

Ve druhé c¢asti prace bude vysvétlen pojem bayesovska statistika, zakladni pojmy
a princip bayesovské teorie odhadii. Diiraz bude kladem ptedevSim na rozdily mezi
bayesovskym a klasickym ptistupem. Vzhledem k tomu, Ze v bayesovska statistice hraje
dilezitou roli subjektivni stranka, jsou tyto metody hodné kritizovany. V praci budou

uvedeny jak diivody pro kritiku, tak i dvody tuto kritiku vyvracejici.

Nasledujici ¢ast bude zaméfena na vysvétleni pojmu kredibilita a kredibilni bayesovské
odhady. Bude popsan princip bayesovkych odhadli parametrii binomického, Poissonovo

a normalniho rozdé€leni, pfi¢emz budou uvedeny piiklady aplikace v nezivotném pojisténi.



Diilezitou cast prace tvoti popis empirické bayesovské teorie a jeji vyznam v pojistné
praxi. Diraz bude kladen na dva modely, Biithlmanniv model a Biihlmann-Straublv
model. Prvni z nich neni moc vhodny pro praxi, ale tvofi teoreticky zéklad pro model
druhy, ktery se zagina stavat jeden z nejpouzivangjsich ve svété. V Ceské republice tomuto
modelu neni zatim vénovana pozornost, jakou by si zaslouzil. Je nadé€je, ze v budoucnosti

se 1 u nds stane jednim z Casto pouzivanych modela pro odhad kredibilniho pojistného.

Cilem diplomové prace je na jedné stran¢ teoreticky popsat, vysvétlit a na praktické
ukézce predvést princip vyuziti bayesovskych metod v oblasti pojiStovnictvi a na strané

druhé poskytnout uceleny materidl zabyvajici se touto problematikou.
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1. Teorie pravdépodobnosti v pojisténi

Teorie pravdépodobnosti tvoii zdklad pojistnych véd i pojistné praxe, proto je vhodné
vysvétlit si jeji zakladni pojmy. Teorie pravdépodobnosti prochdzi neustale rozvojem a tak
1 definice pravdépodobnosti prosla uréitym vyvojem. Béhem vyvoje spolecnosti se zacaly
objevovat jevy, u kterych se nedal presné urcit vysledek (popf. jevy, které mohou a nemusi
nastat). Jako ptiklad mohou slouzit hazardni hry, které se hraly jiz ve stfedovéku.
Samoziejmée nejen kvili hazardu zacala vznikat teorie pravdépodobnosti. Hlavni diivod byl
ten, Ze bylo potieba takové ptipady matematicky interpretovat. Hlavni rozvoj probéhl v 17.
stoleti, kdy si dva matematikové Pascal a Fermat vyméhnovali dopisy. Resili otazku, jak
spravedlivé rozdélit bank mezi hrace, jestlize série hazardnich her musela byt pfedcasné
ukonCena. Tak tedy vznikal Laplaceova (klasickd) definice pravdépodobnosti, ktera
»odvozuje pravdépodobnost z objektivnich redlnich viastnosti zkoumaného nahodného
jevu. Oproti statistické definici umozZnuje urcit pravdépodobnost nahodné udalosti i bez
realizace nahodného pokusu. Predpoklad symetrie moznych vysledki je vsak prilis silny

re 1

a neumoznuje vyuZiti této definice v mnohych redlnich situaci®.

Pravdépodobnost by se dala definovat i takto: ,,Miru moznosti vzniku nahodné udalosti
A, chdpanou jako jeji objektivni vlastnost, bez ohledu na to, zda ji zname nebo ne,
nazyvame pravdépodobnost ndhodné uddlosti A a znacime P(A).“* Existuji i dalsi definice
pravdépodobnosti — statistickd, geometrickd, axiomaticka. Statisticka definice: ,,Poskytuje
nazornou predstavu pojmu, nevysvetluje vsak jeho podstatu. Vede k presvedceni, Ze bez
opakovdni ndhodného pokusu neni mozné stanovit pravdépodobnost nahodného jevu.*
Geometrickd definice je urCitym zevSeobecnénim klasické definice a je zaloZzena na
porovnani objemd, délek, ploch geometrickych utvarii. Tato definice také vychazi
z pfedpokladu, Ze vSechny vysledky nédhodného pokusu jsou stejné pravdépodobné.
Kolmogorova axiomatickad definice pravdépodobnosti byla publikovana v roce 1933. Tato
definice nedava navod na vypocet pravdépodobnosti. Tyto definice jsou zalozené na

objektivnich informacich a nedokdzou modelovat informace, které maji subjektivni

charakter. Z toho diitvodu nemohou byt pouzité pii bayesovskych metodach.

! Kotlebov4, E.: Bayesovska tatistick4 indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 16
? Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 15
? Kotlebov4, E.: Bayesovska §tatisticka indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 16
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Jak piSe V. Pacakova ve své knize Aplikovand poistna Statistika: ,,Teorie
pravdépodobnosti je teoretickym zdkladem modernich pojistnych véd.«* Je dulezité si tedy
vyjasnit nékteré zékladni pojmy. Prvnim z takovych pojmi je ndhodny pokus. Ndhodny
pokus je Cinnost provadéna za stejnych podminek, pfi¢emz nevede k jednozna¢nému
vysledku. Napt. v pojiStovnictvi je pojistnd smlouva ndhodny pokus, protoze miize
a nemusi dojit k pojistné udélosti. S ndhodnym pokusem souvisi ndhodné udélost. Nahodna
udélost mlize a nemusi nastat a je podmnozinou mnoziny vSech moznych vysledkd.
Kdybychom to opét méli vztdhnout na pojiStovnictvi, tak kazdd pojistna udalost je
nahodna udalost. Dalsi dalezity pojem je ndhodnd proménna, ktera je ¢iselnym vysledkem

nahodnych pokust. Jako pfiklad mizeme uvést vysku pojistného plnéni.

V praci se bude pracovat s pojmem aritmeticky pramér, ktery se vypocitd podle vztahu

S 1 . Y . ; r r1x
X=- .1 x; 5. Hodnota x; je konkrétni realizace nahodného vybéru.

Dtlezité pojmy pro pochopeni vypocti v diplomové praci jsou stfedni hodnota
a rozptyl. Stfedni hodnota ndhodné proménné je charakteristika Grovni, je zevSeobecnénim

pojmu aritmeticka primér. V ptipad¢ diskrétni proménné je vztah pro stiedni hodnotu
E(x) = Y;pix; ¢, kde p; je pravdépodobnost x; Rozptyl je zéakladni charakteristikou
variability ndhodné proménné X. Vypo¢ita se podle vzorce D(X) = EX? — (EX)?7.

Dalsi dva dulezité pojmy jsou distribuéni funkce a hustota pravdépodobnosti.
Distribuéni  funkce je pravidlo, které kazdému redlnému x pfifazuje urcitou
pravdépodobnost. Je definovana F(x) = P(X < x)8. Ze vztahu vyplyva, ze distribu¢ni
funkce vyjadiuje pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X ma hodnoty mensi nebo rovny
hodnoté realného ¢isla x. Vztah pro vypocet distribuéni funkce je F(x) = P(X < x) =

= Yix;, P(x;) °. Vlastnosti distribucni funkce jsou:'”

e 0 < F(x)<1prokazdé realné x,
e je neklesajici, tedy pro x; < x, plati F(x;) < F(x,),

® je spojita zprava,

* Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 15

> Kubanova, J.: Statistické metody pro ekonomickou a technickou praxi [3], s. 34
% Kubanova, J., Linda, B.: Sbirka ptikladi z pravdépodobnosti [4], s. 78

7 Kubanova, J., Linda, B.: Sbirka ptikladi z pravdépodobnosti [4], s. 72

¥ Pacdkova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 19

? Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 19

1 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 19
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e v bodé¢ - o konverguje k nule, v + oo k jedné.
Hustota pravdépodobnosti je nezadporna funkce f(x) takova, ze pro kazdé redlné ¢islo xo
je mozné vyjadfit distribuéni funkci F(x¢) vztahem F(xy) = ffgo f(x)dx 11, pro

—00 < Xy < +0012. Hustota pravdépodobnosti f{x) ma tyto vlastnosti:'>
e f(®»=20,

o [Pf)dx=1,

e Pla<X<b)=F(b)-F(a) =f;f(x)dx,pr0a<b.

11

12 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 20
13 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 20
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2. Zakladni principy bayesovské statistiky

Bayesovska statistika jako védni disciplina je docela mlad4, zacala se rozvijet aZ na
konci 20. stoleti. Prvni publikace zaCaly vznikat v 80. a 90. letech. Dal$i vyznamna
publikace navazuje vSak az v roce 2004. Tuto knihu napsal W. M. Bolstat, ktery podrobné
popisuje problematiku bayesovské statistiky. Samoziejme bayesovska statistika se objevuji
ve velké Casti statistické literatury, jsou ji vSak vénovany jen nékteré kapitoly. V Ceské
republice nebyla publikovana samostatnd knizka vénovana pouze bayesovskym metodadm
do roku 1985, kdy prof. M. Huskové z Karlovy univerzity publikovala prvni skripta'* na

dané téma.

Ptiznivci bayesovské statistiky jsou sdruzeni v celosvétové organizaci International
Society for Bayesian Analysis (ISBA). ISBA bylo zalozeno v roce 1992 pro podporu
aplikace Bayesovské statistiky pfi feSeni teoretickych a praktickych problémt v riznych
oblastech, napt. véda, priimysl, dale také i1 na irovni vladnich organizaci. ISBA ma Siroky
zabér své pusobnosti, pravideln¢ potadaji konference, vydéavaji svlij Casopis Bayesian
Analysis, jehoz ¢isla jsou kdispozici online na internetovych strankach
http://ba.stat.cmu.edu/. Pro clenstvi se sta¢i zaregistrovat na internetovych strankach

organizace http://www.bayesian.org/.

Jak jiz bylo zminéno, bayesovska statistika se uplatiiuje v celé fadé¢ odvéetvi. Jeji
dualezitost 1ze vidét v ekonometrii, marketingu, dilezita oblast je marketing, spolecenskych
védach a dulezitou roli hraje v medicing, pfedev§im ve vyzkumu. Tomu nasvédcuje i

mnozstvi literatury na tohle téma z oblasti mediciny.

Bayesovska statistika ndm nabizi alternativni pfistup k feSeni problémi statistické
indukce. Je zaloZzena na myslence, Ze nase informace (zkusenost) o hodnoté¢ nezndmého
parametru miize byt vyjadiena pomoci pravdépodobnostniho rozdé€leni, tj. neznamy
parametr miZeme povazovat za nahodnou proménnou sur€itym rozdélenim
pravdépodobnosti a ne za neznamou konstantu, jak je tomu v klasické statistice. Parametr

tohoto rozdéleni a i samotny typ tohoto rozdéleni se miize ménit vlivem udaji."

' http://www karlin.mff.cuni.cz/~huskova/backup_files/huskova_bayes.pdf, 1. 2. 2011[14]
'3 Kotlebova, E.: Bayesovska tatistickd indukcia v ekonomickych aplikaciach [2],
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21. Zakladni rozdily mezi klasickym a byesovskym
pristupem

Na obrazcich niZze miZzeme vidét rozdil mezi bayesovskym a klasickym pfistupem.

Na obr. 1 je zndrodnény proces, kterym se fidi klasicka statistika. Tento proces zacina
u modelu, ktery chceme odvodit, popt. ovétit jeho spravnost (napt. odhad poctu pojistnych
plnéni). Diky testovacim datim (napf. data z minulych let) se dostaneme pomoci rliznych

testll k zaveru, ktery si poté zpétné ovetime.

Obrazek 1: Dedukce zaloZena na klasické teorii

Ptredpokladany

vzorovy model

A 4

Néhodny

Deskriptivni Statisticka

indukce

vybér

statistika

[zdroj: Waller, R. A., Martz, H. F. Bayesia realiability analysis [8], s. 166]

Na obr. 2 mizeme vidét rozdil oproti predchozimu ptipadu. Jako u klasického ptistupu
zacneme u modelu, ktery chceme odhadnout, popi. ovéfit jeho spravnost. K tomu vsak
vyuzivame nejen data z pfedchozich let, ale i apriorni informace. Bayesiiv teorém tedy
bere v potaz oba zdroje dat. V tomto lze spatfit hlavni rozdil. Déle je postup stejny jako

u klasického pftistupu, tedy otestujeme data a zpétn¢ ovéiime.
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Obrazek 2: Dedukce zalozend na bayesovské teorii

Predpokladany Statisticka

vzorovy model indukce

A 4

Nahodny vybér \

- - Deskriptivni
Bayesuv teorém

Apriorni statistika

informace

[zdroj: Waller, R. A., Martz, H. F. Bayesia realiability analysis [8], s. 166]

Jsou zde dva zfetelné rozdily mezi klasickou teorii a byesovskym piistupem. Statisticka
odhady zalozené na klasické teorii jsou vétSinou vice omezené neZ je tomu u odhada
zalozenych na byesovské teorii diky vyhradnimu pouzivani dat z ndhodného vybéru.
U byesovského pfistupu vyuzivdme informace z predchozich zkuSenosti, které nazyvame

apriorni informace.

Druhy hlavni rozdil mizeme vidét v tom, Ze na rozdil od klasické teorie, bayesovska
teorie vetSinou vyzaduje méné dat z nahodného vybéru k dosazeni stejné kvality odhadu.
Ve vétsing pripada je tohle diivod pro uziti bayesovského piistupu a vyuziti apriornich
informaci, ptfevazn¢ v téch oblastech aplikace, kde data mohou byt bud’ drahd, nebo velice
sloZit4 na ziskéani. V tab. 1 je pfehledné porovnani vybranych charakteristik klasické teorie

odhadu a bayesovské teorie odhadu.
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Tabulka 1: Rozdil v zékladnich charakteristikach u klasické a bayesovské teorie

Chareakteristika Klasicka teorie Bayesovska teorie
Parametr Neznama konstanta Néhodna proménna
Apriorni rozdéleni Neexistuje Existuje, jasné definované
Odhad Predpokladany Predpokladany
Aposteriorni rozdéleni Neexistuje Ptesné odvozeny
Metody uvazovani Induktivni Deduktivni
Interval odhadt Jisty interval Pravdépodobny interval
Vyznam ptedchazejicich e v
skugenosti Nevyuzivané Vyuzivané
Potvrdit nebo popfit
Vyuziti vybérovych ocekavané vysledky
Ucel dat pro vyvozeni vzhledem k pfedchozim
zaveéra zkuSenostem z minulych
obdobi
.. s 1 e Zavisi h ti
Uit | (o stomnet
Kvalita odhadu vyhradn& objektivnim ALVIC popsa
informacim zkuSenosti pomoci
objektivnich dat
Bayesovsky pfistup vétSinou
zaduje méné t&chto dat,
Mnozstvi objektivnich dat C1rr} vice, tim P ozadque rene teetto da
1épe. protoze vyuziva data z

minulosti

[zdroj: Waller, R. A., Martz, H. F., Bayesian realiability analysis [8], s. 169]

2.2. Bayesova véta

Je potieba vysvétlit zakladni princip bayesovské statistiky a to je Bayesova véta.
Bayesova véta o podminéné pravdépodobnosti souvisi se subjektivni pravdépodobnosti a je
teoretickym zakladem bayesovské statistiky. Filozofie souvisejici s Bayesovou vétou byla
pti¢inou vytvoteni dvou Skol statistické indukce, klasické a bayesovské. Tyto dvé Skoly se
jiZ od zacatku vyvijely oddélené a soupetily mezi sebou. Hlavni rozdil a diivod k rozporu

je interpretace nahodnych jevi.

Bayesovu vétu formuloval Thomas Bayes. Datum narozeni Thomase Bayese se
odhaduje na rok 1702. Tento reverend se cely zivot zabyval studovanim statistiky.
Paradoxem je, Ze se proslavil aZ po své smrti roku 1761. Ve své posmrtné vydané praci
»An essey towards solving a problem in the doctrine of chances* popsal, ze
pravdépodobnost nahodného jevu je ovlivnéna nejen podminkami nahodného pokusu, ale

také informacemi, které mé konkrétni osoba k dispozici a jejim postojem k t€émto
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6

informacim.'® Tato prace byla vydand vLondyn& roku 1763 a publikovana

v ,,Philosophical Transactions of the Royal Society." V diskrétni verzi ma Bayesova véta

tvar: 18

P(B|A;).P(4;)

P(4;|B) =
B = S b (Bla). P(4)

2.1)

Jak mizeme vidét, Ze vzorec vychazi zpravidel pro ndsobeni podminénych
a nepodminénych pravdépodobnosti vyskytu jevi A (hypotéza) a B (pfedpoklad). Jinymi
slovy véta nam umoziiuje vypocitat pravdépodobnost jednotlivych udélosti A;j j = 1, 2,
...n), kdyZ vime, ze nastala udéalost B. Pravdépodobnosti P (A;j) pro j = 1, 2, ...n, resp.
P (Aj), jsou pravdépodobnosti jednotlivych udalosti, které vychazi z informaci pied
provedenim pokusu B — tzv. apriorni pravdépodobnosti. Ty se vSak zohlednénim
informace o nastani udalosti B zméni na tzv. aposteriorni pravdépodobnosti P (4;|B),
piicemz Bayesova véta kvantifikuje vzajemné vztahy téchto pravdépodobnosti. Tzn.
apriorni pravdépodobnosti se po provedeni jednoho nebo vice nahodnych pokusti méni na
aposteriorni pravdépodobnosti. Na jeji vyuziti je potiebné znat 1 podminéné
pravdépodobnosti P (B|Aj).19 Aposteriorni a apriorni pravdépodobnosti budou vysvétleny

podrobnéji dale.
e Spojitd verze Bayesovy véty

V pojistovnictvi se vSak setkame spiSe se spojitou verzi Bayesovy véty. Vyuziva se
napt. pfi odhadu frekvence pojistnych plnéni a &istého pojistného. Spojita verze ma tvar:
f(x/0). f(6)

fO/x) = (2.2)
Jy f(x/6). f(6)d6

f(8) je hustota apriorniho rozdéleni neznamého parametru 6,

f(6/x) je hustota aposteriorniho rozdéleni parametru 8,

16 http://www karlin.mff.cuni.cz/~huskova/backup_files/huskova bayes.pdf, 8. 1. 2011[14]

"7 http://www.wyomingbioinformatics.org/~achurban/docs/presentationBayesian.pdf , 1. 2. 2011[15]
'8 Kubanova, J., Linda, B.: Sbirka ptikladt z pravdépodobnosti [4], s. 31

' Kotlebova, E.: Bayesovska tatistickd indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 12

2 Kotlebova, E.: Bayesovska §tatisticka indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 15
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f(x/0) je podminéna hustota nahodné proménné X (funkce vérohodnosti),
) o F(x/8). f(0) df je marginalni hustota f(x), ktera nezavisi na parametru 6 .

Rikame, e f(0/x) je proporcionalni sou¢in u f(x/0) - f(0). c = % je konstanta,
o kterou se aposteriorni rozdéleni f(6/x) 1isi od soucinu. Podminéna hustota f(x/6) =
= [1iL, f(x;/0) 21 se nazyva funkci vérohodnosti. Plati zde, ze ¢im je odhad parametru
pfesnéjsi, tim funkce vérohodnosti nabyva vysSich hodnot. Slovné miZeme vztah

o (ot ep 1ue 2D
aposteriorniho rozdéleni vyjadfit:
Aposteriorni rozdéleni X funkce vérohodnost . apriorni rozdéleni

Tedy pfi vynasobeni apriorniho rozdéleni vérohodnostni funkci ziskdme aposteriorni

v , oy . . v RPN Apriornirozdéleni x Funkce vérohodnosti 73
rozdéleni. Miizeme je piesné¢ vyjadfit vztahem: — .
Marginalni distribucni funkce

Piesna definice aposteriorniho rozdé€leni zni: ,,Aposteriorni rozdeéleni f(6/x) je rozdéleni

neznameho (odhadovaného) parametru 0, které vyuziva kromé znalosti apriorniho

rozdéleni f(8) i vysledek viastniho vybérového zjistovani x = (x1, x,, ... xn,).“24

Apriorni rozdéleni ziskdme z informaci, které jsou o parametru zndmé jeste¢ pred
vybérovym zjiStovanim. Tyto informace mohu byt jak objektivni, tak i subjektivni.
Objektivni informace jsou napi. informace z podobnych tuloh, problému z minulosti,
kdezto subjektivni vyjadiuji ndzor ¢i zkuSenost. Jako zdroj téchto informaci mohou byt
povazovany napi. zkuSenosti jinych pojiStoven o poc€tu nebo vysi pojistnych plnéni pfi
urcitém typu pojiSténi. Dilezité je zminit, ze hlavni je kvalita téchto informaci, protoze
zasadnim zplsobem ovliviiuji aposteriorni rozdé€leni a tim padem i zavér, ktery vyvodime
(na zakladé€ apriorni informace dvou rtiznych subjekti mizeme dojit k odliSnym zaveéram).
Miuzeme se vSak také dostat do situace, kdy o parametru Zadné apriorni informace
nezndme a zname jen mnozinu moznych hodnot. Takova informace se nazyva vagni nebo
difusni. V takovémto ptipad¢ piedpokladame, Ze kazdd moznd hodnota odhadovaného

parametru je stejné pravdépodobna.

*! Kotlebova, E.: Bayesovska §tatisticka indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 15
** Pacakova, V.: Aplikovana poistn4 statistika [5], s. 182

» Waller, R. A.; Martz, H. F.: Bayesian reiability analysis. [8], s. 176

* pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 181
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Z toho vyplyva, ze ,,Bayesovsky postup odhadu parametru 0 tedy nutné vyzZaduje
znalost apriorniho rozdéleni f(0) pred vybérovym zjistovanim — presného nebo
priblizného, v souladu s dostupnymi informacemi*>. Zde vsak nardzime na kritiku
byesovskych odhadti. Divodem této kritiky je pfiliSnd subjektivita, kterd se projevuje
v mife presvédceni subjektu, ze urcity jev nastane. Muze to tedy byt pocit jistoty, skepse,
uspéchu akce atd. V pfipad¢, Ze ma apriorni informace subjektivni charakter, pak je
1 model zaloZeny na akceptaci subjektivni pravdépodobnosti. Samoziejmé to je v naprosté
opozici k objektivisticky smyslejicim statistikiim. Subjektivni pravdépodobnosti totiz
nejsou nikde definovany, fikame jen, ze urCity vysledek je nejpravdépodobnéjsi, méné
pravdépodobny ¢i malo pravdépodobny. Dochazi zde vSak k ur€itym snaham o nalezeni
zptiisobu o objektivizaci miry presvédceni subjektu. Napf. se mohou vyuZivat stupnice
logické pravdépodobnosti. Zde bychom mohli uvést citaci z publikace Texty k Bayesovské
,,mnohem lepsi je priblizna odpoved na spravnou otazku, ktera je casto vagni, nez presna

odpoved’ na spatnou otdzku.*

2 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 181
2% Habek, P.: Texty k Bayesovské statistice [1], s. 91
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3. Teorie kredibility

PojiSténi je postaveno na mysSlence tarifovani. To znamenda, Ze jedinci, ktefi jsou
vystaveni stejnému pojistnému riziku, se zaclenuji do tfid. Cilem tarifovani je poznat tohle
riziko. Existuje pfedpoklad, Ze intenzitu tohoto rizika muizeme pfesn€ stanovit ze
statistickych udajii o pojistném riziku pfislusné tfidy. Nemulze vSak vytvofit homogenni
ttidy, protoZe stupen rizika je ovlivnén 1 ndhodnymi vlivy a neptedvidatelnymi udalostmi.
Homogenizace vSak mizeme dosahnout pomoci vybéru vhodnych faktort rizika. Musime
dat pozor, protoze pii segmentaci portfolia nemiizeme uvazovat faktory, které¢ by mohly
byt pokladany za diskriminacéni (napf. nadrodnost), nejsou dostatecné objektivni, jsou tézce
kontrolovatelné, atd. Teorie kredibility je zaméfend na co nejrealistictéjSi rozdéleni

portfolia na tarifni tfidy s co nejniz§im stupném heterogenity.

V aktuarskych védach slovo ,kredibilita” vyjadiuje ,,miru veérohodnosti, kterou aktuar
prokazuje zkusenostmi s prislusnou tiidou pojisteni s cilem stanovit pojistné pro tuto tridu
pojisténi<*’ Miizeme si to uvést na piikladu, kdy je §kodovy priibh pro uvaZovanou tiidu
pojisténi malo kredibilni. Pro nds to znamend, Ze budouci Skodovy pribéh muze byt

odlisny od toho, ktery jsme do této doby pozorovali.

Teorie kredibility, kterd vznikla v Severni Americe na zacatku stoleti, poskytuje
moderni pfistup kalkulace netto pojistného, zvlasté v nezivotnim pojiSténi. Vyuziva se
u kratkodobych pojistnych smluv pii vypoctu a upravé permanentni vyse pojistného. Jak
uvadi V. Pacdkova ve své knize Aplikovand poistna statistika’®, vyuzivaji se dva zdroje

udajii na uréeni vyse pojistného v nasledujicim ucetnim obdobi:

e udaje z vlastniho portfolia pojistek,

e udaje z jinych porovnatelnych zdroji.

V letech tésné pred 1. svétovou valkou byla industrializace Spojenych statu a Kanady
ovlivnéna mnohymi zménami. Jedna z téchto zmén zahrnovala nové zaopatteni rodinnych
jistot. Napft. prvni druh Zivotniho pojisténi pro zaméstnance byl aplikovan ve Spojenych
staitech vroce 1911. Ve stejném case byl ustanoven zakon o odSkodnéni pracovnikli
(urazové a nemocenské pojisténi). V podstaté tim bylo vytvofeno nové zakonné pojisténi,

které s sebou vSak pfineslo problém, jakym zpisobem stanovit sazby pojistného. Prave

7 Soltés, E.: Modely kredibility na vypo&et poistného [6], s. 10
¥ Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5]
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tohle usili najit co nejpresnéjsi sazby pojistného dalo zaklad pro teorii kredibility. Poté se

teorie krediblity zacala uplatiiovat i u jinych typa pojisténi, ptedevsim u pojisSténi vozidel.

Na rozvoji této teorie se vyznamné podileli Albert H. Mowbray a Albert W. Whitney.
Prvni jmenovany svou praci publikovanou vroce 1914 a Whitney praci publikovanou
vroce 1918 formuloval ,problém stanoveni pojistného P, definovaného jako ocekavané
pojistné ndaklady pripadajici na jedno riziko, pro individudlni riziko vybrané z portfolia
podobnych rizik** Odvodil vztah kredibilni pojistné Py na zakladé kombinovaného
pouziti zkuSenosti s individudlnim rizikem a zkuSenostni z portfolia tak, aby bylo linearni

kombinaci individudlniho P; a kolektivniho P poj istného:>°

P.=ZP +(1-2).P, (3.1)

Jako individuélni riziko zde chépeme riziko, kterému je vystavena uvaZovana ttida
pojisténi. Celé portfolio je tvofeno jednotlivymi individudlnimi riziky. Mizeme vyvodit, Ze
kazdé individudlni riziko je soucasti kolektivniho rizika. Z logické uvahy vyplyva, ze
k ohodnoceni individualniho rizika by se méli vyuzit oba zdroje informaci. Krediblini
pojistni se tedy sklada z individualniho 1 kolektivniho pojistného. Individudlni pojistné je
pozorovand vySe pojistnych plnéni ptipadajici na jednu pojistnou smlouvu a kolektivni

pojistné je sttedni hodnota za celé portfolio.

Kredibilni pojistné je chapano jako kompromis mezi individualnim pojistnym
(vypocitanym vyhradné zUdaji o vlastnim riziku) a kolektivnim pojistnym (z tdajh
o podobnych rizicich). Je to vazeny aritmeticky primér individudlniho a kolektivniho
pojistného. Faktor krediblity Z je vyjadienim relativni vahy individudlniho pojistného

a (1 — Z) je vyjadienim relativni vahy kolektivniho pojistného.’’
Zakladni vlastnosti kredibilniho pojistného:*

e je nelinedrni kombinaci dvou odhadl pojistného, zalozenych na tudajich
o vlastnim riziku a na udajich o jinych, podobnych rizikach,

o faktor kredibility Z je mirou spolehnuti se na tidaje o vlastnim riziku, tedy jeho

vvvvv

* Soltés, E.: Modely kredibility na vypocet poistného [6], s. 10
% Qoltés, E.: Modely kredibility na vypocet poistného [6], s. 10
31 Soltés, E.: Modely kredibility na vypodet poistného [6], s. 11
32 Pacakova, V.: Aplikovana poistn4 statistika [5], s. 172
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faktor (1 — Z) urcuje miru, jakou se pojisStovatel spoléhd na udaje o cizich,
porovnatelnych rizicich,
faktor kredibility Z zavisi od poctu Udaji o vlastnim riziku a s jejich rostoucim

poctem roste i jeho hodnota.
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4. Bayesovska teorie kredibility

Pii vzniku Bayesovské teorie kredibility hrali klicovou Ulohu Arthur L. Bailey
a A. Mayerson. Diky prvnimu jmenovanému se bayesovsky ptistup k urceni kredibilniho
pojistného dostal do podvédomi aktuard. A. Mayerson poté tento piistup k urceni
kredibilniho pojistného uvedl do souvislosti s moderni bayesovskou statistikou. Arthur L.
Bailey vystudoval pojistnou matematiku a statistiku na Michiganské univerzité. Zabyval
se bayesovskou statistikou jesté dfive, nez se dostal k aktuarskym védam. Jeho matematice
bylo velice slozité¢ porozumét a byl za to velmi kritizovan. To také byl jeden z divodi,
pro¢ nebyla jeho prace vSeobecné uznéna a byla dlouhy ¢as zapomenuta. To trvalo az do
doby, kdy se o ni zacal zajimat soucasny Svycarsky aktudr Hans Biihlmann (viz. kapitola

5).

Ptedchtidce bayesovské teorie krediblility se oznacuje jako americkd teorie krediblity
nebo pfistup ohrani¢eného kolisani. Jak jiz bylo zminéno, v roce 1914 Mowbray vydava
publikaci, ve které navrhuje postup urceni poctu udajii o individudlnim riziku, aby byly
uplné kredibilni. Neboli jinymi slovy, abychom spoléhali pouze na tidaje o individualnim
riziku a zanedbali udaje o kolektivnim riziku. Za podminky tplné kredibility byl faktor
kredibility nahrazen hodnotou 1. S tim vznikla tzv. parcidlni kredibilita, protoZze ne vzdy
mame k dispozici tolik informaci o vlastnim riziku, aby byly uplné vérohodné pii
ohodnoceni tohoto rizika. Tedy jinymi slovy potfebujeme urcit, kolik pozorovani
o vlastnim riziku je nutné znat, abychom mohli polozit Z = 1. V fe¢i statistikli fekneme, Ze
., udaje pro stanoveni vérohodného pojistného se povazuji za uplné kredibilni, resp. uplné
(k, p) kredibilni, kdy? plati vztah: P(|p — B| < kB) = p."” B oznaluje skute¢ny, ale
neznamy podet pojistnych udalosti, aby platilo Z = 1. 8 je odhadem B. Poté tedy miazeme
fici, Ze vlastni riziko je UpIné kredibilni, pokud odchylka £ od neznamého poétu B je 100 .
k % zpo&tu P alespoii s pravdépodobnosti p.>* V Severni Americe vznikla fada praci
vénujici se této problematice, v Zadna znich vSak nebyly zahrnuty vSechny specidlni

pfipady a neposkytla jednotny princip.

Po 2. svétové valce se opét odbornd vefejnost zacala zabyvat teorii kredibility.
Americka teorie nedavala navod na vyuziti udaji o cizich rizicich pfi urCovani sazeb

¢istého pojistného, proto byla rozvinuta o rizné modely a metody, které tento nedostatek

33 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 172
3 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 172
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odstraniovaly. Vytvofila se tzv. bayesovska teorie, nékdy nazyvéana i jako teorie nejveétsi

piesnosti, jejiz zaklad tvoii bayesovska teorie odhadu.

V bayesovské teorii kredibility se setkame s odliSnym pfistupem v porovnani
s klasickymi metodami odhadu, vyuZivajicimi pfevazné¢ vybérové rozdéleni a metodu
maximalni vérohodnosti. Jak jiz bylo uvedeno hlavni rozdil, kterym se odliSuje bayesovsky
pfistup, spociva v tom, Ze nezndmy parametr 8 povazujeme za ndhodnou proménnou a ne
za neznamou konstantu, jak je tomu u klasickych metod odhadu.’® Dale mizeme vidét
rozdil 1 vtom, ze u bayesovského odhadu je nutné znat nejen vyberové rozdéleni, ale
1 apriorni rozdéleni. O apriornim rozdéleni byla fe¢ v kapitole 2.2. Apriorni rozdéleni
chdpeme jako rozdéleni pravdépodobnosti vyse pojistného plnéni ptipadajiciho na jednu

pojistnou smlouvu portfolia.*®

Necht' X je ndhodna proménnd, jejiz rozdéleni miizeme vyjadfit pravdépodobnostni
funkci f(x;60) s nezndmym parametrem 6. Parametr 6 je ndhodnd proménnd, kterd ma
apriorni rozdéleni pravdépodobnosti f(8). Jak jiz bylo feCeno, apriorni rozdéleni poskytuje
prvni, zadkladni informaci o odhadovaném parametru. Jako nejlepSi odhad 6 pted
vybérovym zjistovanim je E(8), kdezto rozptyl D(8) je stupen nejistoty prvniho odhadu
6 = E(6) na zakladé apriorniho rozdéleni. 8z nazyvame bayesovsky odhad parametru 6,
pokud odhad 6 provadime pomoci nahodného vybéru x = (x;, x, ..., x,) vzhledem na
aposteriorni rozdéleni f (8 / x). Jako bayesovsky odhad neznamého parametru 6 se v praxi

nejéast&ji uziva stedni hodnota, median nebo modus aposteriorniho rozdéleni f (6 / x).*’

4.1. Konjugované systémy

O konjugovaném rozdéleni k rozdéleni, ze kterého pochédzi ndhodny vybér, mluvime
v takovych ptipadech, kdy jsou apriorni a aposteriorni rozdé€leni stejného typu (za
predpokladu, Ze ndhodny vybér pochdzi z n€kterého ze znamych pravdépodobnostnich
rozdéleni). Konjugované rozdéleni definujeme takto: ,,Necht' nahodny vybér pochazi

z pravdépodobnostniho rozdéleni typu R s nezndmym parametrem 6. Rikiame, Ze typ

> Pacakova, V.: Aplikovana poistn4 statistika [5], s. 179
36 Soltés, E.: Modely kredibility na vypodet poistného [6], s. 12
37 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 189
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rozdeleni F je konjugovany pro typ rozdéleni R, kdyz apriorni rozdéleni parametru 6 typu

F vede k aposteriornimu rozdéleni stejného typu F.**®

Vyhody konjugovaného systému hustot jsou piedevs§im ty, ze je to velmi efektivni
prostfedek na jednoduché urceni aposteriorniho rozdéleni. Neni tfeba pocitat slozité
integraly a umoziuje ur€it parametr aposteriorniho rozdéleni dosazenim parametrii
apriorniho rozdéleni a vybérovych charakteristik do odvozenych vzorct. Problém miize
predstavovat splnéni predpokladli o vybérovém a apriornim rozdéleni. Dalsi vyhoda
je vjednoznaénych a dobfe interpretovatelnych vysledcich, avSak kvalita vysledu

je odvozena od volby apriorniho rozdéleni.

Ke konstrukci konjugovanych systémii vyuzivdme tzv. postaCujici statistiku. V této
vybérové statistice je obsaZend cela informace z vybéru potiebnd k urceni aposteriorniho
rozdéleni. Informace obsaZena v aposteriornim rozdéleni a vztahujici se k odhadovanému
parametru 0 zavisi od udajii z vybéru jen prostiednictvim postacujici statistiky. Definice
zni: ,Statistika T (X, X, ..., X, ) je postacujici statistika pro parametr 0 prave tehdy, kdyz

aposteriorni rozdeéleni f(0/ X1, X2, ...,Xn) Jje stejné jako aposteriorni rozdéleni

f(e/ T).“39
Konjugovany systém hustot je mozné vytvofit takto:*’

1. Funkci vérohodnosti upravime tak, ze ¢asti obsahujici odhadovany parametr
vyjadiime jako funkci postacujici statistiky a ostatni vyrazy zanedbame.

2. Za parametry apriorniho rozdéleni povazujeme postacujici statistiky.

3. Jakmile vytvofené parametry dosadime do funkce vérohodnosti a vznikly vyraz
vynasobime vhodnou konstantou tak, aby urcity integral m¢l hodnotu rovnou
jedné, dostaneme funkci hustoty apriorniho rozdéleni.

4. Vyjéadreni hustoty aposteriorniho rozdéleni dostaneme, jakmile dosadime funkci
hustoty vytvoieného apriorniho rozdéleni a funkce vérohodnosti do Bayesovy

véty.

NejCastéji  pouzivané konjugované systémy hustot jsou binomické/beta,
Poissonovo/gama a normalni/normalni. V nazvu stoji na prvnim misté typ rozdéleni,

z kterého pochdzi nahodny vybér a kterého parametru odhadujeme, a na druhém typ

¥ Kotlebova, E.: Bayesovska statistick4 indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 17
¥ Kotlebova, E.: Bayesovska §tatisticka indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 18
0 Kotlebova, E.: Bayesovska Statistickd indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 18
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apriorniho rozdé€leni, resp. aposteriorniho. Nevyhodou konjugovanych systémi je to, ze
pokud bychom chtéli vyuzit néktery zkonjugovanych systému, je nutné, aby m¢l
sledovany znak takové rozdéleni, ke kterému existuje konjugovany systém. Také dostupna
apriorni informace by méla byt modelovatelnd pfislusSnym konjugovanym rozdé¢lenim.
V tomto pravé muzeme vidét hlavni nevyhodu pfi SirSim vyuziti bayesovskych metod.

Vyhodou konjugovanych systémt je dobra interpretovatelnou a nazornost.
o  Model binomické/beta

Ukazeme, ze beta rozdéleni je konjugovanym rozdélenim pro bayesovsky odhad
parametru 6 binomického rozdéleni. Vybér pochdzi zbinomického rozdéleni
X/6 = Bi (n; 0) s neznamym parametrem 6. Pravd&podobnostni funkce ma tvar:*!

n
X

fx/6) = (_)6*(1 -y (4.1)

Apriorni rozdéleni parametru 6 je rozdéleni beta Be(a; ), tedy 6 ~ Be(a; f).
Z vyberového zjistovani zndme hodnotu X = x, coz je pocet pokust, pii kterych nastal
sledovany jev. Poté aposteriorni rozdéleni nezndmého parametru 8 je opé€t rozdéleni beta

s parametry a + x, 8 +n — x, tedy:**

0/x ~Be (a+x; f+n—x) 4.2)

kde n je rozsah vybérového souboru. Beta rozdéleni Be(a; f) je vhodnym typem pro
modelovani rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné proménné, kterda nabyva hodnot
z intervalu (0; 1), z toho divodu, Ze je dost flexibilni. Tento konjugovany systém ma velky
vyznam a je dobie vyuzitelny v praxi nezivotniho pojisténi, hlavné v nezivotnim pojisténi

na umrti.
e Model Poissonovo/gama

DalSim typem konjugovanych systému je model Poissonovo/gama. Ukézeme, Ze
rozdéleni gama je konjugované apriorni rozdéleni pro ndhodnou proménnou

s Poissonovym rozdélenim. Vybér pochazi z Poissonova rozdéleni X/A = Po (1)

I Pacdkova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 186
2 Pacdkova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 186
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s neznamym parametrem A. X je ndhodna proménnd znamenajici pocet ndhodnych udélosti
(napf. pocet pojistnych plnéni). KdyZ je apriorni rozdéleni typu gama s parametry a, B, tj.
A~ G(a; B), tak aposteriorni rozdéleni f(4/x) je téZ typu gama rozdéleni s parametry

a,=a+ Y%, x;aB; =p +n, takze plati:*

/1/x~G(a+in; B +n) 4.3)

Gama rozdéleni G(a; f) je velmi ¢asto pouzivanym apriornim rozdélenim. Divod je
takovy, ze vzhledem na svoji flexibilitu umoziluje modelovani rozdéleni proménnych

nabyvajici kladné hodnoty.
e  Model normalni/normalni

Normalni rozdéleni méa vyznamné misto ve statistické indukci. Normalni rozdéleni ma4,
nebo alesponl pfiblizn¢, mnoho statistickych znakii. Dokazuje to centrdlni limitni véta,
podle které méa vybérovy prumér pro velké n ptfiblizné¢ normalni rozd€leni. To nam tedy

umoznuje pracovat s timto rozdélenim 1 v takovém piipadé.

Normalni rozdéleni je konjugovanym rozdélenim pro bayesovsky odhad stiedni
hodnoty 8 normalniho rozdé&leni. Vybér pochézi z normélniho rozdéleni X/0 ~ N (6; o)
se stfedni hodnotou 8, od které zavisi rozdéleni ndhodné proménné X. Apriorni rozdéleni
parametru @ je také normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o2, tedy
O~ N (u; 0%). Poté je i aposteriorni rozd&leni parametru 6 normalni rozdéleni

0/x~ N (ii; 37). Pro parametry plati:**

uo? + nxos

i= 4.4
# of + no? 44
2 2
— 010
o2 = 2_1 2 : (4.5)
07 + noj

* Kotlebova, E.: Bayesovska Statistickd indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 21
* Pacdkova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 188
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4.2. Bayesovské odhady

Bayesovsky odhad nezndmého parametru 6, ktery se oznaCuje 6p, vychazi
z aposteriorniho rozdé€leni. Apriorni rozd€leni zohlediiuje vybérové udaje 1 apriorni
informaci. Pro toto rozd€leni se vybira urcitd charakteristika, tedy funkce ndhodného
vybéru g(x), s pozadovanymi vlastnostmi. Casto se posuzuje podle stiedni kvadratické

chyby. Nejéast&jsim odhadem parametru 6 je stiedni hodnota aposteriorniho rozdéleni.*

Nyni si vysvétlime bayesovské odhady nezndmych parametra, jejichz aposteriorni

rozdéleni bylo vysvétleno v predchozi kapitole.

V ptipadé binomické/beta je Bayesovsky odhad 65 parametru 6 binomického rozdéleni
Bi(68; n) stiedni hodnota aposteriorniho beta rozdéleni Be(a + x; f + n — x), kterad podle

, y , 4
V. Pacékové m4 tvar:*

a+x

“atp+n (46)

B

V ptipadé modelu Possinovo/gama je bayesovskym odhadem Az parametru
LA Poissonova rozdéleni Po(A) stfedni hodnota aposteriorntho gama rozdéleni

G(a+ X, x;; B+ n). Podle vzorce pro stiedni hodnotu gama rozdéleni, dostaneme:*’

_at+Yix  atnk

=g T Bn #.7)

U modelu normalni/normélni je bayesovskym odhadem 6y stfedni hodnoty

6 normélniho rozdéleni N(8; o) stiedni hodnota aposteriorniho normélniho rozdéleni,

2 =2

o v S ~ uoi+nxo: 48
kterou mizeme vyjadfit vztahem i = —Ué _szz , tedy:
1 2

2 4 gn
poi + nXoj
p=———= (4.8)

2 2
o] + noj

* Kotlebova, E.: Bayesovska statisticka indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 34
* pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 191
4" Pacékova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 192
* Pacdkova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 192
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Stiedni hodnota je povazovana za nahodnou proménnou. V porovnani s klasickym

bodovym odhadem X ma bayesovsky odhad vétsi vychyleni, ale mensi rozptyl.

4.3. Bayesovké a maximalné vérohodné odhady

V této kapitole si ukdaZzeme vyhody bayesovskych odhadii parametru v porovnani

s maximalné vérohodnymi odhady.

Velmi ¢astym odhadovanym parametrem je podil statistickych jednotek v zakladnim
soboru, které jsou nositeli ur¢ité informace. JednoduSe bychom to mohli popsat jako

zjiSténi podilu statistickych jednotek z nahodné vybraného vzorku s urcitou vlastnosti.
o Model binomické/beta

V ptipadé¢ modelu binomické/beta miizeme upravit vztah pro odhad parametru

0 rozdéleni Bi (0;n) 49

n
Ca+f+n

a+p a
a+pf+n a+p

X 49
£+ 4.9)

05

Parametr n znac¢i pocet opakovani ndhodného pokusu, tzn. pocet ndhodné vybranych

statistickych jednotek ve vybérovém souboru. Vyjadieni §= X znaéni maximalné
vérohodny odhad parametru 8 rozdéleni Bi (8;n), kdezto ﬁ je vyjadienim stfedni

hodnoty apriorniho beta rozd&leni Be (a; 8) parametru 6.°° Bayesovsky odhad 05 je tedy
vazenym aritmetickym primérem maximalné¢ veérohodného odhadu a stiedni hodnoty
apriorniho rozdéleni. Stfedni hodnota aposteriorniho rozdéleni je vazenym primérem
sttedni hodnoty apriorniho rozdéleni a vybérového priiméru, pticemz ¢im je vétsi rozsah

vybérového souboru, tim vétsi vahu ma maximalné vérohodny odhad parametru 6.
e Model Poissonovo/gama

V tomto piipadé se bayesovsky odhad A vyjadii ve tvaru:'

* Pacakova, V. Aplikovana poistna statistika [5], s. 192
%0 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 192
3! pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 193
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“B+n B+n 7B

Ap

_a+tnx n B (4.10)
n .

=™ K]

n

Bayesovsky odhad Ap je vyjadien pomoci vaZzeného aritmetického priméru maximalné

vérohodného odhadu A = X a stiedni hodnota apriorniho rozdéleni A, = % I zde plati, ze

¢im vétsi je rozsah n vybérového souboru, tim vice zavisi bayesovsky odhad na

vybérovych udajich ve srovnani s apriornim rozdélenim.
o Model normalni/normalni

Vztah pro bayesovsky odhad parametru 6 normalniho rozdéleni mizeme zapsat takto:>>

no? z

0, = + @.11)
BT 62 +ne2” " 6?4+ nol

N
=
I
) *—‘|~°‘N| =
K
+
qr\):l H|,9N| =
=

Bayesovsky odhad 65 parametru 8 normélniho rozdé€leni je vaZenym primérem stfedni
hodnoty p apriorniho rozdéleni N(u; 02) a vybérového priméru 8 = . Jako vahy jsou
pouzité¢ prevracené hodnoty rozptylli apriorniho rozdéleni a vybérového priméru. Vahy

ovlivituji vysledek timto zpisobem:™

Moo ST . . 1 s s v 1
e Cim je variabilita apriorniho rozdéleni vyssi, tim je mensi hodnota — tedy
2

sttedni hodnota apriorniho rozdéleni ma nizsi vahu.
o (v:, vxr ¢ 1 o2 Sleni. ti 4 Vb , o v £ vl
im vyssi je rozptyl of rozdéleni, tim ma vybérovy primér mensi vliv.

e Rozsah vybérového souboru zvysSuje vahu vybérového primeéru.

4.4. Bayesovské modely v pojist'ovnictvi

Kredibilni bayesovské odhady se daji vyhodné aplikovat do pojistné praxe. Je potieba

mit dostatek dat a pak jiz mizeme snadno odhadnout potiebné parametry.

32 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 193
>3 Kotlebova, E.: Bayesovska §tatistickd indukcia v ekonomickych aplikaciach [2], s. 50
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e Model binomické/beta

U modelu binomické/beta chceme najit bayesovsky odhad 6 pravdépodobnosti
6. Vime, ze pocet pojistnych udalosti ma binomické rozdéleni Bi(n; 6). To znaci, Ze pti
kazdé pojistce je konstantni pravdépodobnost 8 pojistné udalosti. Pfi ur€ovani odhadu
zname, ze pii n pojistkdch bylo pravé x pojistnych plnéni, resp. pojistna udalost nastala

prave x-krat.

Odhad 85 ve tvaru kredibilniho bayesovského odhadu vyjadiuje vztah:**

X
bp=2-~+(1-2)u (4.12)

ve kterém pro faktor kredibility Z plati:>®

n

= ¥Bn (413)

Pokud by se pojistovna méla spolehnout jen na idaje ze svého portfolia, pro Z plati, ze
se blizi jedné. V tomto pifipadé dostaneme Oy = %, coz je vyjadreni vybérového podilu
poctu pojistek, u kterych nastala Skoda. Pokud Z = 0, tak se pojiStovna spoléhd pouze na

informace od cizich pojiStoven, protoze nema 74dné informace z vlastniho portfolia. Tento

pfipad se vyskytne u nové€ zacinajicich pojistoven.
o Model Poissonovo/gama

Tento model mizeme vyuzit k odhadu poctu pojistnych plnéni v nasledujicim roce.
Predpokladame, Ze pocet pojistnych plnéni ma v pribéhu roku Poissonovo rozd€leni
s neznamym parametrem A. Ten je povazovan za nahodnou proménnou. Apriorni rozdéleni
tohoto parametru je gama rozd¢leni s parametry o, B. Pfi odhadu primérného poctu
pojistnych plnéni za rok, tedy parametru A, vyuZzivdme apriorni informace o rozdéleni
parametru A a informace o poctu pojistnych plnéni pojistovny v predchozich letech. Pocet

let znacime n, jednotlivé udaje o poctu pojistnych plnéni x = (x;, x, ..., x,).

Podle kapitoly 4. 2. miizeme bayesovsky odhad Ag formulovat do tvaru:*

> Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 194
53 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 194
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As =EQ\/X) =Z%+ (1-2)n (4.14)

Tento vztah nam vyjadiuje kredibilni bayesovsky odhad primérného ro¢niho poctu
pojistnych plnéni. Z je faktor kredibility a v tomto piipadé je definovan jako:>’

n

7 =
B+n

(4.15)

Hodnota Z je podminéna hodnotou n a B, zavisi tedy tdaji z vlastniho portfolia a na
apriornim rozd¢leni. Pokud je tedy n = 0, pak i Z = 0. Na druhou stranu, ¢im vétsi je n,
tim vic se hodnota Z blizi 1. Dale plati, ze ¢im je vyssi B, tim menSi je variabilita

apriorniho rozdéleni a tim je i niz8i hodnota faktoru Z.
e Model normalni/normalni

V tomto modelu odhadujeme hodnotu cistého (netto) pojistného, nebo-li stfedni
hodnotu celkového pojistného plnéni. X zna¢ime celkové ro€ni plnéni pojistovny a jeji
hustota zavisi od neznamé hodnoty parametru 6. f(X / ) vyjadiuje podminéné rozdéleni
celkovych ro¢nich plnéni pojistovny a ma normdlni rozdéleni N(6; g2). Neznamy
parametr 6 je stfedni hodnotou rozdéleni a rozptyl ¢ je zndmé konstanta. Vime, Ze
parametr 6 je povazovan za ndhodnou proménnou s normalnim apriornim rozdélenim
N(u; 02), na druhou stranu u, o? a o7 povazujeme za znamé konstanty. Stejné jako
v piedeslém piipad€ zna¢ime pocet let n a hodnoty ro€nich pojistnych plnéni x = (x;, x»,

veey Xp).

Podle informaci z pfedchozich odstaved mlzeme tedy fici, Ze bayesovsky odhad

&istého pojistného je stfedni hodnota aposteriorniho rozd&leni, které upravime do tvaru:*®

E@/x)=Zx+ (1—2)u (4.16)

Dostali jsme formulaci cistého kredibilniho pojistného. Pro faktor kredibility
Z v obdobi (n +1) plati:*’

%6 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 196
37 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 196
3% Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 198
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- o2+ not +a_12 (4.17)
n 0_22
4.5. Ukazky aplikace byesovskych model

e Model binomicke/beta

Uvazujeme zdravotni pojiStovnu, u niz chceme porovnat maximalné vérohodny
a bayesovsky odhad pravdépodobnosti nastani pojistné udalosti. Postupné aktualizujeme
neznamy parametr 6, coz je pravdépodobnost pojistné udalosti v prubéhu roku. Pojistnou
udélosti je v tomto ptipadé€ potfeba zdravotni péce a budeme ji znacit x. Apriorni rozdéleni
parametru 6 je rovnomérné rozdéleni na intervalu <0; 1>. Rozsah vybérového souboru
n = 100 pojisténi. Zjistili jsme, ze v prvnim roce potiebuje zdravotni péci 58 osob,

v druhém 63, dalsi tdaje o poctu pojistnych udalosti jsou uvedeny v tab. 2.

Tabulka 2: Pocet pojistnych udalosti

Pocet
Roky | pojistnych
udalosti

58

63

49

60

68

57

72

64

59

10 70
[zdroj: vlastni zpracovani]

O (0 [QA N[N | (W[~

V prvnim roce jsou parametry a = 1 a f = 1, coz je specialni ptipad beta rozdé€leni. Pro
prvni rok plati podle (4.6) 65 = ﬁ = 0,5. V nésledujicich letech budeme postupné

aktualizovat parametry a a  podle Be(a + x; B +n — x). Pro rok 2 plati a = 1 + 58 =
=59 a f =14 100 — 58 = 43. Bayesovsky odhad dostaneme pomoci vypoctu 6z =

%9 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 198
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=22 _57843.
59+43

zaznamenany v tab. 3. V poslednim fadku tabulky je uveden bayesovsky odhad pro

nasledujici rok. Muzeme tedy pifedpokladat, Ze v dal§im roce bude asi 62 pojistnych

udalosti.

Pro dalsi roky postupujeme stejnym zpiisobem. Vysledky jsou

Tabulka 3: Vypocty pro model binomické/beta

Bayesovsky
Roky X x/n a B zdhad y
1 58 0,58 1 1 0,5
2 63 0,63 59 43 0,57843
3 49 0,49 122 80 0,60396
4 60 0,6 171 131 0,56623
5 68 0,68 231 171 0,57463
6 57 0,57 299 203 0,59562
7 72 0,72 356 246 0,59136
8 64 0,64 428 274 0,60969
9 59 0,59 492 310 0,61347
10 70 0,7 551 351 0,61086
11 621 381 0,61976

V grafu 1 ndzorn€ vidime porovnani maximalné vérohodného a bayesovského odhadu

pravdépodobnosti, ze nastane sledovana udalost, v naSem pfipadé¢ pravdépodobnost

[zdroj: vlastni zpracovani]

navstévy lékare, resp. potieby Iékatské péce v prib&hu roku.
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Graf 1: Porovnani maximaln¢ vérohodného a bayesovského odhadu
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[zdroj: vlastni zpracovani]
e Model Poissonovo/gama

Uvazujeme pojistovnu, z jejichz udaji zname pocty pojistnych plnéni v letech 2005,
2006, ..., 2010. Chceme odhadnout pocet pojistnych plnéni v roce 2011, kdyz vime, ze
predchozi pocty maji v pribéhu roku Poissonovo rozdé€lni s nezndmym parametrem A a
jejich apriorni rozdéleni je gama rozdéleni G (240;1,2). Pocty pojistnych plnéni

v ptedchozich letech mizeme vidét v tab. 4.

Tabulka 4: Pocet pojistnych plnéni

Pocet
Roky |pojistnych

pInéni
2005 175
2006 184
2007 180
2008 196
2009 195
2010 202

[zdroj: V. Pacdkova, cviceni Teorie rizika [22]]

V prvnim kroku vypoctu vyjadiime hodnotu u = % = 200. Pfi kdredibilnim odhad
poctu  pojistnych  plnéni Ag budeme dale vychdzet ze vztahu (4.14)
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Ag =EQ/x) =ZX+ (1 —7)200. Tab. 4 upravime a rozsifime o sloupce, ve kterych
postupné budeme vyjadfovat hodnoty priméru, faktoru kredibility a samotného odhadu Ag.
Primérny pocet pojistného plnéni pocitdme z dat z pfedchozich let. V prvnim roce je

vvvvvv

n-—1
, _ i=1 Xi 175 _
rok n = 2 dosadime do vzorce X, = ﬁ =—0= 175, pro n = 3 dostaneme X; =

_ 175+184

= 179,5. Stejnym postupem budeme pokracovat az po n = 6.

Apriorni gama rozd€leni G (240; 1,2) ma parametr § = 1,2, hodnotu faktoru krediblity
Z pro vypocet kredibiliniho bayesovského odhadu A vobdobi (n+1) =2,..,7 pro

libovolné n vypocitame podle vztahu (4.15). V prvnim roce bude tato hodnota opét nulova:

0 v 7 4 ~ . — b —_ 1 J—
= T2r0 " 0. V dalSich letech dostavame postupné hodnoty: pron =2 je Z, = ey

Zy

= 0,4545455, pro n = 3 je Z, = = 0,625. Stejnym zplsobem postupujeme az

1,242

kn = 7. Hodnoty jsou zapsany v tab. 5. Faktor kredibility Z odecteme od jedné a pomoci
ostatnich vypocitanych hodnot miZzeme vyjadfit kredibilni odhad As. Pro rok 2005
dostaneme Ag(z005) = 200, coz je stiedni hodnota apriorniho rozd€leni. Pro rok 2006
dostaneme A = 0,4545455.175 + 0,5454545.200 = 188,636. Pro dalsi roky
postupujeme stejnym zplusobem, vysledky jsou zapsany v poslednim sloupci tab. 5.
V poslednim fadku je uvedena hodnota odhadu prorok 2011, kterou jsme ziskali na

zaklad¢ informaci z pfedchozich let. Odhadujeme tedy, ze ofekdvany pocet pojistnych

plnéni bude pfiblizné 191.

Tabulka 5: Odhad poctu pojistnych plnéni u modelu Poissonovo/gama

n X X Z 1-Z A

1 175 0 1 200

) 184 175,000 0,4545455 0,5454545 188,636
3 180 179,500 0,6250000 0,3750000 187,188
4 196 179,667 0,7142857 0,2857143 185,476
5 195 183,750 0,7692308 0,2307692 187,500
6 202 186,000 0,8064516 0,1935484 188,710
7 188,667 0,8333333 0,1666667 190,556

[zdroj: vlastni zpracovani]
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Miizeme provést porovnani skutecnych a odhadnutych hodnot. V Grafu 2 vidime, zZe
¢im vice Udaji z minulosti mame, tim vice se odhadnuty pocet pfiiblizuje poctu

skuteénému.

Graf 2: Porovnani skute€ného a odhadnutého poctu pojistného plnéni u modelu

Poissonovo/gama
205
200 K Vud
195 \
190 ~

—a/

185
N =¢—skutecne hodnoty
180
/ =fi—odhadnute hodnoty
175

170

165

160 T T T T T T 1

[zdroj: vlastni zpracovani]
o Model normalni/normalni

Uvazujeme pojistovnu, jejiz pojistné plnéni X pii ur€itém typu nezivotniho pojisténi
v jednotlivych letech oznafime x;. X; ma v kazdém roku normalni rozdé€leni se stfedni

hodnotu 6. Rozptyl je roven o7 = 135 000%. Vime, Ze parametr 8 ma apriorni normélni

rozdéleni s parametry u = 2 100 000 a 7 = 150 0002.

Nasim cilem je urcit bayesovsky odhad fgvyse Cistého pojistného. Budeme vychazet

z dat o vySce pojistnych plnéni ze 7 ptedchozich let.
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Tabulka 6: VySe pojistného plnéni

Vyse
Roky | pojistného
pInéni (x;)

2004 2112000
2005 2 140 000
2006 1955 000
2007 2315000
2008 2280000
2009 2035000

2010 2215000
[zdroj: Pacdkova, V., cviceni Teorie rizika]

K tomu, abychom nasli bayesovsky odhad 65 v roce 2011, potiebujeme pro kazdy rok
znat primérné pojistné plnéni a faktor kredibility Z. Tab. 6 tedy miZeme rozsifit o dalsi
sloupce, ve kterych provedeme nejprve vypocet primérné hodnoty z ptedchozich let.
V prvnim roce bude tato hodnota nulova, protoze nemame k dispozici zadné informace

z ptedeslych let. V dalSich letech sledovani se hodnota priméru bude rovnat

X 2112000 . _ 2112000+2140000
Xy = T = 2112000 pro n=2, pro n=3 dostivdime X, = . _

= 2126000 a stejnym zplUsobem budeme pokracovat az po n = 6. Dale provedeme

vypocet faktoru kredibility Z. Diky znalosti rozptyli obou rozd€leni vypocitame faktor

n

kredibility v jednotlivych letech (n + 1) = 2, ...,8 podle vzorce (4.17) Z = — . Pfi
150 0002
dosazeni v prvnim roce je hodnota Z opét nulova. ve druhém roce Z, = ﬁ =
150 0002

= 0,5524862. Takto pokracujeme az do 8. roku. Vysledky jsou zaznamenany v tab. 7.

Diky znalosti Z miiZeme najit bayesovsky odhad 65 v jednotlivych letech podle vzorce
(4.16) uvedeného v predchozi kapitole. Pii dosazeni za rok 2004 ndm vyjde kredibilni
bayesovsky odhad E(6/x;) = 2100 000. V roce 2005 je odhad ve vysi E(6/x,) =
= 0,5524862. 2112000 + 0,4475138. 2100000 = 2106629,834. Vypocet provedeme
pro kazdy rok a vysledky zaznamename do tab. 7. V poslednim fadku je odhad pojistného
plnéni v roce 2011, ktery byl ziskan diky dodate¢né znalosti skute¢ného poctu pojistnych
plnéni v pfedchézejicich 7 letech. Pojistovna tedy miize piedpokladat, ze vyse pojistného

plnéni bude asi 2 145 070 v roce, pro ktery potfebujeme stanovit netto pojistné.
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Tabulka 7: Vypocetni tabulka bayesovského odhadu pojistného plnéni

n X X Z 1-Z Op

1 2112000 0 0 1 2100000

2 2140000 2112000 0,5524862 | 0,4475138 | 2106629,834
3 1955000 2126000 0,7117438 | 0,2882562| 2118505,338
4 2315000 2069000 0,7874016 {0,2125984 | 2075590,551
5 2280000 2130500 0,8316008 | 0,1683992| 2125363,825
6 2035000 2160400 0,8605852 | 0,1394148 | 2151979,346
7 2215000 2139500 0,8810573 | 0,1189427 | 2134801,762
8 2150285 0,8962868 | 0,1037132| 2145070,423

Opét provedeme grafické znidzornéni skute€né a odhadnuté vySe pojistného plnéni.

I zde plati, Ze ¢im vice dat z pfedchozich let zname, tim vice se odhad a realita budou

pfiblizovat.

[zdroj: vlastni zpracovani]

Graf 3: Porovnani skute¢né a odhadnuté vyse pojistného plnéni u modelu
normalni/normalni
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[zdroj: vlastni zpracovani]
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5. Empiricka bayesovska teorie kredibility

Tato teorie byla publikovdna na konci 60. let minulého stoleti. Hlavnimi iniciatory byli
Svycarsti aktuati Hans Biihlmann a Erwin Straub. Hans Biihimann je Svycarsky profesor, je
zaméstnancem Swiss Re Insurance Co a také prezident prestizni Swiss Federal Institute of
Technology (ETH), coz je jedna ze svétové nejlepSich technickych univerzit. Je vyznamny
aktuar, jenz je hlavnim zastdncem teorie kredibility, pfedev§im mySlenky odhadnout
budouci hodnotu pomoci metody minimalizace primérné ctvercové chyby vychazejici
z apriornich dat. Jeho velky piinos do aktérské teorie a praxe spociva v tom, Ze rozvinul
nynéj$i Bayesovsky pfistup k teorii kredibility. Hans Biihlmann je velkym kritikem
americké teorie. Je to ztoho divodu, Zze americkd teorie pouzivd neptesvédCiveé
matematické odvozeni, které¢ jsou vazané klasickou statistikou a tak ignoruji apriorni udaje.
V bayesovské teorie zase na druhou stranu shledaval problém pfi nutné znalosti apriorniho

rozdéleni.

Pokud bychom chtéli aplikovat bayesovskou teorii krediblity na feSeni problémt
v pojistné praxi, narazime na dva zakladni problémy. Prvnim z nich je ten, Ze parametry
apriorniho rozdé€leni nejsou obvykle zndmé. K jejich urceni je vyzadovan urcity stupeit
subjektivity, ktery vSak nemusi byt ostatnimi akceptovan. Druhy problém spociva v tom,
7ze ne vzdy je moZzné upravit bayesovsky odhad neznidmého parametru do tvaru
P,=ZPB +(1—-2).Pg. Pfi modelech binomické/beta, Poissonovo/gama
a normalni/normalni se jednoduchymi upravami k tomuto tvaru dostaneme, avSak pfi
jinych typech modelt s jinymi pfedpoklady o rozdé€leni f (X / 0) a f(6) se k tomuto tvaru
nemusime dostat. Z toho tedy vyplyva, Ze tento postup mizZeme uZzit jen pro nckteré
parametry nékterych typl rozdéleni. Empirickd bayesovska teorie se snazi tyto omezeni

pfekonat.60

Pokud bychom to méli shrnout, tak empirickd bayesovska teorie kredibility, ktera se
také oznacuje jako evropska teorie kredibility, na rozdil od bayesovské teorie kredibility

mé tyto vlastnosti:®'

¢ vyzaduje méné matematickych schopnosti,
e vyzaduje méné vypocetnich zdroj,

e nevyzaduje vybér apriorniho rozdé€leni, coz mize byt nékdy slozité rozhodovani.

80 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 205
81 Soltés, E.: Modely kredibility na vypodet poistného [6], s. 13
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5.1. Biihimannav model kredibility

Tento model byl publikovan roku 1967 v ,,Experience Rating and Credibility* prof. H.
Biihlmannem, po kterém je 1 pojmenovan. Model mulze byt v nékteré literatuie
pojmenovan jako empiricky bayesiiv model kredibility 1, miZeme se Casto setkat
s oznacenim EBCT 1. Pomoci tohoto modelu odhadujeme vysku ¢istého pojistného anebo

pocet pojistnych plnéni pro dané riziko v nasledujicim roce.

Ptedpokladame, ze portfolio je rozdélené do rizikovych tfid nebo do I rizik, pro které
chceme stanovit pojistné. Oznacime X;, X, ... X, ...X, celkovy pocCet pojistnych plnéni
n po sobé nasledujicich obdobich. Pomoci téchto udaji miizeme odhadnout stfedni
hodnotu celkového pojistného plnéni £ (X), tedy Cisté pojistné X,,;;, resp. primérny pocet

pojistnych udélosti v nasledujicim roce. Pfedpokladem je, Ze plati:**

e X jsou identicky rozdélené, ne vSak nevyhnutelné nezivislé nahodné
promenné.

e Rozdéleni X; zavisi od fixni hodnoty nezndmého parametru 6, stejného pro
vSechny X;.

e Pro pevné zvolené 6 jsou X/ 6 nezavislé a identické rozdélené.

Kredibilni odhad v Biihlmannovém modelu tedy nezavisi na primérech ostatnich
rizikovych t¥id, ale pouze na vybérovém priméru X,. Upravami (odvozeni miizeme nalézt
napf. v Aplikovana poistna Statistika od V. Pacdkové) poté dostaneme vzorec pro

kredibilni odhad pojistného:®

E(m(0)/X)=2X,+ (1—2)-E(m(8)) (5.1)

KdyzZ stfedni hodnotu odhadujeme jako primérnou vysi pojistnych plnéni za celé

portfolio, dostaneme ve vysledku homogenni kredibilni odhad.

Hodnota Z se nazyva faktor kredibility a vztah pro jeho vypocet byl navrhnut Albertem
W. Whitneym v roce 1918. Faktor kredibility mé&fi vySku vérohodnosti vztahujici se na
individualni zkuSenosti. Nabyva hodnot z intervalu (0, 1). Je vyjadfenim vérohodnosti

zkuSenosti s uvazovanou tfidou pojisténi pti stanoveni pojistného. Hodnota 0 znaci to, ze

62 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 206
83 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 206
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udaje o individudlnim riziku nemaji zadné pouziti pii stanoveni pojistného. Naopak
hodnota 1 se pfifazuje udajim o individualnim riziku, které jsou naprosto vérohodné pii
stanoveni pojistného. Z toho tedy vyplyva, Ze pokud plati Z = 0, tak pfi urCovani
pojistného vyuzivame jen udaje z porovnatelnych rizik. Pokud hodnota Z = 1, tak se pln¢

spoléhame na informace o vlastnim riziku. Faktor kredibility se vypogita podle vztahu:**

n

E(s2(9)) (5.2)
" D))

7 =

Pocet pozorovani o vlastnim riziku znacime n, podil odhadu a wvnitroskupinové
variability (variabilita uvniti rizikovych skupin) a meziskupinového rozptylu (variabilita

mezi rizikovymi tfidami) se nazyva koeficient kredibility.
Hodnota Z roste, pokud:®’

e pocet pozorovanych rokt » roste,
e heterogenita portfolia roste,

e variabilita uvnitf rizikovych tfid klesa.

V Biihlmannovém modelu se uvazuje se stejnym poctem pozorovani n pro kazdou tfidu
pojisténi. To je pfic¢ina toho, ze faktor kredibility je jednotny pro vSechny rizikové tfidy.
Realita je vSak rozdilnd, protoZze pojistovny maji k dispozici rizné mnoZzstvi informaci
z riznych tfid pojisténi. Na tomto modelu vSak mizeme dobfe vidét principy empirické
bayesovské teorie kredibility, ilustruje spole¢né vlastnosti 1 rozdily v pfistupu

k bayesovské teorii kredibility.

5.1.1. Prakticka ukazka pouziti EBCT 1

Nasledujici tabulka obsahuje data o vysi celkového pojistného plnéni u povinného
rudeni za Gtyfi predchéazejici roky pojistoven CSOB, Kooperativa, Allianz a Generali.
Udaje jsou ziskané z vyroénich zprav jednotlivych pojistoven. Pomoci téchto udaji
vypocitdme kdredibilni Cisté pojistné v nasledujicim roku pro kazdou pojistovnu. Pocet

pojistoven zna¢ime i=1, 2 ... N, pocet rokt zna¢ime j=1,2 ... n.

8 Soltés, E.: Modely kredibility na vypo&et poistného [6], s. 17
65 Soltés, E.: Modely kredibility na vypo&et poistného [6], s. 17
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Tabulka 8: Udaje o celkové vysce pojistného plnéni u povinného ruéeni

Pojistovna

Roky

2006

2007

2008

2009

CSOB

938113

1 066 877

716602

589012

Kooperativa

3776 108

2 872 894

2156 929

2969 002

Allianz

1382 500

1201 100

1 186 000

1456 300

Generali

836 221

1520014

1671119

1311745

[zdroj: vyro¢ni zpravy pojistoven]

Celkové pojistné plnéni jednotlivych pojisStoven v jednotlivych letech zna¢ime Xj;. Tab.

8 roz§ifime o dva sloupce. V prvnim vypocitame prumeérné plnéni jednotlivych pojistoven
p p yp p p J ych poj

za viechny &tyfi roky X, a ve druhém provedeme pomocny vypodet, ktery budeme

potiebovat pro odhad E(s*(6)).

Tabulka 9: Pomocné vypocty pro odhad E(s2(0))

Roky
Pojistovna |\ 2007 2008 2009 1 X
X, — 12("1’1‘ - X)

j=
CSOB 938 113 |1066877| 716602 | 589012 | 827651| 46237128414
Kooperativa |3 776 108 | 2 872 894 |2 156929 | 2969 002 | 2943 733| 439 188 453 74
Allianz | 1382500 | 12011001 186000 | 1456300| 1306475| 17948 482 500
Generali | 836221 |1520014|1671119|1311745| 1334775| 132 175 748 24

T v
Celkem Y}, :Z?:l(xif - Xl)

635 549 813 112

[zdroj: vlastni zpracovani]

Dale provedeme pomocné vypocty potiebné pro odhad D (m(8)).

Tabulka 10: Pomocné vypocty pro odhad D (m(0))

Pojistovna (X, — X)?
CSOB 601 411 882 556
Kooperativa 1797 140 660 338
Allianz 88 021099 172
Generali 72 029 837 264

1 pa— —
3 2j=1(X, — X)?

852 867 826 443

[zdroj: vlastni zpracovani]
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Nyni ztéchto hodnot mutzeme odhadnout charakteristiky E (m(8)), D (m(8))
a E(s’(9)). Tyto charakteristiky (v nékteré literatufe jsou oznaceny jako strukturalni

parametry) odhadujeme podle vztahi:*
e estEm(0) =X
1 1 512
[ ] est E(Sz(e)) :NZIL'V=1E ;'lzl(Xij _XL)

1 > = 1 1 \2
) est D(m(H)) = E I[V=1(Xl —X)z _Hzﬁvﬂﬁ ;-lzl(Xij - XL)

Prvni odhadneme stfedni hodnotu pomoci priméru za vSechny pojistovny a vSechny
roky.

N
1. 1
est E(m(0)) =X = Nz X, =7 (827651 +2943733 + 1306475 +1334775)

=1

= 1603 159

Jakmile zndme odhad primérmého pojistného plnéni, mizeme odhadnout

vnitroskupinovy rozptyl.
est E(s%(0)) = i 635549813112 = 158887 453 278

Jako posledni charakteristiku mizeme odhadnout meziskupinovy rozptyl.

158 887 453 278

est D(m(9)) = % 852 867 826 443 — = 813 145 963 124

V ptipadég, Ze zndme odhad zadkladnich charakteristik, 1ze vypocitat faktor kredibility.

Podle vzorce (5.2), ktery je uveden v kapitole 5.1, dostaneme:

4
Z= 158 887 453 278

4+ 313145 963 124

= 0,953425534

Vypocitali jsme vSechny potiebné tidaje a nyni jiz zbyva jen vypocitat odhad ¢istého

kredibilniho pojistného. Pro tento odhad plati podle vztahu (5.1):

Z-X,+ (1 —-2)-E(m(9)) = 0,953425534 - X, + 0,0465745 - 1 603 159

5 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 214
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Pomoci vSech vypocitanych hodnot nyni muzeme tedy urcit odhady cistého

kredibilniho pojistného pro kazdou pojistovnu, které jsou uvedeny v tab. 11.

Tabulka 11: Odhad ¢istého kredibilniho pojistného pro kazdou pojistovnu

Cisté
Pojistovna | Kkredibilni
pojistné
CSOB 863 769,85
Kooperativa | 2 881 296,70
Allianz 1 320 292,88

Generali 1347 274,58
[zdroj: vlastni zpracovani]

5.2. Bihimannuv-Straubiv model kredibility

Tento model ma zéklad v Biihlamnnovym modelu, je jeho uréitym zevseobecnénim.
Rekli jsme, Ze Biihlmanniiv model nezohledniuje rizné mnozstvi informaci z riiznych ttid
pojisténi, kdezto Biihimanntv-Straubiiv model jiZ tyto informace ¢astecné bere na védomi,

napiiklad mulZeme zohlednit rlzny pocet wuzavienych pojistek. V porovnani

vvvvvv

V literatufe se miiZzeme setkat s nazvem empiricky Bayestiv model krediblity 2, nebo
i sndzvem EBCT 2. Byl publikovany vroce 1970 v ¢lanku ,,Glaubwiirdigkeit fiir
Schadensditze*.*’ Hans Bithlmann a jeho doktorand Erwin Straub timto zdokonalili
Biihlmanniiv pfistup. Jejich tzv. Bithlmanntv-Straubiiv model je jednim z nejdilezitéjSich
modelll v teorii kredibility. Vyznam spoc¢ivad piedevSim vtom, ze se da aplikovat
v aktudrské praxi nezivotniho pojisténi, zivotniho pojisténi 1 v zajisténi. Také tvoii zaklad

pro dalsi specifické kredibilni modely, napt. regresni kredibilni modely.

Biihlmanniiv-Straubliv . model slouzi k odhadu cistého pojistného (resp. odhad
celkového poctu pojistnych plnéni v nasledujicim roce), miizeme ho vSak vyuzit 1 ke
kredibilnimu odhadu Skodové frekvence a ke kredibilnimu odhadu primérné Skody.
V tomto piipadé€ pak lze odhad pojistného zjistit jako soucin kredibilniho odhadu skodové

frekvence a kredibilniho odhadu praimémé $kody.*®

67 Soltés, E.: Modely kredibility na vypo&et poistného [6], s. 24
88 Soltés, E.: Modely kredibility na vypo&et poistného [6], s. 24
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Ptedpokladame, ze portfolio je rozdélené do I rizikovych tfid. Poté oznacme Y, Y>,
. Yj, ..., Y, znamé hodnoty celkovych pojistnych plnéni v letech 1, 2, ..., j, ... n. Také
zname parametr Py, Po, ..., P;, ..., P, charakterizujici rozsah rizika ve sledovanych letech.

Dillezité je zminit, 7e to jsou konstanty a ne nahodné proménné.* Déle uvazujeme

. ‘o Y;
normované proménné X; = P—‘.
J

Model vychézi z toho, Ze: "

e Néhodné proménné X, j = 1, 2, ..., n, maji rozd€leni stejné pro kazdé j = I, 2,
..., n (rozdéleni z&visi na parametru, ktery je fixni, ale neznamy).

e Proménné X,/0 , X,/ 0 , ..., X,/ 0 jsou nezavislé, ale nemusi byt identicky
rozdélené.

e E(X;/0)=m(0)nezavisiod;.

e D(X;/6)-P = s*(0) nezavisi od.

Zevseobecnéni oproti predchozimu modelu mizeme vidét vtom, Ze neexistuji

podminky, aby X;/ 8, resp. X; nabyvaly stejného rozdéleni.

Pro vypocet kredibilniho odhadu netto pojistného vyuzivame vztahy, jejichZz odvozeni

miZeme nalézt napk. v knize Aplikovana poistna statistika:’’

E(m(6) /X) = ZX, + (1 - Z) E(m(8)) = ZX, + (1 - Z)X (5.3)

V riznych letech mize byt uzavien rizny pocet uzavienych riznych pojistek, proto je

odhad individualniho pojistného X;.
V tomto modelu plati, ze hodnota Z roste, kdyz:

e Pocet pojisténi P; pro uvazovanou rizikovou ttidu roste, tj. pro P; — oo plati

Zi — 0,
. o E(s%(6)) , . ., s
e koeficient kredibility @) (tedy podil vnitroskupinové variability
2
a meziskupinové variability) klesa, tj. pro l;((jn—gzg - 0 plati Z— 1.

% Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 216
0 pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 217
! Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 220
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Mira variability E(s?(0)) je vyjadfenim primérné variability primérnych ro¢nich
vySek pojistnych plnéni uvnitt tarifnich tfid. Je to takova variabilita, kterd neuvazuje
ratingové faktory a ndhodné &initelé. E(s%(8)) se rovna 0, pokud by byly tarifni tiidy
homogenni. Cim vice jsou tarifni tiidy heterogenni, tim vice E(s2(6)) roste. Na druhou
stranu D(m(0)) je vyjadienim variability zplsobené uvazovanim ratingovych faktort
pouzitych pfi segmentaci portfolia. Cim mensi bude podil vnitroskupinové
a meziskupinové variability, tim vérohodnéjsi budou udaje z jednotlivych tiid pojisténi pii

stanoveni pojistného.

Pfi téchto znamych informacich méizeme ¥ici, Ze pro odhad charakteristik plati:”

est E(m(0)) =X >4
) N n
200)) = — ~ (X
est E(s%(0)) N(n—l);;PU (Xij (5.5)
- X)?

1 1 = 1 —
est D(m(6)) = ;{m L X Py (X — X)? - No—D 1 X Py (X5 — XL)Z}‘ (5.6)

Dale plati vztahy:"*

P; =zn:Pij (5.7)
Y; =zn:yij (5.8)

p= i P, (5.9)

2 Soltés, E.: Modely kredibility na vypocet poistného [6], s. 26
3 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 221
™ Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 220
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pro—t p,- (1 —ﬂ) (5.10)

IR 1
X; =fzpinij =Ezyij (5.11)
i4 i &=

j=1 i=1
1 N n 1 N
XZEZZPUXU :E_ Pi)?l (512)
i=1j=1 i=1
Z; = b
A TCIO)) (5.13)
P4 D am(@))
5.2.1. Prakticka ukazka pouziti

Ukazeme aplikaci modelu Biihlmanna-Strauba na pojisténi odpoveédnosti z provozu
motorového vozidla. Uvazujeme pojiStovnu, u které chceme odhadnout vysi Cistého
kredibilniho pojistného pro sedm leasingovych spole¢nosti pro rok 2011. Nalezneme
odhad cistého pojistného pro kazdou spolecnost, kdyz vime, Ze kazda pojistka je uzaviena
klientem na jeden rok. Tab. 12 obsahuje celkové pojistné plnéni u pojiSténi odpoveédnosti
za provoz motorového vozidla v predeslych 5 letech (Y) a v tab. 13 jsou uvedeny pocty
automobill (P), u kterych byla pojistka uzaviena. Pocet automobilli ndm bude slozit jako
vahy. Diky tomu jsme schopni vzit v potaz ,,velikost* pojistovny, coz nebylo v EBCT 1

zohlednéno.
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Tabulka 12: Celkové pojistné plnéni u povinného ruceni v tis. K¢ (Y1)

Spolecnost RoKky (j)

) 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Spolecnost 1 100 57 20 180 38
Spolecnost 2 2 2 0 7 1
Spolec¢nost 3 4 12 15 0 2
Spole¢nost 4 5 0 1 1 4
Spole¢nost 5 0 3 3 0 2
Spole¢nost 6 6 0 0 0 12
Spolecnost 7 14 4 43 7 10

[zdroj: WATERS, H. R. Credibility theory [21], s. 35]

Tabulka 13: Pocet pojiSténych automobill u povinného ruceni v tis. K¢ (Pj))

Spolecnost Roky (j)

(i) 2006 2007 2008 2009 2010
Spolecnost 1 80 80 83 85 85
Spole¢nost 2 5 5 5 5 5
Spole¢nost 3 20 20 20 23 26
Spolecnost 4 10 10 9 9 10
Spole¢nost 5 15 20 25 25 30
Spole¢nost 6 10 11 11 11 12
Spolecnost 7 30 29 29 30 30

[zdroj: WATERS, H. R. Credibility theory [21], s. 35]

V prvnim kroku vyjadiime celkovy pocet pojisténych automobild. Pro Spolecnost 1
(tedy i = 1) podle (5.7) plati: Py = Z,—5=1 P;; =80 + 80 + 83 + 85 + 85 = 413,
ekvivalentni vypocet provedeme i pro ostatni spolecnosti (i = 2, ..., 7). Dale uvedeme
soucet celkového pojistného plnéni u spolecnosti podle vzorce (5.8), pro i = 1 plati
Y =251 Y; =100+ 57 + 20 + 180 + 38 = 395. Muzeme tedy konstatovat, Zze
Spole¢nost 1 za roky 2006 az 2009 vyplatila 395 tis. K¢ na pojistném plnéni u pojisténi
odpovédnosti z provozu motorového vozidla. Vyse pojistného plnéni u dalSich pojistoven

jeuvedena v tab. 11.
Pro vypocet primérného pojistného plnéni v obdobi ptedchozich 5 let vyuzijeme vztah
(5.11). Opét uvedeme jako priklad Spolecnost 1 (i = 1): X =—¥IL, ¥ = —395 =
1

0,9564. Tato hodnota tikda, Ze Spolecnost 1 vyplatila v priméru 956,4 K¢ na jednu

pojistku. Pro 1 =2, ..., 7 pouZijeme stejny postup a vSechny hodnoty zaznaCime v tab.14.
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Vypoéitané priméry X; predstavuji individudlni pojistné. Tab. 14 obsahuje vypo&itané
charakteristiky a v souctovém fadkl vidime primér za celé portfolio a za vSechny roky,

ktery je podle (5.12) roven X = % 555 = 0,6079. Celkové za celych 5 let a za vSechny

spolecnosti bylo vyplaceno na pojistném plnéni primérné 608 K¢ na jednu pojistku.

Tabulka 14: Priimérné pojistné€ plnéni spolecnosti

Y; P; X
Spolecnost | > 5 1<
DR AR EN?

j=1 j=1 L=y
Spolecnost 1 395 413 0,9564
Spolecnost 2 12 25 0,4800
Spolecnost 3 33 109 0,3028
Spolecnost 4 11 48 0,2292
Spolecnost 5 8 115 0,0696
Spolecnost 6 18 55 0,3273
Spolecnost 7 78 148 0,5270
Celkem 555 913 0,6079

[zdroj: vlastni zpracovani]

Pro vypocet odhadu vySe CcCistého kredibilniho pojistného je nutné hodnoty

standardizovat X;; = ;—3.75
Tabulka 15: Standartizované hodnoty Xj;
Spolecnost RoKky (j)

() 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Spolecnost 1 | 1,2500 | 0,7125 | 0,2410 | 2,1176 | 0,4471
Spolec¢nost 2 | 0,4000 | 0,4000 | 0,0000 | 1,4000 | 0,2000
Spole¢nost 3 | 0,2000 | 0,6000 | 0,7500 | 0,0000 | 0,0769
Spole¢nost 4 | 0,5000 | 0,0000 | 0,1111 | 0,1111 | 0,4000
Spole¢nost 5 | 0,0000 | 0,1500 | 0,1200 | 0,0000 | 0,0667
Spole¢nost 6 | 0,6000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,0000
Spolecnost 7 | 0,4667 | 0,1379 | 1,4828 | 0,2333 | 0,3333

[zdroj: vlastni zpracovani]

Déle provedeme dilei vypocet P;;(X;; — X;)* a soudet hodnot Y7_; X34 Pij (X —
X))?, ktery budeme vyuzivat pro odhad est E(s?(6)) podle vzorce (5.5). Do tab. 16

zaznamename hodnoty pro vSechny spole¢nostii=1,2,..7aroky j=1,2,... 5.

75 Pacakova, V.: Aplikovana poistna statistika [5], s. 224
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Tabulka 16: Pomocné vypoéty ¥'7_, Zle P; (X; — X,)?

Spole¢nost Roky (j) Celkem
(i) 2006 | 2007 | 2008 2009 2010 | X5-1 Py (Xi; — X)?

Spolednost 1 | 6,8953 | 4,7596 | 42,4854 | 114,6188 | 22,0528 190,8120
Spolegnost 2 | 0,0320 | 0,0320 | 1,1520 | 4,2320 | 0,3920 5,8400
Spoleénost 3 | 02112 | 1,7671 | 4,0006 | 2,1082 | 1,3260 9,4130
Spoleénost 4 | 0,7335 | 0,5252 | 0,1254 | 0,1254 | 02918 1,8014
Spolegnost 5 | 0,0726 | 0,1294 | 0,0636 | 0,1210 | 0,0003 0,3868
Spoleénost 6 | 0,7438 | 1,1782 | 1,1782 | 1,1782 | 54307 9,7091
Spolegnost 7 | 0,1093 | 4,3905 | 26,4893 | 2,5877 | 1,1255 34,7022

Celkem (%7, X5, Pi; (Xy; — X)?) 252,0645

[zdroj: vlastni zpracovani]

Pro odhad meziskupinové variability (5.6) budeme potiebovat znat hodnotu P*, kterou
vypocitame podle vztahu (5.10). Hodnoty P; a P = 913 jsou jiz vyjadieny v prvnim kroku

(viz. Tabulka 14). Diky dil¢cim vysledkim v Tabulce 17 miZzeme vyjadfit

1
7.5—-1

p* =

- 668,1665 == 19,6520.

Tabulka 17: Pomocné vypocty pro hodnotu P*

Spole¢nost (i) | P; - (1 — %)

Spolecnost 1 226,1774
Spolecnost 2 24,3154
Spolecnost 3 95,9869
Spolecnost 4 45,4765
Spolec¢nost 5 100,5148
Spolecnost 6 51,6867
Spolecnost 7 124,0088

7 Pl
Z p,- (1 _ F) 19,6520
i=1

[zdroj: vlastni zpracovani]

Pro nalezeni odhadu kredibilniho pojistného potiebujeme znat hodnoty P;;(X;; — X)?
u kazdé spolecnosti za viechny roky a jejich soudet YN, X7, P;; (X;; — X)?, jak je

uvedeno ve vzorci (5.6).
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Tabulka 18: Pomocné hodnoty pro vypocet hodnoty est D(m(0))

Spole¢nost Roky (j) Celkem
(i) 2006 | 2007 | 2008 2009 | 2010 | X3-; P (X — X)?

Spolednost 1 | 32,9848 | 0,8755 | 11,1744 | 193,7471 | 2,1986 240,9805
Spolegnost 2 | 02161 |0,2161 | 1,8476 | 3,1372 |0,8319 6,2489
Spolecnost 3 | 3,3274 |0,0012 | 04039 | 84991 |7,3300 19,5616
Spolecnost 4 | 0,1164 |3,6953 | 22211 | 22211 |04322 8,6860
Spolednost 5| 5,5429 |4,1932| 59508 | 92381 |8,7876 33,7126
Spolednost 6 | 0,0006 | 4,0648 | 40648 | 40648 | 1,8450 14,0400
Spolecnost 7 | 0,5983 | 6,4049 | 22,1967 | 42087 |2,2614 35,6699

Celkem (37_, X5_, P;; (X;j — X)?) 358,8894

[zdroj: vlastni zpracovani]

Mame veskeré potfebné udaje pro odhadnuti charakteristik podle (5.4, 5.5, 5.6).

est E(m(6)) = X = 0,6079

est E(s*(0)) = 5 - 252,6645 = 9,0237

G-1

1 (358,8894 252,6645

D = . —
est D(m®)) = e (751 ~ 76D

) = 0,0780

Hodnota faktoru kredibility se vypocita pro kazdou pojistovnu podle (5.13) pomoci
odhadnutych charakteristik est E(s2(0)) a est D(m(@)). Podil té&chto dvou charakteristik

v

nam vychazi 115,7317. Plati, ze ¢im mensi je tento podil, tim vérohodné&jsi jsou udaje

z jednotlivych tiid pojiSténi pfi stanoveni pojistného. Pro Spole¢nost 1 nyni vypocitame

% = 0,7811. Hodnoty pro Spole¢nost 2 — 7

4l13+0,00780

faktor kredibility nésledovné: Z; =

jsou uvedeny v tab. 19. Plati, ze ¢im vice se hodnota faktoru kredibility blizi jedné, tim
vice se spolecnost spoléhd na své tidaje. Miizeme fici, Ze Spolecnost 1 se spoléhd na vlastni
udaje ze vSech spole¢nosti nejvice, protoze hodnota faktoru kredibility je rovna 0,7811.
Nejméné se na své vlastni tidaje spoléha Spolecnost 2, u které faktor kredibility je pouze

0,1776.

Nyni mame vSechny potfebné hodnoty pro vypocet odhadu kredibilniho pojistného
v roce 2011 pro rizné spolecnosti. K tomuto vyuzijeme vztah (5.3), pro Spole¢nost 1 plati
E(m(0) /X) = 0,7811-0,9564 + (1 —0,7811) - 0,6079 = 0,8801. Stejnym zpisobem

pokracujeme pro kazdou spole¢nost. Hodnoty odhadu kredibilniho pojistného jsou
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uvedeny vtab. 19. Tento odhad zohlednuje data zptfedchozich let a také ,,velikost®

jednotlivych spolec¢nosti s ohledem na pocet pojisténych automobili.

Tabulka 19: Kredibilni odhad pojistného

Spole¢nost Kredibilni
@) Zi pojistné
Spolecnost 1 | 0,7811 0,8801
Spolecnost 2 | 0,1776 0,5852
Spolecnost 3 | 0,4850 0,4599
Spolecnost 4 | 0,2932 0,4969
Spolecnost 5 | 0,4984 0,3396
Spolecnost 6 | 0,3221 0,5175

Spolecnost 7 | 0,5612 0,5625
[zdroj: vlastni zpracovani]

Pokud bychom ptedpokladali, Zze spolecnosti zamysli pojistit 90, 5, 28, 12, 38, 15 a 35
aut vroce 2011, mizeme odhadnout Cisté pojistné celkem. Kredibilni pojistné na jednu

jednotku vyndsobime poctem zamyslenych pojisténych aut a ziskdme hodnoty uvedeny
v tab. 20.

Tabulka 20: Kredibilni pojistné celkem

. e el
Spolecnost | pojistné oiistné
@) (na jedno | P%
i) (celkem)

Spolecnost 1 | 0,8801 79,2115
Spolecnost 2 | 0,5852 2,9258
Spolecnost 3| 0,4599 12,8769
Spolecnost4 | 0,4969 5,9623
Spolecnost 5| 0,3396 12,9040
Spolecnost 6| 0,5175 7,7623

Spolecnost 7| 0,5625 19,6878
[zdroj: vlastni zpracovani]
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Zaver

Diplomova préce je zamétena na popsani dilezitych aspektli bayesovské statistiky a na
vysvétleni hlavniho principu a vyznamu teorie kredibility pro pojistnou praxi. Vzhledem
k tomu, Ze pojistnd matematika tvoii zdklad kazdé pojistovny, je pojistny matematik
povinen neustale hledat nové a presnéjsi metody pro stanoveni pojistného, pro odhad poctu

Skod atd. Jednim z téchto novych piistupit mohou byt bayesovské odhady.

Vzhledem k tomu, Ze statistika a teorie pravdépodobnosti jsou teoretickym zdkladem
pro moderni pojistné védy, je prvni kapitola prace zaméfena na vysvétleni téchto pojmu.
Byly uvedeny rtzné definice statistiky a také vysvétleny pojmy pro pochopeni vypocti

provedenych v diplomové praci.

Bayesovskou statistikou se zabyva kapitola 2, ve které je tento pojem podrobné
vysvétlen. Piehledné jsou uvedeny hlavni rozdily mezi klasickym a bayesovskym
pfistupem, které jsou interpretovany do tabulky. Nasledujici kapitola popisuje teorii
kredibility. Je uvedeno, co si lze pod timto slovem piedstavit, uvedena je definice a také

strucné popsana historie vyvoje této teorie.

Diulezitou c¢asti prace jsou nejen teoretické poznatky, ale 1 jejich aplikace na
praktickych ukazkach. V kapitole 4 a v kapitole 5 byl ukazdn a vysvétlen princip
jednotlivych modeld. Kapitola 4 je zaméfena na Bayesovské odhady, prevdzné tedy na
model binomické/beta, Poissonovo/gama a normalni/normalni. Po vysvétleni teoretického
principu téchto modelti se pfeslo k ukazce aplikace. K vypoctim byl pouzit program
Microsoft Excel. Jednotlivé kroky vypoctu jsou podrobné popsany a mezivysledky byly
uvedeny pro piehlednost v tabulkach. V grafu byly porovnany vysledné odhady a skute¢né
zjisténé hodnoty. I ptes kritiku byesovskych metod bylo ukdzano, Ze mohou byt uzite¢né

pouzity v praktickych situacich, kdy mame znama data z minulych let.

Program Microsoft Excel byl pouzit i pro vypocty u Bithimannova modelu a u modelu
Biihlmann-Straubova v posledni kapitole prace. Opét byly modely nejdiive vysvétleny a
pot¢ na piikladu aplikovany. Na vypoctu byl ukazan zpisob odhadu kredibiliniho
pojistného u obou modeld krok za krokem. Biihlmann-Straubliv model je jednim
ho aplikovat v riznych oblastech nezivotniho pojisténi a také tvoii zaklad pro rtizné

specifické kredibilni modely.
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Vzhledem ktomu, Ze literatura k tématu diplomové prace je v Ceské republice
omezend, bylo potfeba hledat informace o problematice tykajici se teorie kredibiliy a
bayesovskych odhadli pfevazné v zahraniCich publikacich. V dané praci byla nazorné
popsana a vysvétlena podstata bayesovskych metod v oblasti neZivotniho pojisténi a byly

vyuzity veskeré dostupné zdroje a materialy.
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Priloha ¢. 1

Model EBCT 1 - vypocty

1 2 3 X, X, — X)?
938 113 1066877 | 716602 | 589012 827 651 601 411 882 556
3776 108 2872894 | 2156929 | 2969002 | 2943733 1797 140 660 338
1382 500 1201100 | 1186000 | 1456300 | 1306475 88 021099 172
836 221 1520014 | 1671119 | 1311745 | 1334775 72029 837 264
celkem 1603 159 2 558 603 479 330
T (X, - X)? 852 867 826 443
o 1 .o o
S - X | — > (%, -2
1 2 3 4 =1
12201853444 | 57229079076 | 12331880401 | 56948572321 | 1,38711E+11| 46 237 128 414,00
6,028486+11| 5018199341 | 6,19061E+11| 638509726,6| 1,31757E+12| 439 188 453 774,25
5779800625 | 11103890625 | 14514225625 | 22447530625 | 53845447500 17 948 482 500,00
2,48556E+11| 34313579741 | 1,13127E+11 | 530369385,1| 3,96527E+11| 132 175 748 424,25
celkem 635549813 112,50
estE(sA2(0)) 158 887453 278,13
estE(sA2(0))/4 39721863320
estD(m(©)) 813 145 963 124
z 0,953425534
1-Z 0,046574466
©B
863769,8474
2881296,697
1320292,875
1347274,58




Priloha ¢. 2

Model EBCT 2 — vypocty

Yi 1 2 3 4 5 Yi| X,
1] 100 57 20| 180 38| 395|0,956
2 2 2 0 7 1 12| 0,48
3 4 12 15 0 2 33[0,303
4 5 0 1 1 4 110,229
5 0 3 3 0 2 8| 0,07
6 6 0 0 0 12 180,327
7 14 4 43 7 10 780,527
celkem 555 0,608
Py 1 2 3 4 5 P; Pi'(l_%)
1 80 80 83 85 85| 413 226,2
2 5 5 5 5 5 25 24,32
3 20 20 20 23 26| 109 95,99
4 10 10 9 9 10 48 45,48
5 15 20 25 25 30| 115 100,5
6 10 11 11 11 12 55 51,69
7 30 29 29 30 30| 148 124
celkem 913 668,2
P* 19,65
Xij 1 2 3 4 5
1] 1,25]0,713|0,241|2,118| 0,447
2 04| 04 0 14| 0,2
3] 0,2 0,6 0,75 0]0,077
4 0,5 0/0,111]0,111 0,4
5 0| 0,15| 0,12 0]0,067
6| 0,6 0 0 0 1
710,467/0,138|1,483|0,233|0,333
1 2 3 4 5 Y1 Py(X;5 — X,)?
1/6,895| 4,76142,49[114,6| 22,05 190,8
210,032(0,032[1,152|4,232| 0,392 5,84
310,211[1,767 4,001 |2,108| 1,326 9,413
410,734|0,525|0,125]0,125| 0,292 1,801
510,073]0,129|0,064 | 0,121 | 0,0003 0,387
60,744 (1,178 1,178 1,178 | 5,431 9,709
710,109| 4,39|26,49|2,588| 1,126 34,7
celkem 2527




1 2 3 4 5| XL PyX;—X)?
1] 32,980,876 | 11,17 | 193,7 | 2,1986 241
2| 0,216/0,216|1,848 3,137 |0,8319 6,249
3| 3,327/0,001|0,404 | 8,499 7,33 19,56
4] 0,116 3,695|2,221|2,221|0,4322 8,686
5| 5,543|4,193|5,951 9,238 |8,7876 33,71
60,0006 | 4,065 | 4,065 |4,065| 1,845 14,04
7| 0,598|6,405| 22,2(4,209|2,2614 35,67
celkem 358,9
Xpr 0,6079 Z; | Kred.pojistné
E(s"2) 9,0237 0,781 0,8801
D(m) 10,556 0,078 0,178 0,5852
1,5321 0,485 0,4599
0,293 0,4969
0,498 0,3396
0,322 0,5175
0,561 0,5625






