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SOUHRN

Tato diplomova prace se zabyvd moznostmi aproximace kolektivniho modelu rizika
V nezivotnim pojisténi a jejich blizsi analyzou. Hlavni pozornost je zde vénovana aproximaci
kolektivniho modelu rizika normalnim rozdélenim a posunutym gama rozdélenim v nezivotni
pojistovné. Vypocty byly provadény s vyuzitim statistického programu STATGRAPHICS

Centurion XV a programu Excel
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TITLE

The Possibilities of Approximation of Collective Risk Model

ABSTRACT

This Thesis is concerned with the possibilities of approximation of collective risk model
with a view to non-life insurance and their closer analysis. Main attention is paid to the
approximation of collective risk by the help normal distribution and shifted gamma
distribution in the non-life insurance company. Calculations were performed with use of

statistical computer software STATGRAPHICS Centurion XV and program Excel.
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1. UVOD

Pojistovnictvi a pojistny trh tvoifi neoddélitelnou a silnou soucést finan¢niho trhu.
Dtvodem je to, ze vtomto odvétvi se shromazd'uje velké mnozstvi redlnych financnich
zdroji a instituce, které je spravuji, jsou silnym ucastnikem tohoto trhu. Na jedné strané
pojistovny piebiraji riziko a provozuji pojistné produkty, na druhé stran¢ vSak celi

konkurenc¢nimu boji o zadkaznika, sledovani trhu, inovacim a dal§im obchodnim ¢innostem.

Pojistovnictvi prochazi ve svété neustdlym vyvojem. VSichni Uc€astnici trhu se musi
neustale pfizpuisobovat ménicim se pozadavkiim doby, legislativy, konkurence a celkové
zméné vyvoje podminek podnikéni. Vyvoj v Ceské republice je ovliviiovan globalnimi trendy
rozvoje pojiStovnictvi, jako jsou integrace a uvoliiovani trhu, potieba zvySovani odbornosti
atd. Z téchto divodu se pojistovaci trh stale vice zaméfuje na analyzy vlastnich dat, jejich
zpracovani a hlavné vyuziti v praxi. Daraz je kladen na lepSi odhad miry rizika, kterou na

sebe pojistovny piebiraji a dale pak na podpote obchodu.

Vyraznou zménou regulatorniho konceptu v pojistovnictvi je Solvency II. Tento koncept
vyzaduje systematicky a komplexni pfistup k fizeni rizik. Pfedpoklada integrovany piistup ke
vsem druhtim identifikovatelnych rizik , stanovuje vysoké naroky na vnitini kontrolni systém
pojistoven, povzbuzuje tvorbu vnitinich modeli atd. Ustfednim principem Solvency II je
zaméfeni na systém fizeni rizik. DileZitou soucasti konceptu je nutnad identifikace a
klasifikace jednotlivych typi rizik, kterym je pojistovna vystavena. Efektivni fizeni
spolec¢nosti je ¢im dal vic spjata sjasnym vymezenim jednotlivych kategorii rizik. Mezi
zakladni rizika, které na sebe pojiStovna piebird, patii trzni riziko, Gvérové riziko, riziko
likvidity, pojistné riziko a operaéni riziko. Solvency II je zadsadni zménou oproti dosavadnimu
zpusobu regulace a dozoru v pojistovnictvi. Vykon dozoru se piesouva k posuzovani
funk¢nosti vnitiniho kontrolniho systému a schopnosti pojistovny identifikovat, mé&fit a tidit

sva rizika (a to podle svych internich postupit).

Moderni pfistup k teorii rizika je pfedstavovan zejména modely kolektivniho rizika. Tyto
modely jsou zaloZeny na rozdéleni poctu a vysky individudlnich pojistnych plnéni. Hlavni
vyznam modelil kolektivniho rizika v neZivotnim pojisténi je pii kratkodobych pojistnych

smlouvach.
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Cilem této diplomové prace je ukazat moznosti aproximace kolektivniho modelu rizika,
pfiCemz je pozornost zamétfena hlavné na aproximaci kolektivniho modelu rizika pomoci
normalniho rozdé€leni a posunutého gama rozdé€leni. V préci jsou predstaveny i dalsi metody
aproximace, kterymi jsou Panterova rekurentni formule, aproximace logaritmicko-normalnim
rozdélenim, Gramova-Charlierova aproximace a aproximace NP2. K tomu bylo nejdfive

zapotiebi vysvétlit zdkladni pojmy, kterymi jsou riziko a kolektivni riziko.

Déle je soucasti diplomové prace aplikace jiz zminénych postupt v praktickych ukazkéach
pomoci statistického programového baliku STATGRAPHICS Centurion XV a programu

Microsoft Excel. Na zavér jsou zhodnoceny dosazené vysledky.
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2. RIZIKO V POJISTENI

2.1 Pojem riziko

Metodologicky je podstata pojisténi tésné€ spjata s dialektickymi filosofickymi kategoriemi
nutnosti a nahodilosti, nebot’ pojisténi predstavuje jednu z forem ochrany lidské spolecnosti
pred duasledky nepiedvidatelnych nahodilych udélosti, které zplisobuji ztraty na zivotech a

zdravi lidi a na vytvofenych materidlnich hodnotach.

Projevem nutnosti, zékonitosti, pfiCinnosti je pravdépodobnost jevu. Naproti tomu
nahodilost neni pojmem ¢i kategorii matematiky, na rozdil od pravdépodobnosti nepojednava
o kvantitativnich  strankach, nahodilost je kvalitativni (filosofickd) interpretace
predpokladajici pohled, zahrnujici veskeré jevové bohatstvi svéta. Mezi nutnosti a nahodilosti
neni protiklad, tyto kategorie ptechazeji navzdjem jedna v druhou, zména pozorovaci urovné

probiha v souladu s dialektickym zakonem piechodu kvantitativnich zmén v kvalitativni [5].

Vztah protikladnych stranek kvalitativni a kvantitativni interpretace je obsahem na
nahodilost navazujicich pojmu, jakymi jsou riziko, nejistota a neurcitost. Zakladnim
matematickym pfistupem, opirajicim se o pravdépodobnosti metody, je rozliSovani mezi
rizikem a nejistotou v tom smyslu, Ze rizikem je rozumén stav, v némz je budouci situace
doptedu jednoznaéné pravdépodobnostné charakterizovana, tedy je predem znamo objektivni
rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych hodnot ndhodnych veli¢in, na druhé strané
nejistotou je rozumén stav, kdy je toto objektivni rozdéleni pravdépodobnosti
nespecifikovatelné. Nejistotu je mozné delit na ¢astecnou (nejsou k dispozici Gplné informace
o pravdépodobnostnim rozdé€leni, jsou vSak zndmy nékteré jeho parametry) nebo Uplnou
(moZné nejvyse specifikovat mnoZzinu tvah piipadajicich stavii, nelze zjistit ani odhadnout
pravdépodobnosti jejich vyskytu). Neur€itost se pak od nejistoty 1i8i tim, Ze jsou definovany

vSechny veli¢iny, ale nejsou znamy jejich hodnoty[5].
2.2 Pojistné riziko

Pro svét, ve kterém zijeme, je pfiznatnd nepfebernd fada nejistot a nahodilosti.
V souvislosti s pojisténim je pojem riziko pouzivan pragmaticky — pojisténi se povazuje za
nastroj finan¢ni eliminace negativnich disledkidi nahodilosti. Tato stru¢ni charakteristika

V sob&é mimo jiné skryva skute¢nosti, ze [4]:
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o pojisténi se zabyva pouze jevy nahodného charakteru, jejichz potencialnim diisledkem
je vznik néjaké skody (i kdyz o skodu se Casto jedna v pfeneseném vyznamu: napf.
doziti se dalsiho roku zivota v ramci dichodového pojisténi ma ,,Skodni charakter
socidlni nedostatecnosti®). Takové jevy se v této souvislosti oznacuji jako pojistna
rizika, pfi niz pojistovna opravdu dojde k jejich realizaci, mluvi se vétSinou o pojistné

udalosti, pti niz pojistovna podle sjednané pojistné smlouvy vyplaci pojistné plnéni,

o jedna se vzdy o finan¢ni nahrady: jiné kryti nez finan¢ni nelze od pojistovny nebo

penzijniho fondu ocekavat,

o motiv existence takového nastroje financni eliminace negativnich disledkti nahodilosti
je prirozeny: napt. podnikatel bude radé€ji platit pomérné vysoké pojistné za zivelni
pojisténi, nez aby se nechal zlikvidovat néjakou zivelni katastrofou (to ale plati
pro kazdého znas napf. v cestovnim pojiSténi), na druhé strané pojisStovny nebo
penzijni fondy, provozujici dané pojiSténi, ocekdvaji zisk plynouci piedevsim

Z pojistného od klientt.

Na pojisténi tedy lze pohlizet jako na ochranu proti pojistnym rizikiim: pojistény prenese
sva rizika, jejichz potencialni Skodni dusledky jsou z jeho individualniho hlediska neunosné,
na pojistitele (pojisStovnu, penzijni fond, stat), ktery pii dostatecné velkém souboru rizik
podobného charakteru (soubor pojistnych smluv podobného typu se oznacuje jako pojistny
kmen) je schopen celkové ptfevzata rizika s vyuzitim inkasovaného pojistného nejen zvladat,

ale pfipadné je ucinit pfedmétem vynosné komercni ¢innosti.

2.2.1 Kilasifikace pojistnych rizik
Pojistna rizika mohou byt klasifikovana podle riznych hledisek[4]:

o cisté riziko — prokazatelné¢ ndhodného charakteru (napf. doba Zivota, uraz, pozar,
dopravni havarie) na rozdil od uméle vytvareného spekulativniho rizika (napf. sdzkova
¢innost a hazardni hry). Pfedmétem pojiSténi jsou disledné pouze Ccista rizika
apojistovny ve svém zdjmu prispivaji k jejich ,Cistoté bojem proti pojistnym
podvodiim, navic nahodilost pojistného rizika mize byt absolutni (napf. pozar) nebo

relativni (napf. amrti urcité nékdy nastane, ale nahodny je jeho okamzik),
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objektivni riziko — dano objektivnimi faktory (napf. ve€k, pohlavi, zdravotni stav,
profese, charakteristiky pojisténého predmétu a jeho prostiedi apod.) na rozdil
od subjektivniho rizika daného subjektivnimi faktory (napf. snaha pojisténého
zachovat své zdravi a Zivot, vyhnout se stfetu se zakonem, zachovat pojistény predmeét
ve funkénim stavu apod. Z legislativniho pohledu se mluvi o pojistném zajmu, ktery
patii k zakladnim pojmim pojistného prava),

moralni riziko — v situaci, kdy pojistény nepreferuje jednoznacné zabrannou ¢innost
pied vznikem Skody (nemusi se pfitom jednat o pojistny podvod). V této souvislosti se
také uvazi tzv. antiselekce rizik, kdy snahou pojisténych je zabezpecit se formou
pojisténi pfedevsim proti takovym rizikiim, ktera jsou v jejich pfipadé nejaktualngjsi,
napt. proti riziku smrti ptfi zhor§eném zdravotnim stavu, nebo naopak proti riziku
doziti v podminkach socidlni nedostateénosti pii tendenci k dlouhovékosti. Casto se
V pojistovnictvi rovnéz mluvi o mordlnim hazardu jako o tendenci pojisténych osob ke
zméné jejich chovani ve sméru, ktery vede k ziskani co nejvyssiho pojistného plnéni
Z jiz uzaviené pojistné smlouvy,

osobni riziko — mnapt. riziko pfedCasné smrti, télesného posSkozeni, socidlni
nedostatecnosti pfi doziti ur¢itého véku apod.,

Zivelni riziko — riziko ptfimych Skod na majetku v disledku Zivelnich udalosti (napf.
pozaru, povodné¢, vichfice apod.),

vodovodni riziko — riziko Skod zplisobenych vodou vytékajici z vodovodnich zatizeni,
kanalizace, topeni apod.,

dopravni riziko — riziko $kod vzniklych v souvislosti s dopravnim prostifedkem (tzv.
kaskopojisténi, jako je napf. havarijni pojiSténi, kasko letadel, kasko lodi apod.), nebo
v souvislosti s ptepravovanym zbozim (tzv. dopravni ¢i kargopojisténi),

riziko odcizeni a vandalstvi, kterého smysl je ziejmy,

Somazni riziko — riziko pteruseni provozu nebo vyroby v disledku havérie, vypadku
v dodavce energie apod. (napt. zkazeni zmrazenych potravin, usly zisk €1 sankce pfi
nedodrzeni kontraktu),

strojni riziko — riziko havarie ¢i poruchy strojniho zafizeni v disledku neodborného
zachéazeni, vady materidlu, chybné technologie apod.,

zemédeélské riziko — riziko ztraty v rostlinné a zivo€isné vyrobé€ (napf. v disledku
zivelnich udalosti, jarnich mrazl, nemoci ¢i urazu zvitat apod.),

odpovédnostni riziko — riziko Skod zpusobenych v dusledku jednéni pojisténého na

zdravi a zivoté jiné osoby nebo na cizim majetku ( napf. pojiSténi odpovédnosti za
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Skodu zptusobenou provozem vozidla, vykonem povolani daiiového poradce, havarii
v domécnosti, prodejem 1écebného ptipravku apod.),

o socidalné—politické riziko — zahrnuje valecné operace, etnické konflikty, embarga,
stavky apod.

o obchodne-financni riziko — vyplyva ze zmén ekonomickych podminek a dodavatelsko-
odbératelskych vztahii na domécim a zahrani¢nim trhu (napf. zmény cenovych relaci a
kurzl, platebni neschopnost ¢i neville obchodniho partnera). Specidlné¢ sem spada
uvérové riziko spocivajici v nebezpec¢i nesplaceni dluhit a devizového riziko
S devizovym dopadem,

o moderni rizika - napt. atomové riziko, ekologické riziko, riziko spojené s provozem

kosmickych téles, riziko AIDS aj.

Z hlediska pojistitele se rizika pfevzata od klientli transformuji na tzv. pojistné-technicka
rizika pojistitele, kterd spocivaji v potencidlnim nebezpeci, ze ve skutecnosti nedojde
k vyrovnani mezi pfijatym pojistnym a vyplacenym pojistnym plnénim. Toto riziko se mé&fi
vysi variability (nejéastéji smérodatnou odchylkou) mezi ocekavanym stavem, z né¢hoz
vychazi vypocet pojistného, a skutecnym stavem, ktery se projevi ve vyplaceném pojistném
plnéni. Podstata pojistovaci Cinnosti je pfitom zaloZzena na tom, Zze rastem velikosti

aktualniho poctu uzavienych pojistnych smluv se pojistné-technické riziko zmensuje[4].

V pojistovaci praxi se ocenovanim rizika zabyvaji vySkoleni pracovnici (manazefi rizika),
kteti se obvykle specializuji na urcitou oblast pojisténi (napt. pozary, vloupani nebo podle
odvétvi - chemicky primysl, elektrarny apod.). Vysledkem jejich inspekce byva tzv. rizikova
zprava, na jejimz zaklad€ se jednak navrhuji moznéd napravnd opatieni a pak se sestavuje
ptisluSny pojistny plan. Pfitom takovym ocetiovanim rizika se vedle pojiStoven a zajiStoven

také zabyvaji specializované maklétské spolecnosti [4].
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v V4

3. NEZIVOTNi POJISTENI

Podstata nezivotniho pojisténi je kryti celé Skaly rizik nezivotniho charakteru.V ramci

tohoto pojisténi jsou kryta rizika rizného charakteru, jedna se o:

e rizika ohrozujici zdravi a Zivoty osob (tiraz, invalidita, nemoc apod.),
e rizika vyvolavajici financni ztraty (pferuSeni provozu, uvérova rizika, odpovédnostni
rizika, rizika finan¢nich ztrat apod.),

e rizika vyvolavajici pfimé vécné Skody (zivelni rizika, odcizeni, vandalstvi apod.).

Nezivotniho pojisténi 1ze ¢lenit podle riznych hledisek, naptiklad pojisténi osob, majetku,
odpovédnosti. Jednotlivé typy pojistnych produktl jsou vSak v praxi vzajemné¢ kombinovany

(ato i s produkty zivotniho pojisténi), aby nabidka pojistné ochrany byla komplexni.

Déleni nezivotniho pojisténi [7]:

e nezivotni pojisténi osob (Urazové pojisténi, nemocenské pojisténi),
e pojisténi majetkova,

e pojisténi odpovédnostni,

e pojisténi pravni ochrany,

e cestovni pojiSténi.

Jak v zivotnim, tak i v neZivotnim pojisténi je dulezitd otazka stanoveni ekvivalentni
vySky pojistného, kterd odpovidd prevzatému riziku. Vysky pojistného zavisi od systému
ru¢eni pojisStovny, rozsahu Skod a Skodové Cetnosti. Intenzita pojistné ochrany piedstavuje
pomér pojistného plnéni ke Skod¢, pfiCemz je ziejmé, ze intenzita pojistné ochrany i ma
hodnotu zintervalu 0<i<1 (v situaci, Ze je intenzita > 1, pfedstavuje to obohaceni

pojisténého, coz se kvalifikuje jako pojistny podvod).
3.1 Urazové pojisténi

Pfi tomto typu pojisténi se nejcastéji poskytuje pojistna ochrana v ptipade, ze v disledku
urazu dojde k pfechodnému nebo trvalému télesnému poskozeni nebo smrti pojisténého.

Uraz byva v pojistnych podminkach charakterizovan jako nahlé a neoéekavané puisobeni
zevnich sil nebo vlastni sily, neoCekdvané a neptetrzité pisobeni vysokych teplot, par, plyni,

zéareni a jedi, které by mély za nasledek télesné poskozeni nebo smrt pojisténého. Existuji
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vyluky zpojistného plnéni, pfedevSim pro urazy v souvislosti se sebevrazdou nebo

sebevrazednym pokusem, s trestnymi ¢iny, pod vlivem alkoholu, nasledkem poruchy apod.)

Zakladem urazového pojisténi je kryti:
- trvalych nasledkt trazu,

- smrti nasledkem trazu.

V ramci Grazového pojisténi mize byt sjednano pojistné plnéni pro fadu dalsich piipadii
(napf. plnéni za dobu nezbytného 1éceni, denni odSkodné za dobu pracovni neschopnosti,
denni odskodné pii pobytu v nemocnici, uhrada nakladi spojenych s trazem, pojiSténi
drobnych urazl). Dale toto pojisténi mize byt sjednano jako samostatny druh pojiSténi nebo
v ramci sdruzenych pojisténi spolu s predevsim zivotnimi riziky, v ramci cestovniho pojisténi,

ale také jako doplnék napt. v ramci motorovych vozidel.

Pojistné plnéni se vyplaci bud’ jednordazové nebo jako dichod, ktery je bud casove

omezeny nebo jako dozivotni diichod[7].
3.2 Nemocenské pojisténi

Nemocenské pojisténi provozované komerénimi pojistovnami se uplatituje jako doplnek
povinného vSeobecného zdravotniho pojisténi a povinného socidlniho nemocenského
pojisténi, a to pro piipady[7]:

e kdy nejsou dané potfeby povinnym pojiSténim kryty,

e kdy jednotlivec ma zajem vysSiho rozsahu pokryti potfeb nez se uplatiiuje v ramci

povinného pojisténi,

e kdy osoby nejsou zahrnuty do povinného pojisténi.

Do této oblasti Ize zatadit pojistné produkty, které kryji zdravotni rizika jako je pojisténi
1é€ebnych vyloh, pojisténi nadstandardniho vybaveni pii pobytu v nemocnici, pojiSténi
vaznych onemocnéni nebo pojisténi stomatologickych vykonii nehrazenych nebo Castecné
hrazenych vetfejnym zdravotnim pojisténim. Daéle pak pojistné produkty kryjici disledky
nemoci, které se projevuji ve ztraté nebo snizeni ptijma v souvislosti s pracovni neschopnosti.
Jde pfedevsim o pojisténi na denni davku pfi pracovni neschopnosti, pojiSténi denni podpory

pfi pobytu v nemocnici a dalsi druhy pojisténi (napf. pojisténi leasingovych splatek).
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3.3 Pojisténi majetku

Zahrnuje kryti rizik , jejichZ realizaci dochdzi ke Skoddm na majetku. Zahrnuje kryti celé

fady rizik, kterd 1ze rozdé€lit podle jejich dusledka na[7]:

a) Rizika, pfi jejichz realizaci dochazi ke vzniku piimych vécnych Skod. Do této oblasti
patii zivelni rizika, vodovodni rizika, rizika havarijni, rizika odcizeni a vandalstvi a
strojni rizika.

b) Rizika, pfi jejichz realizaci dochazi ke vzniku finanénich ztrat. Radi se sem rizika

pferuseni provozu Ci rizika Givérova.

Pojisténi majetku lze dale Clenit na:

e pojisténi majetku obyvatelstva (mezi nejvyznamnéjsi patii pojisténi domacnosti,
pojisténi budov, havarijni pojisténi)

e pojisténi prumyslovych a podnikatelskych rizik (zivelni pojisténi, pojisténi technicka,
pojisténi pro piipad preruseni provozu, pojisténi dopravni, pojisténi havarijni, pojisténi
proti odcizeni, pojisténi skel, ivérové pojisténi, pojisténi specializovanych cinnosti,

atd.),
e pojisténi zemedelskych rizik (pojisténi plodin a pojisténi hospodaiskych zvitat).
3.4 Pojisténi odpovédnosti za Skody

Toto pojisténi kryje rizika souvisejici se skute¢nosti, Ze pojistény subjekt mize zplsobit
svou Cinnosti Skody jinému subjektu, a to Skody na majetku, na zdravi a na zivoté nebo
finan¢ni Skody, za které poSkozenému zodpovida. Predmétem pojiSténi odpoveédnosti je tedy

pravni vztah — odpovédnost za Skodu.
3.5 Pojisténi pravni ochrany

Pojisténi pravni ochrany kryje naklady pojisténého v souvislosti s pravnimi ukony, a
naklady spojené s prosazenim pozadavki na nahradu skod pojisténého.
Soucasti tohoto pojisténi je poskytovani pravnich rad a pravni asistence.
Uplatiiuje se ve tfech podobach[7]:
e pojisténi pravni ochrany motorového vozidla (Ize uplatnit jako pojisténi pravni
ochrany motorového vozidla ¢i jako pojisténi pravni ochrany fidice motorového

vozidla),
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e pojisténi pravni ochrany rodiny (do kryti =zahrnuje pojiSténou osobu,
manzela/manzelku, druha/druzku, nezletilé déti, dalsi osoby Zijici v domacnosti),
e pojisténi pravni ochrany podniki (pojistné kryti v ptipadé¢ odpovédnosti za Skody,

trestniho prava, pracovniho prava a socialn¢ spravniho prava).
3.6 Cestovni pojisténi

Cestovni pojisténi kryje rizika pfi zahrani¢nich cestach mimo trvalé bydlisté. Piedstavuje
takovou oblast pojisténi, kde dochazi ke kombinovani pojistnych produktti rizného typu.
Zatazuji se sem pojistné produkty jako naptiklad pojisténi zdravotni, pojisténi Urazové,
pojisténi storna zajezdu, pojisténi zavazadel, pojisténi odpoveédnosti za Skodu nebo pojisténi

pravni ochrany.
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4. MODELY KOLEKTIVNIHO RIZIKA

Zakladnim pojmem v pojisStovnictvi je pojem riziko, které piedstavuje moznost vzniku
pojistné udalosti. Pojistitel, ktery profesionalné piebird na sebe velké mnozstvi rizik rizného
charakteru, musi k ohodnoceni rizika zaujmout velmi zodpovédny postoj. Riziko pojistitele
spo¢iva v nebezpeci, zda piijaté pojistné bude postacujici na vyplaceni vSech opravnénych

pojistnych plnéni.

Teorie rizika je prvni oblast v pojistnych védach, ve které se vzhledem na prakticky
rozvoj zejména nezivotnitho pojisténi zacali pouzivat pokrocilé metody teorie

pravdépodobnosti a matematické statistiky.

Modely kolektivniho a individualniho rizika, pokud bychom viibec nebrali v Givahu jejich
mimotadny prakticky vyznam pro kratkodobé pojistné smlouvy, zejména pii nezivotnim, ale i
zivotnim pojisténi, mize slouzit jako ukazka Siroké aplikace pravdépodobnostné-statistickych

metod. Jejich zédkladem jsou rozdéleni poctu a vysky individudlnich pojistnych plnéni.

V této Casti se uplatituje[12]:

o Centralni limitni véta — Necht' X;, Xz, Xn jsou nezavislé a identicky rozdélené

X i
i=1

nahodné proménné. Piedpokladejme, Ze E(X;)) = p a D(X;) = o. Necht X= —

potom limitnim rozdélenim ndhodné proménné X pro n — oo je normalni rozdélni

S parametry u a o Symbolicky zapsané
X~ N(,u;—} pron — oo
n

o Momentovd vytvdiejici funkce - vlastnosti momentové vytvarejici funkce a odvozeni
zaCateCnich a centradlnich moment pomoci této funkce:
e momentova vytvarejici funkce ndhodné proménné X, kterd ma v pojistnych

védach mimotadny vyznam a Casté vyuziti, je definovana vztahem
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M, (2)= E(e™)
e vlastnosti momentové vytvarejici funkce:

1. Nech X je libovolna ndhodnd proménna s momentovou vytvarejici

funkci M  (z) . Potom pro libovolné celé kladné ¢islo k plati

k
LM, (@)=E(x")=m,

Pro k=2 a k=3 plati vztah

Lo, @)= Efx —E00T = s

2. Pro dany zakon rozdé¢leni pravdépodobnosti existuje jedind momentova

vytvarejici funkce M x (z), kterd je timto zdkonem jednoznacné uréena.

3. Nech nahodna proménna X ma momentovou vytvaiejici funkci M x (z),
potom pro momentovou vytvatejici funkci ndhodné proménné Y, kterad

je funkci ndhodné proménné X, Y =y (X), plati
M, (z) = E[e?™]

4. Nech X, i = 12,....... ,n, jsou nezavislé ndhodné proménné, potom
momentova vytvaiejici funkce jejich sou¢tu se rovna soucinu jejich

momentovych vytvarejicich funkei:

M. @) =]My @)

X; i=1

n
i=1

o Konvoluce distribucnich funkci — ptedpokladejme, ze {Xi}:‘:l jsou nezavislé a

identicky rozdélené¢ ndhodné proménné se spolecnou distribucni funkei F(x),
n

distribu¢ni funkce F" (x) jejich soudtu ZXi nazyvame n-nasobnou konvoluci
i=1

distribu¢nich funkci. Teda
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F(x)= P(X, + X, +..+ X, £X)

o VWVlastnosti podminénych stiednich hodnot — nasledujici vztahy, které plati pro

libovolné ndhodné proménné X,Y:
E(X) = E[E(X/Y)]
D(X) = E[D(X/Y)] +D[E(X/Y)]

Zakladem feSeni rozhodujicich otazek pro pojistitele, souvisejici se zajiSténim,
spolutcasti, vyskou rezerv, pravdépodobnost krachu apod. je znalost zdkladnich charakteristik

a rozdéleni pravdépodobnosti celkového pojistného plnéni S, tzv. kolektivni model rizika.

Nahodna proménnd S je definovana jako celkové, souhrnné anebo 1 agregatni pojistné
plnéni pifimého pojistitele za vSechny pojistné udalosti za rok. Cilem je nalézt rozdéleni

pravdépodobnosti a zdkladni charakteristiky ndhodné proménné S.
4.1 Definice kolektivniho rizika

Necht' ozna¢ime pismenem N pocet pojistnych plnéni za celé¢ portfolio pojistovny

v daném obdobi, pismenem X; vysku i-tého pojistného plnéni pro i = 1,2,......N. Pak

predstavuje celkovou (agregovanou) sumu pojistnych plnéni, tzv. kolektivni riziko pojistovny
po uvazované obdobi, nejcastéji kalendarni rok. Pfitom plati:

o X, Xg, il , XN jsou nezavislé a identicky rozdélené nahodné proménné,

e nahodné proménné N, Xi, Xy, ........ , XN jsou vzajemné nezavisle,

e pokudN=0,takiS=0.

Prvnim krokem pfi urovani rozdéleni Sje vyjadieni ndhodné proménné S pomoci
ndhodné proménné N — poctu pojistnych plnéni za rok a nahodnych proménnych X; — vysky

pojistného plnéni pii i-té€ pojistné udalosti.

Celkovy pocet pojistnych plnéni pfitom nezavisi od vySky individuéalnich plnéni a vyska
individudlniho plnéni neni ovlivnénd ani poctem, ani vySkou ostatnich pojistnych ndhrad.

Pfitom rozdéleni vysky individualnich pojistnych plnéni se v sledovaném obdobi neméni [12].
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Oznaceni vztaha kolektivniho rizika

Distribucni funkce nahodné proménné S pod oznacenim G(X), tj.

G(x) = P(S <x) = Fs(X) prox=>0

G(x)=0 pro x < 0.

Spolecna distribucni funkce nahodné proménné X; pod oznacenim F(X), tj.

F(x) = P(Xi <x) proi=1,2,....,N,x>0

F(x)=0 proi=12,.....N,x<0

Ve vétsing pripadech je splnén predpoklad, Ze existuje derivace funkce F(X), tj. hustota
pravdépodobnosti ndhodnych proménnych X, kterd se oznacuje f(x). Pro momentové
vytvarejici funkce proménnych S, N a X; se v pfislusném potadi pouziva oznaeni Ms(z),

Mn(2) a Mx(2).

Symbol my, k = 1,2,3,.... oznaCuje k-ty zacateni moment identicky rozdélenych

individualnich pojistnych plnéni X;, tj. my = E(X K )

4.2 Rozdéleni kolektivniho rizika
4.2.1 Rozdéleni S bez specifikace N

Necht’ S je celkové pojistné plnéni. Cilem je nalézt vyjadieni pro distribuéni funkci G(X)
celkového pInéni S a nalézt stiedni hodnotu, rozptyl a momentovou vytvarejici funkci

rozdéleni S, nejdiive bez specifikace rozdéleni poctu pojistnych plnéni N.

Distribugni funkce G(x) se vyjadii jako pravdépodobnost nihodné udalosti {S < x}. Je
piitom vyuzita skute¢nost, Ze udalost {S < X} nastava tehdy a jen tehdy, kdyz nastane pravé

jedna z nasledujicich ndhodnych udalosti [12]:

> {S<xAN=0} nenastane Z4dna pojistna udalost.
> {S <XAN= 1} nastane prave jedna pojistna udalost, pii které vyska pojistnych

pInéni neptesahne hodnotu X.
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> {S <XAN :2} nastanou pravé dvé pojistné udalosti s celkovym pojistnym

pInénim mensim nebo rovnajicimu se X.

> {S <XAN= n} nastane pravé n pojistnych udalosti, pfi kterych celkové pojistné
pInéni neptesahne hodnotu X.

Specifikované udalosti tvoii systém vzajemné se vylucujicich nahodnych udalosti, jejichz

sjednocenim je pravé udalost {S < X}, tj.

(s<x)=J{s<xAN=n}.

n=0

Po tpravach vznika vSeobecné vyjadieni distribucni funkce G(x) celkového plnéni S pro

libovolné rozdéleni poctu pojistnych plnéni N a vysky pojistnych plnéni X;:

G =S P(N=nF"(x),

kde F™"(x) je n-nasobné konvolute distribu¢ni funkce F(x).

4.3 Zakladni charakteristiky kolektivniho rizika S

Pii aproximaci distribuéni funkce G(x) rozd€lni S je potfeba znat zdkladni momenty

kolektivniho rizika S[12].

a) Stredni hodnota E(S) — je soufinem pramérného poctu pojistnych plnéni E(N) a

primérné vysky individualniho pojistného plnéni mj.
E(S) = E(E(S/N)) = E(my) = E(N) m;

b) Rozptyl D(S) — je zde vyjadieny pomoci znamych stiednich hodnot a rozptyll

proménné N a proménnych X;.

C) Momentova vytvarejici funkce Ms(2)

Ms(z) = Mn(In Mx(z))
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Tyto tfi vztahy jsou mimotadné uzitecné v pripad¢, kdy je predpoklad, Ze proménné N a X;

maji konkrétni rozdé€leni pravdépodobnosti.

Rozdéleni pravdépodobnosti kolektivniho rizika S je piikladem slozeného rozdéleni.

V dalsi kapitole jsou popsany zakladni typy slozenych rozdéleni.
4.4 Zakladni typy slozenych rozdéleni

Specialni ptipady slozeného rozdéleni v zavislosti od rozd€leni poctu pojistnych plnéni

vvvvvv

kapitole vSak budou rozebrany i piipady binomického a negativniho binomického rozdéleni

proménné N.
4.4.1 Slozené Poissonovo rozdéleni

Nech S je celkové pojistné plnéni, pficemz N ma Poissonovo rozd€leni s parametrem A,
symbolicky N ~ Po(A), a F(x), je spole¢na distribu¢ni funkce identicky rozdélenych
individualnich pojistnych plnéni X;. Pak S ma slozené Poissonovo rozdéleni s parametry A a

F(X) a oznacuje se CoPo(A, F(X)) (v souladu s oznagenim v anglické literatuie).
V tomto pifipad¢ plati [12]:
E(N) =D(N) =1
My (z) ="

Po tupravach téchto vztahti se ziskaji zakladni charakteristiky sloZzeného rozdéleni

CoPo(A, F(x)) ve tvaru[12]:
E(S)=4Am,
D(S)=A(m, —mZ )+ Am? = Am,
M, (z)= e M (@]

Posledni vztah se vyuzije na vyjadieni tfettho centralniho momentu proménné S.

Plati [12]:
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13(®) = Els-E©) = Els—m)]= ZinMi@= M, @) -9 =

83
l?M X (Z):st

Dale je vyjadien koeficient Sikmosti y, rozdéleni CoPo(A,F(X)):

:u3 (S) — ﬂ‘mB > 0 ]

j/l: 3
2

POF  (m,):

Protoze A>0a X,>0, plati i ,> 0. SloZzené Poissonovo rozd¢leni je tedy vzdy pozitivné
zeSikmené, dokonce i tehdy, jak je individudlni pojistné plnéni negativné zeSikmené. Pro
velké hodnoty parametru A se rozdéleni CoPo(A, F(X)) stava symetri¢téj$im, protoze plati, ze

71 = 0,kdyz 4 — 0.
Zakladni charakteristiky rozdéleni CoPo(2, F(X)) maji velmi jednoduché vyjadieni[12]:
E(S) =Am,
D(S) = Am,
15(S) = am,

Am,

7> 0
(Am, )2

V1=

4.4.2 Slozené binomické rozdéleni

Toto rozdéleni mize byt vhodnym pravdépodobnostnim modelem poctu pojistnych
pInéni pii nékterych typech pojisténi.
Pokud pocet pojistnych plnéni N ma binomické rozdéleni Bi(n;m), pak celkové pojistné

plnéni S ma sloZzené binomické rozdéleni .

Za predpokladu, ze N ~ Bi(n;m) plati tyto vztahy pro zékladni charakteristiky ndhodné
proménné N [12]:
E(N)=nz
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D(N)=nz(1-7x)
M,(2)=(re* +1-x)"
Tyto vzorce jsou pouzity na vyjadieni zékladnich charakteristik slozeného binomického
rozdéleni[12]:
E(S) =nmm,
D(S) = nz(m, —m?) + nz(l— z)m? = nam, —nz’m?

M;(2) =My (INM, (2)) =[M, (2) +1— 7]
4.4.3 Slozené negativni binomické rozdéleni

Reélné situaci v pojiStovnictvi Casto odpovida to, Ze rozptyl negativniho binomického
rozde€leni je vétsi nez stfedni hodnota, proto je rozdéleni NB(k;m) pfi vice typech pojisSténi

lepsim modelem poctu pojistnych plnéni N jako rozdéleni Poissonovo.

Pokud pocet pojistnych plnéni N ma negativni binomické rozdéleni, pak celkové pojistné

plnéni S ma sloZené negativni binomické rozdé¢lenti.
Zéakladni charakteristiky tohoto rozdéleni jsou[12]:

1

E(S):@m

kd-m) _k@-m)  k(-7)’

2 2 2
T T T

D(S) = @(mz —m?)+ m?

k
T

L-@-2M, ()]

M (2) =
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5. APROXIMACE KOLEKTIVNiIHO MODELU RIZIKA

V nasledujici kapitole jsou vysvétleny numerické metody pro vypocet rozdéleni celkové
vySe Skod. V praxi se pouzivaji misto analytickych vzorct, protoze ty by byly pro vypocet
neunosné slozité. Pozornost je nejvice zamétena na aproximaci pomoci normalniho rozdéleni
a posunutym gama rozdélenim, ale zminény jsou 1 dal$i metody, napt. Panterova rekurentni
formule, aproximace logaritmicko-normalnim rozdélenim, Gramova-Charlierova aproximace

a aproximace NP2.
5.1 Aproximace normalnim rozdélenim

Vse co se vi anebo se muze spolehlivé odhadnout o kolektivnim riziku S jsou zékladni
charakteristiky:
» stiedni hodnota E(S) = u

> rozptyl D(S)=0o"

N
Protoze S :in je souctem nezavislych a identicky rozdé&lenych néhodnych
i1

proménnych, nabizi se podle centrdlni limitni véty normalni aproximace rozdéleni S. Pro

libovolné realné s tedy plati[12]:

G(s)=P(S<s)= P(SJSS_—'UJNQ[S__#)
o)

(o} (o}

Aproximace G(s) pomoci distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozd¢leni je tim

lepsi, ¢im vétsi je pocet N pojistnych plnéni.

Vyhodou této metody tkvi v jeji jednoduchosti pouziti. Nevyhodami jsou:

» Bez ohledu na hodnoty p a o pfi normalni aproximaci plati, ze P(S <0) >0, na
rozdil od podminky, Ze vSechna pojistna plnéni jsou nezaporné, je ziejmé, ze ve
skutec¢nosti P(S <0) = 0.

» Hustota normalniho rozdéleni je symetricka, coz znamend, ze pravy konec
konverguje velmi rychle k nule. Pfi mnohych typech pojisténi je vSak rozdéleni
S pravostranné zeSikmené, s pomalym klesanim pravé strany hustoty k ose hodnot

X, tedy s dost vysokou pravdépodobnosti i extrémnich pojistnych plnéni. Pro tyto
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typy pojisténi ma normalni aproximace G(s) tendenci podhodnocovat hodnoty
P(S > s) pro velké hodnoty s. Z pohledu pojistovatele je to velmi nezadouci

skute¢nosti, protoze vysoké pojistné plnéni ma pro n¢ho zavazny finanéni dosah.
5.2 Aproximace posunutym gama rozdélenim

Necht' jsou zndmé ¢i spolehlivé odhadnutelné prvni tfi zacate¢ni momenty celkového
pojistného plnéni S, potom v takovém piipadé mizeme pouzit posunuté gama rozdéleni na
aproximaci rozdéleni S. Timto c¢asteéné odstranime ¢i  snizime podhodnoceni

pravdépodobnosti vysokych pojistnych plnéni (v porovnani s normalnim aproximaci S).

Aproximace posunutym gama rozdélenim dava lepsi vysledky na rozdil od aproximace

1o ot . . . . . 2
normalnim rozdélenim S, je to zpisobeno koeficientem Sikmosti y = — > 0.

Ja

Necht’ S ma piiblizné stejné rozdéleni pravdépodobnosti jako nahodna proménna K +Y ,

kde k je konstanta a Y ma gama rozd¢leni s parametry o, f3:
Y~ G f)

Dané parametry K, o a B se ur¢i za predpokladu, Ze nahodna proménna K +Y ma prvni tii
momenty shodné s adekvatnimi momenty S, které jsou znadmé. Ziskava se tim systém tii

rovnic s neznamymi K, o a 3 [12]:

2 (04
O =F
u=k+—

ProtoZe hodnoty p, o’a v jsou podle predpokladu zndmé, postupné se vypocitaji neznamé

parametry [12]:
4
a = 7/—2
(24
ﬂ - 02
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[0
k=E(S)- E
Vyhodou je jednodussi uréeni pravdépodobnosti P(a< k+Y<Db) oproti pravdépodobnosti
P(a<S<b).
5.3 Dalsi moznosti aproximace kolektivniho rizika
5.3.1 Panjerova rekurentni formule

Pouzitelna v pfipad¢€, kdy nahodna veliCina X, ktera oznacuje vysi Skod, nabyva pouze

piirozenych hodnot [5]:
Oznaceni:

P(X =k) =x(k), keN
P(S=10)=s(j), jeN,

S(j+1):%*Zjls(j—i)*x(i+l)*(i+1), J€Ng; 2(0)=¢™*
Rozd¢leni S pii N ~ P(R).
s(j+1)=ji+1*_iz(j—i)*x(i+1)*(1—p)*((j—i)+r*(i+1)), ieNy ZO=p'

Rozdéleni S pii N ~ NB(r,p).
5.3.2 Aproximace logaritmicko-normalnim rozdélenim

Tato aproximace vzhledem ke své asymetrii bere v tivahu Sikmosti pravdépodobnostniho
rozdéleni S (pouziva se logaritmicko-normalni rozdéleni posunuté o vhodnou konstantu)[5]:

P(S —H < xj zcb(gjt%ln(x*\/exoibz i—1+1)j,

o

2
kde b=.Inq; q=%d++d** +3/d —v—1-1: d :1+%
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5.3.3 Gramova-Charlierova aproximace

Tato aproximace je zaloZzena na rozvoji hustoty pravdépodobnosti pro S pomoci

ortogonalnich polynom [5]:

P(S —H < xj ~0(0) - L@ (x)+ 723 00 (x).
o 6 24

5.3.4 Aproximace NP2

Mocninnd aproximace normalnim rozd€lenim, kterd zohlediuje Sikmost

pravdépodobnostniho rozdéleni S, v praxi patii k nejpouzivanéj$im [5]:

S—u Yi(v2 1) -
P( = SX+E(X 1)j~<1)(x).

31



6. Aplikace metod aproximace kolektivhiho modelu rizika

V ptedchozich kapitolach byly uvedeny moznosti aproximace kolektivniho modelu rizika
S. Prvnim krokem pfi této aproximaci je vybér nejvhodnéjsiho rozdéleni poctu a vysky

pojistnych plnéni. VSeobecny postup Ize zahrnout do tfech krok:

1. Navrhnuti pfedpokladané¢ho typu rozdéleni pravdépodobnosti, napf. na zaklade
grafického zobrazeni rozdéleni pocCetnosti dostupnych empirickych udajt.

2. Odhadnuti parametri ptredpoklddaného rozdéleni pomoci metody maximalni
veérohodnosti a metody momentti.

3. Ovéfeni vhodnosti vybraného rozdéleni s odhadnutymi parametry na zakladé

vybérovych udaja.

Odhady parametri rozdéleni a ovéfeni vhodnosti vybraného rozd€leni s odhadnutymi
parametry byla aplikovana v programu Microsoft Excel a systému STATGRAPHICS
Centurion XV. Postup a vysledky jsou popsany v této kapitole.

V programu Excel byla nasledn¢ na zaklad¢ téchto odhadii a ovéfeni vhodnosti rozdéleni
N a X aplikovdna aproximace rozdéleni kolektivniho rizika S normdalnim rozdélenim

a posunutym gama rozdélenim. Postup a ziskané vysledky jsou obsazeny v kapitole 7.
6.1 Odhady parametru rozdéleni

Pro odhad parametrd se vyuziva metoda maximalni vérohodnosti a metoda momentt.
6.1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Tuto metodu je moZné aplikovat ve velmi rozmanitych situacich. Odhady, které se ziskaji

pomoci této metody, maji velmi dobré vlastnosti vV porovnani s jinymi metodami.

Necht' X = (X, X,,.., X,) je vektor n nezavislych vybérovych pozorovani ze zakladniho
souboru srozdglenim f(x;®), piicemz O =(0,,0,, .., ®,) je vektor p neznidmych

parametru.

Funkce verohodnosti L(0, X) je definovana vztahem [12]:
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L@O;x)=]] f(x;0).
i=1
Pro jeho pfirozeny logaritmus plati:

1(@;x)=In L(®;x):zn:In f(x;0).

i=1

Maximaln¢ vérohodny odhad é :é)(x) je takovy vektor @, ktery maximalizuje

L(®;x), resp. 1(®; x) . Ma tyto vlastnosti:

e O ma asymptoticky normalni rozdélent,

A

e 0 je asymptoticky nekresleny,

AN

e O je asymptoticky vydatny,

A

e 0 je konzistentni,

AN AN

o (:) je invariantni, tj. (G)) = 7/[@)) , pficemz 7/(@) je libovolna funkce odhadovanych

parametru.

Vlastnost invariantnosti znamend, ze pokud je ® maximalné vérohodny odhad vektoru

A

parametru ®, potom 7/(@)) je maximaln€ vérohodny odhad libovolné funkce 7/(6)) [12].

6.1.2 Metoda momentu

Tato metoda patii mezi nejstar$i a nejcastéji pouzivané metody bodovych odhadi.

wewvr

nemaji vS§eobecn¢ vlastnosti dobrych odhadi, coz je nevyhodou této metody.

Princip metody momentti spo¢iva v tom, ze momenty zakladniho souboru odhadujeme
odpovidajicimi vybérovymi momenty. To znamena naptiklad, ze stfedni hodnota E(X)
ndhodné veli¢iny X je jeji prvni pocate¢ni moment, ktery bude odhadovan odpovidajicim
prvnim vybérovym pocatecnim momentem m,. Tento prvni vybérovy pocatecni moment
se nazyva aritmeticky primér a oznacuje se X . Stiedni hodnotu E(X) zakladniho souboru

odhadujeme tedy aritmetickym primérem X.
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D4 se jednoduse dokazat, Ze aritmeticky primér X je konzistentnim, nevychylenym

a efektivnim odhadem stfedni hodnoty zédkladniho souboru.

Podobné¢ disperzi D(X), ktera je druhym centralnim momentem rozdéleni X, odhadujeme
druhym centralnim vybérovym momentem M,, ktery vybérova disperze (rozptyl). Da se
dokazat, ze M, je konzistentnim a efektivnim odhadem D(X), neni vSak nevychylenym

odhadem, to znamena, Ze neplati rovnost E(®)=© . Plati, z¢ E(M, )= n-1 D(X), tj. stiedni
n

hodnota vybérové disperze se nerovna disperzi zékladniho souboru.

Aby byl nalezen nevychyleny odhad D(X), musi se vyraz pro stfedni hodnotu E(Mz)

.. N 1 3 ?
vynasobit PR Po upravach se ziskd S? = —1Z:(Xi — X) . Tento vztah nazyvame
n-= n—L153

vybérovy rozptyl (disperze) a je to nevychyleny odhad disperze, ktery je téZ konzistentni, ale

ne efektivnim odhadem D(X). [11].

6.2 Ovéreni vhodnosti vybraného rozdéleni s odhadnutymi

parametry

Tento krok se realizuje pomoci testii dobré shody. Pouziva se Pearsoniiv y” -test dobré

shody, ktery vyZaduje dostate¢né velky rozsah vybérového souboru a Kolmogorov-Smirnov
test, ktery ma vyssi silu testu (tj. vyS$i pravdépodobnost zamitnuti hypotézy
0 predpokladaném typu rozdé€leni, pokud vybrany typ rozdéleni skutecné neni dobry), nez

7% -test.
6.2.1 Pearsonulv y*-test dobré shody

y°-test dobré shody slouzi k ovéfeni shody empirického rozdéleni, tj. rozdéleni

poCetnosti  vybérovych udaju, s predpokladanym teoretickym rozd€lenim s hustotou

pravdépodobnosti f(x;®), kde ® je vektor parametrti nejéastéji odhadnutych z vybérového

souboru. Jde o pfijeti, resp. zamitnuti tzv. nulové hypotézy na hladin¢ vyznamnosti a:

Ho: nahodna proménna X ma rozdéleni s hustotou f(x;0).
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Vychodiskem pro test hypotézy Hp jsou empirické udaje X, X,,...., X, ndhodné proménné
X, zji§téné ve vyberovém souboru a roztfidéné do k skupin s ¢etnostmi O,,0,,...., O, . Pro test
se vyuZziva testovaci charakteristika y° vyjadfena vztahem:

X =

- (Oi _ Ei )2
=) E

> Pfitom y°-rozdéleni ma pocet stupiii volnosti kK — 1 — p, pficemz p je pocet
odhadnutych parametrii ptedpokladaného teoretického rozdéleni s hustotou f (x;0),
O, jsou empirické, skutecné zjisténé Cestnosti hodnot X, diskrétni proménné anebo
intervalu (XH,Xi> hodnot x spojit¢é proménné X a E jsou pfislusné teoreticke,

ocekavané Cetnosti, vyjadiené vztahem:
E; =np;.

» n je rozsah vybérového souboru a p, je pravdépodobnost hodnoty X; diskrétni

proménné s predpoklddanym rozdé€lenim, tedy:

pi = P(x) = P(X =X),
resp. pravdépodobnost intervalu hodnot X € (XH; Xi> spojité proménné, tj.
P, =P(X_, <X <x,)=F(X)-F(X_),
kde F(x) je distribu¢ni funkce pfedpokladaného teoretického rozdéleni.

Pokud charakteristika y° nabyva hodnoty blizké nule, naznacuje to platnost nulové
hypotézy, protoze hodnoty O, a E,se od sebe malo lisi. Vysoké hodnoty naopak signalizuji
platnost alternativni hypotézy.

Nulové hypotéza Hy se pfijimé na hladin€ vyznamnosti a tehdy, kdyZ vypocitana hodnota
2

testovaci charakteristiky y° nepfekro¢i hodnotu percentilu  y2_, rozdéleni y

s k— 1 — p stupni volnosti. Nulova hypotéza se pfijima pokud plati:
X <xia
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Nejéastéji se pfi testu uziva hladina vyznamnosti 1- a = 0,95, pak y7 = ;(02'95 je 95.

percentil y?-rozdéleni s k — 1 — p stupni volnosti [12].
6.2.2 Kolmogorov-Smirnovuv test

V ptipadé, kdy ndhodny vybér X;,X,,.., X, pochdzi ze spojittho rozd¢leni,

specifikovaného distribucni funkci F(X) a rozsah n vybérového souboru neni postacujici na

pouziti y? -testu, potom pro test hypotézy

Ho: nahodna proménna X ma rozdéleni s distribué¢ni funkei F(x)

mizeme pouzit Kolmogorov-Smirnoviv test dobré shody. Tento test na rozdil od

2 y 7 ~r I~ v v 7 , r1. v , i c o
X -testu vychézi z netfidénych, vzestupn€ uspotadanych vyb&rovych Gdajii X ;y, X5y seees X(p) -

Tomuto uspofddanému ndhodnému vybéru piislusi vybérova (empirickd) distribu¢ni

funkce, ktera je definovana vztahem:

0 X<Xy
F.(x)= ﬁ Xy <X< Xy 1=12,..n-1
1 X>Xq

Hodnota empirické distribu¢ni funkce F,(X) je pro dané x ndhodnou proménnou, ktera
oy 12 e b i
muze mit hodnoty 0,—,—,...... 1, pficemZ hodnotu = ma pravé tehdy, kdyz | vybérovych
nn n
udajui je mensi nez hodnota X a sou¢asné n — j vybérovych tidaju se aspoii rovna hodnoté X.
Kolmogorov-Smirnovova testovaci charakteristika je definovana vztahem:

d, =supF,(x) - F(x)|,

kde d,je maximalni absolutni odchylka vybérové (empirické) distribu¢ni funkce F, (x) od
spojité distribu¢ni funkce F(x), kterou predpokladd nulova hypotéza. Empiricka distribucni
funkce F,(x) je nespojita a jeji grafickym obrazem je schodovita funkce s body nespojitosti

Xays X2y X(ny- Znamend to, ze maximalni absolutni odchylka |Fn(X)—F(X)| mize
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piedstavovat bud’ vzdalenost kiivky F(Xx) od paty nebo od vrcholu schodu. Pti urcovéni

hodnoty testovaciho kritéria d se zkoumaji v bodech X, Xz, X,y absolutni odchylky:

|F. () = F(x) a

Fo (i) = F ()|
pro j=12,...n ,pficemz F, (X,.y) =1.
Nejvétsi z téchto odchylek se povazuji za hodnotu testovaciho kritéria d, .

Zda-li je podle pfedpokladu funkce F(X) spojitd, je mozné nalézt rozdéleni statistiky d,,
které nezavisi od F(x). Ve statistickych tabulkach pro Kolmogorov-Smirnoviv test jsou
uvedené kvantily d 4 @ d,. o pro rozsah vybéru n=12,...100, které pfi testu hypotézy
slouzi jako kritické hodnoty. V ptipadé vybérovych soubort s rozsahem n>100 je mozné
vyuzit asymptotické rozdéleni nahodné proménné d,, odvozené Kolmogorovem. V takovém

piipadé se piiblizné kritické hodnoty d, ., @ d, ¢4 urci podle vztahu:

1,358

1,628
dn;0,95 ~ T :

d,pg ® ——

;0,99 \/ﬁ
Hypotézu, ze ndhodny vybér pochazi z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(X) pfijmeme
tehdy, kdyz plati ze d,<d, ,, pficemz «a=0,05, resp. «=0,01 je hladina

vyznamnosti[12].
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6.3 Prakticka ukazka odhadu parametru a ovéreni vhodnosti

rozdéleni v programu Excel

Pro odhady parametri a testy dobré shody byl pouzit program Microsoft Excel. Bylo
pouzito 120 pojistnych plnéni z portfolia pojistek. Dané udaje jsou vyjadieny v 1 000 PJ

(pen€zni jednotky). Jednotlivé pojistné plnéni zobrazuje nasledujici tabulka 1.

Tabulka 1: Pojistné plnéni z portfolia pojistek v 1000 PJ [1]

3 11 27 36 47 49 54 77 78 85

104 121 130 138 139 140 143 153 193 195

205 207 216 224 233 237 254 257 259 265

273 275 278 281 396 405 412 423 436 456

473 475 503 510 534 565 656 656 716 734

743 756 784 786 819 826 841 842 853 860

877 942 942 945 998 1029 1066 1101 1128 1167

1194 1209 1223 1283 1288 1296 1210 1320 1367 1369

1373 1382 1383 1395 1436 1470 1512 1607 1699 1720

1772 1780 1858 1922 2042 2247 2348 2377 2418 2795

2964 3156 3858 3872 4084 4620 4901 5021 5331 5771

6240 6385 089 7482 8059 8079 8316 11453 | 22274 | 32043

6.3.1 Odhady parametru

Pti hledani vhodného pravdépodobnostniho modelu poctu, resp. vysky pojistnych plnéni
je ur€eni parametrli prvnim zadvaznym problém v konkrétnich praktickych situaci. Jak jiz bylo

feceno, byly pouzity dvé metody: metoda maximdlni vérohodnosti a metoda moment.

Pro tdaje z tabulky 1 byly provedeny tyto odhady parametri:

1. Odhad parametria z, o° lognormalniho rozdéleni:

Proménnd X ma lognormélni rozdéleni LN (,u,az), kdyz In(X)méa normalni

rozdgleni N(u,o?).
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Lognormalni rozdéleni je kladné zeSikmené rozdéleni, pii kterém velmi malé
hodnoty sledované nahodné proménné maji malou pravdépodobnost, stfedn¢ velké
jsou nejpravdépodobnéjsi a vysoké se stavaji méne pravdépodobné. Toto rozdeleni
ma Siroké vyuziti v ekonomické oblasti a je vhodné pro modelovani vysky
pojistnych plnéni napf. V havarijnim pojisténi, v pozarnim pojisténi budov

a pojisténi proti vichticim.
a) metoda maximalni vérohodnosti:

Na nésledujicim obrazku 1 je znazornén postup vypoctu. Nejdiive byla vypocitdna

hodnota In(x) z pavodnich dat (viz tabulka ¢. 1).

B3 Microsoft Excel plomka

i) soubor  Uprawy  Zobrazt ek Formdt  Mastroje  Data  Okno  Népovsda MapovEda - zadsjte dotaz [« 2 @ X
NSRS E S PE kSR A9 o8 E N e @

§ Arial w0 B I U BB % m R EEIE -0 AB

E251 - A
A ] B [ c [T o TET]T F T & [ H ] Tk [ T M [ NR

| 1 |1. Lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti

2
| 3 |
| 4|
| 5 | a) metoda maximalni vérohodnosti

B Kolmogoriiv-Smirniiv test

7 X In x X2 u 6,62417212] i x F(x) F120 (xj) | F120 (xj+1) ABS1 ABS,
5] 3 1.08661 9 (] 2,30305668 1 El 0,00014 0,00000 0,00833 000014 0,006
9 11 239790 121 o 1,51758251 2 1 0,00268 0,00833 0 01667 0,00566 00138
10 27 329584 729 3 27 001415 001667 002500 0,00252 0,010¢
11 36 358352 1296 4 36 0,02256 0,02500 003333 000244 0.010¢
12 47 385015 2209 & 47 003378 003333 0,04167 0.00045 0.007¢

El 49 389182 2401 6 49 0,03589 004167 0,05000 000577 0014

4 a4 396698 2916 7 54 004124 0,05000 0,05833 000876 00170

5 77 434381 5929 g 77 006647 0,05833 006667 0,00813 0,000%

B 78 435671 6084 9 78 006757 006667 0,07500 0,00090 0,007«

7 85 4 44265 7225 0 85 0,07523 0,07500 0,08333 0,00029 0,008(

8 104 4 54433 10816 1 104 0,09602 0,08333 0,09167 001269 0,004

9 121 479579 14641 2 121 011414 003167 0,10000 002247 o014
20 130 4 86753 16500 | 130 0,12353 0,10000 0,10833 002353 0015
21 138 492725 19044 14 138 013175 0,10833 0,11667 002341 0,015
2 139 493447 19321 15 139 013277 011667 012500 001610 0,007%
23 140 494164 19600 16 140 013378 0,12500 0,13333 0,00878 0,000:
24 143 4 96284 20449 17 143 013662 0,13333 014167 0,00349 0,004¢
25 153 5,03044 23409 18 153 0.14682 01ME7 0,15000 000515 0,003
il 193 526269 37249 19 193 0,18482 0,15000 0,15833 0,03482 0,026¢
27 195 527300 38025 20 195 0,15664 0,15833 0,16667 002831 0019
28 205 632301 42025 21 205 0,19561 0,16667 017500 002895 0,020¢
239 207 533272 420439 22 207 019733 0,17500 0,16333 002239 00140
30 216 537528 4BE5E 23 216 020527 0,18333 0,19167 002194 0013t
&l 224 541165 50176 24 224 021215 019167 0,20000 002048 o012
32 233 545104 54289 25 233 021975 020000 0,20833 001875 0011:
s 237 5 46806 56163 26 237 022308 0,20833 0,21667 001475 0,006
34 254 553733 B4516 27 254 0,23695 021667 0,22500 002028 oo11¢
35 257 554908 BEO43 28 257 0,23934 0,22500 023333 001434 0,0060
36 259 555683 67081 29 259 0,24093 0,23333 0 24167 0,00760 0,000¢
37 265 557973 70225 30 65 0,24565 024167 025000 0,00399 0,0042
8 273 560947 74529 3 273 025187 025000 0,25833 0.00187 0.006¢
39 275 561677 78625 32 275 0,25340 025633 0,26667 0,00493 0013
40 278 562762 77284 e 278 025570 026667 0,27500 00097 0019
41 281 563635 78961 34 281 025798 027500 0,26333 00702 0,025
42 396 595141 56816 S 396 0,33595 026333 0,29167 005262 00447
43 05 600333 54025 36 405 034137 028167 0,30000 0,04370 00413
44 12 602102 63744 37 H2 0,34552 30000 0,30833 004552 0,037
45 23 604737 78929 38 423 035194 030833 031667 004361 0,035
46 36 607764 90096 ] 436 035937 031667 0,32500 004271 0,034:
47 456 6,12248 207936 40 456 037048 032500 0,33333 004548 0037 v
W « » v\ Odhady parametrii { Kolektivnirizko- LN RP £ Kolektivril rizka-G RP 4 Kolektivni rizko-P RP/ |« 3]
Pfipraven 123

Obrazek 1: Odhad parametria lognormalniho rozdéleni (Zdroj: vlastni)

Odhady parametru:
e pomoci funkce PRUMER z hodnot In(x) byl odhadnut parametr 1,

e pomoci funkce VAR.VYBER z hodnot In(x) byl odhadnut parametr o2 .
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Nasledujici tabulka obsahuje ptehled hodnot odhadnutych parametra:

Tabulka 2: Odhad parametri lognormalniho rozdéleni metodou maximalni vérohodnosti

(Zdroj: vlastni)

M 6,62417

o’ 2,30306

b) metoda momentd

Pro odhad parametri metodou momentd je potieba nejdiive vypocitat

E(X) a E(X?). V programu Microsoft Excel byla hodnota E(X) vypo¢itana pomoci
funkce PRUMER z ptvodnich hodnot (viz tabulka 1). Pro hodnotu E(X?) byla pouzita

také funkce PRUMER z hodnot X 2. Naésledujici tabulka 3 obsahuje odhady hodnot
E(X) a E(X?).

Tabulka 3: Hodnoty odhadi E(X) a E(X2) (Zdroj: vlastni)

E(X) 2 020,29167

E(X?) 19 552 940,14167

Dale byl pomoci vypocitan prvni a druhy moment po¢atecny moment empirickych

hodnot X (oznaceni m; a m,). Pro odhad parametrii za o plati tyto vztahy:

a esto’ =In(m,)-2-In(m,).

estu =2-In(m, ) - In(;nz)

Tabulka ¢. 4 obsahuje odhady parametrti:

Tabulka 4: Odhad parametri lognormalniho rozdéleni metodou momenti (Zdroj: vlastni)

" 6,82768

o’ 1,56664

Porovnani odhadu parametri x a ° metodou maximélni vérohodnosti a metodou

momentd znazoriuje tabulka ¢. 5:
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Tabulka 5: Porovnani odhadu parametri lognormalniho rozdéleni obou metod (Zdroj: vlastni)

Odhadovany parametr | Metoda maximalni vérohodnosti | Metoda momentua

M 6,62417 6,82768

¢’ 2,30306 1,56664

2. Odhad parametri o, gama rozdéleni

Proménnd X ma gama rozdéleni s parametry «, fpravé tehdy, kdyz jeji hustota

B

x“ e prox>0.
[(a)

pravdépodobnosti ma funkéni vyjadieni f(x) =

Gama rozdéleni G(a;P) je flexibilngj$i (v porovnani s exponencialnim rozdélenim)
parametricky model rozdéleni pojistnych plnéni. Nevyhodou gama rozd€leni je, Ze
neodhaduje ptfesné pravdépodobnost pfili§ vysokych pojistnych plnéni. Toto rozdé€leni je
vhodné napt. na modelovani vysky pojistnych plnéni pii pojisténi motorovych vozidel,
kde variabilita vysky pojistnych Skod neni tak velkéd jako napf. v majetkovém pojiSténi

proti pozaru.

Pro odhad parametrii «, B bylo zapotiebi nejdiive vypoé&itat hodnoty s* a X. Pro s®

byla pouzita funkce VAR.VYBER z vybérovych hodnot x (viz tabulka &. 1) a pro X byla
pouzita funkce PRUMER ze stejnych hodnot. Ziskané hodnoty téchto vyb&rovych

charakteristik jsou uvedeny v tabulce 6:

Tabulka 6: Hodnoty s? a X (Zdroj: vlastni)

s? 15601 373,16632

x|

2 020,29167

Pro odhad parametri «, £ plati tyto vztahy:

2

x|

esta =

b}

estf =

N

X
§2

w

Podle uvedenych vztaht byly ziskany odhady parametrt, které jsou uvedeny v tabulce 7.
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Tabulka 7: Odhad parametri gama rozdéleni (Zdroj: vlastni)

a 0,26162

B 0,00013

3. Odhad parametri «, A Paterova rozdéleni

Proménnd X ma Paretovo rozdéleni Pa(a; A)pravé tehdy, kdyz funkéni vyjadieni jeji

hustoty pravdépodobnosti ma tvar

_E@_T pro x>0,a>0,1>0
f(X)=2(A+x)*" .

0 pro x<0

Toto rozdéleni se pouziva jako rozdéleni pojistnych plnéni zejména pfi existenci extrémnich

hodnot, napt. v nemocenském pojisténi a v pojisténi proti pozaru.

Odhady parametri &, A pomoci programu Microsoft Excel znazoriiuje obrazek 2:

S Microsoft Excel - diplomka
(2] Soubor Upravy  Zobrazi  Wioi Format  Méstroje  Data  Okno  WapoySda MépovEda — zadefts dotaz
RN = NEWETIE NEN A e e A |8 = -4 &) 6y e - @ )
gl oel - - B 7 U] =) 98 % 00 s 40 RN |
F316 - A
A ] E] I [ I D I E I F [ & I Ho ] I J [ K] L [ wm  [F
577|3. Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti
278/a) metoda i
279 2,70862) §'= 15601373,17
280 A 3 451,91073 x (s pruhem) = 2020 291667
281
252/A 2,86065)
2538 298426
254|B-A 0,12361
1255
286/b) metoda maximalni vérohodnosti Kolmogorov-Smirnoniiv te:
287 x Ten/h In(1+x/ A+ xiA i x F(x) F120 () | F120 (xj+1) ABS
288 3 00087 0,00087 0,0002 000057 | 0 3 1 3 0,00235 000000 0,00833 000235
289 11 00315 0,00318 0,0002 000319 | 0, E] 2 i 000858 000533 0,01667 000025
290 a7 00782 000779 0,0002 000762 | 0 2 3 27 0,02088 001667 0,02500 000422
291 ES 01043 0,01037 0,0002 001043 | 0 0 4 36 002771 002500 005333 000271
292 47 01362 001352 0,0002 001962 | 0 £ 5 47 0,03597 005333 0,04167 000263
293 43 01420 0,01410 0,0002 001420 | 0, i 6 45 0,05745 004167 0,05000 000421
294 54 01564 001562 0 001564 | 0 5 7 54 0,04117 005000 0,05833 000863
295 77 JizZEl] 0,02206 0,0002 0,02251 0} 3 B 77 005501 005633 00667 000053
295 78 02260 0,02234 0,0002 002260 | 0 4 E] 78 0,05873 0 06667 0,07500 000794
297 B85 02462 0,02433 o 2 0,02462 Ol 0 0 B85 0,06377 007500 0,08333 001123
298 04 03013 0,02968 0,0002 003013 | 0,0000085 1 04 007725 008333 0,09167 000508
293 21 03505 0,03445 0,0002 0,03505 0,0000056 2 21 0,08910 009167 0,10000 0,00257
an} 0 03768 0,03657 0,0002 003766 | 00000105 3 30 0,09528 0,10000 010833 000472
01 8 03998 0,03920 0,0002 0,03998 0,00001171 4 38 0,10073 0,10633 0,11667 000760
02 gl 04007 0,03948 0,0002 004027 | 00000112 5 ® 010141 011667 012500 001525
03 40 04056 0,03976 0,0002 0,04056 0,0000113 3 40 0,102039 0,12500 0,13333 002291
04 43 04143 0,04059 0,0002 004143 | 0,0000115 7 43 010412 013333 0.14167 002922
05 53 04432 0,04337 0,0002 0,0443 0,0000123 8 53 0,11063 0,14167 0,15000 003083
06 93 0559 005340 0,00027 10,0559 0,0000153 9 93 013702 0,15000 015833 001298
07 95 564! 0,05495 0,00027 0,0564! 0,0000155 20 95 0,13830 0,15833 0,16667 0,02004
08 205 0593 005769 0,00027 10,0593 0,0000162 21 208 0,12467 016667 017500 002200
09 207 0599 0,05824 o 27 10,0559, 0,0000164 ) 207 0,14593 017500 0,18333 002907
310 218 05257 006069 0,00027 006257 | 00000171 23 218 0,15160 018333 019167 008174
311 224 06489 0,06287 o 27 0,06489 0,0000177 24 224 0,15659 019167 0,20000 003508
312 233 06750 006532 0,00027 006750 | 00000183 26 233 016216 020000 020833 003784
313 237 06866 0,06640 0 27 0,06866 0,0000186 s 237 0,16461 020833 0,21667 004372
314 264 07355 0,07100 0,00027 007356 | 0,0000 27 264 0,749 0 21667 022500 004171
315 257 07445 0,07181 0 27 0,07445 Ol i} 2 257 0,17676 022500 0,23333 004524
15 259 07503 0,07235 0,00027 007503 | 0,000 29 269 0,779 023333 024167 00 0537
317 265 07677 0,073% 0,00027 007677__| 0,0000 30 265 016155 024167 0.25000 006012
315 273 07903 007611 0,00027 007900 | 00000212 Ell 273 0,16630 0, 25000 025833 006370
319 275 7967 007665 0,00027 007967 | 0 4 2 275 0,16748 025633 026867 007085
20 278 E054 0,0745 0,00027 008054 | 00000216 33 278 016925 01 26667 0,27500 007741
21 281 8140 007826 0,00027 008140 | 00000218 34 281 0,19102 0.27500 026933 005398
22 EEE 11472 010960 0,00025 011472 | 00000288 E3 356 025464 026333 0,29167 002645 |
14« » »\Ddhady parametr { Kaolektivni rizka-LN RP_ £ Kolektivni rizko-G RP_{ Kolektivnirike-P RE_/ < Bl |
Pripraven 123

Obrazek 2: Postup odhadu parametrii Paretova rozdéleni metodou momenti (Zdroj: vlastni)
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a. metoda maximalni vérohodnosti

Z vyjadreni f(X;a,A)se dostane funkci vérohodnosti ve tvaru

L(a,4;X) = ﬁ ak

H (2_'_ Xi)a+l

a po zlogaritmovani

I(a,/I;x):Zn:[lna+aln/1—(a+1)ln(i+xi)]:nIna+naln}t—(a+1)zn:|n(/1+xi).

i=1 i=1

TR ..o n “ ——
Z parcialni derivaci I(a, 4;x) podlea , oznaceni Pyl +nin A - E In(A + x,). feSenim
a (04 i=1

. I s , 5
rovnice 22 =0 dostaneme maximaln¢ vérohodny odhad « :
a

n

iZ::In(1+)/({J

a=

. I noo1
Podobné z derivace podle A, oznadeni a _na_ (@+D)*>°
oA A )4 x,

feSenim rovnice

% =0 ziskame dalsi vyjadfeni pro odhad ¢ :

noo1
R ;i+xi
a=—-1-

> )

Z toho vyplyva, ze jsou dvé moznosti vyjadieni pro maximalné vérohodny odhad « .

Z jejich rovnosti dostaneme funkci druhého parametru A :

Z“: 1

F(1) = T A+ X n
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Resenim nelinedrni rovnice f(/l): 0 se ziskda maximalné vérohodny odhad A.

Dosazenim feSeni A nelinearni rovnice se dostane maximaln¢ vérohodny odhad « .

X 13/ In{1+x/A) 1/{A+x) ®/A D*E
a 100087 0, 000&7 00,0002 00,0007 0,0000003
11 1,00314 000318 0,00025 0,00319 0, 0000009
2 100782 000779 0, 00025 000752 0, 0000022
a6 101043 001037 0,00029 0,01043 0,0000030
47 101362 001352 0,00029 0,01362 0,0000033
49 101420 0,01410 0,00029 0,01420 0,00000241
54 101564 001552 00,0002 0,01564 0,0000045
77 102231 0,206 0,00028 002231 0, 0000063
{0 1 02260 00254 0,00028 002260 0, 0000064
B5 1 02462 002433 0,00028 002462 0,0000070
104 1,03013 0, 02963 0,00025 0,03013 0,0000035
121 103505 003445 0,00025 003505 0,0000033
140 1 03766 003657 0,00025 [, 0576k 0,0000105
138 103235 0,03320 0,00025 [ 023995 0,0000111
129 1,04027 003945 0,00028 004027 00000112
140 1,04056 0,0397k 0,00028 004056 00000113
143 104143 004059 0,00025 0,04143 0,0000115
163 1,04432 004337 0,00025 0,04432 0,0000123
Obrazek 3: Vypoctova tabulka — za¢atek (Zdroj: vlastni)
2795 180570 059316 0,0001& 0,80970 000012596
2964 1 85865 0 F1985 000016 [ 55665 00001556
3156 191428 0 B4554 000015 081426 000013564
858 211764 0,/5030 0,00014 111764 00001524
3872 212170 0,752 0,00014 112170 00001532
4054 218311 078075 000013 1,18311 00001570
4520 233839 0,54945 0,00012 1,33533 0 00016558
45901 241978 0,58368 0,00012 1415979 00001700
A021 2 45456 0 85755 000012 145456 00001717
5331 254436 093388 0,00011 154436 00001755
5771 2bB7183 098275 0,00011 167183 00001813
B2400 2 B07ES 1,03236 000010 1,80759 0 0001865
B304 2 84570 104721 000010 1,84970 00001880
7089 305365 111634 0,00009 205365 00001945
7482 3,16750 115294 0,00002 216750 00001952
g0a4 333465 1,20437 0 00005 2 3345 0 0002026
a07a 3,34044 1,20610 0,00003 234044 00002030
da1k 340910 122645 0,00008 240910 0 0002047
11453 4 31787 1 46276 000007 331787 0 000226
22274 7 45266 2 00857 0,00004 b 45266 00002505
32043 10 25263 2.33045 0,00003 528269 0 0002615
2020,29167 41,94856 0,02604 0,0087252

Obrazek 4: Vypoctova tabulka — konec (Zdroj: vlastni)
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Na obrazku 3 je znazornéna vypoctova tabulka.

Vypoctem pomoci programu Excel se ziskaji dvé vyjadfeni pro maximalné vérohodny

odhad &, ktery se oznaci jako A a B. Jejich vypocet 1ze vidét na obrazku ¢. 2 a 3. Pfi vypoétu
se pouzila hodnota A =3451,91073 . Tato hodnota byla ziskdna metodou momenti (viz bod

b.) Podle jiz uvedenych vztaht byly vypocitany nasledujici hodnoty:

Tabulka 8: Odhad parametri Paretova rozdéleni (Zdroj: vlastni)

A 2,86065
B 2,98426
A-B -0,12361

Protoze pro maximaln¢ vérohodny odhad p) parametru A musi platit rovnost f(1)=0,
pomoci funkce Hleddni reSeni z nabidky Ndastroje programu Excel, se zméni hodnota

puvodné odhadnutého parametru A =3451,91073 tak, aby platilo f(1)=A-B=0. Novy

odhad parametri jsou hodnoty maximélné¢ vérohodnych odhadl A =1872,12684
a a =1,88046

b. metoda momenti

Pfi této metodé se nahrazuji charakteristiky zdkladniho souboru odpovidajicimi

vybérovymi charakteristikami. Pfi Paretové rozdéleni se dostanou tyto rovnice:
. A
X=——
a-1

2 _ al
(@-D*(a-2)

Po upravach t&chto dvou rovnic se ziskaji vztahy pro odhady «, 2 parametri o, 4

metodou momentu:
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a A =(a-1x.

V naSem pfipadé byly ztéchto rovnic vypolitiny odhady parametrd, které uvadi

tabulka 9:

Tabulka 9: Odhady parametri Paretova rozdéleni metodou momenti

o 2,70862

A 3451,91073

Pfi porovnani odhadi pomoci téchto dvou metod jsou maximalné vérohodné odhady

A

a, A vydatngjsi nez odhady ziskané metodou momentl. Je to z toho divodu, ze vybérova

charakteristika S, od které zavisi @, A, ma pii Paretové rozdéleni vysokou variabilitu,

protoze vysoké hodnoty X jsou znaén¢ pravdépodobné.
6.3.2 Testy dobré shody

Dal$im krokem v programu Microsoft Excel bylo ovéteni vhodnosti vybraného rozdéleni

s odhadnutymi parametry na zaklad¢ vyberovych udaja.

1) Pomoci Kolmogorov-Smirnovova testu na hladiné vyznamnosti a = 0,05 byla ovétena
hypotéza, Ze vyska pojistnych plnéni pfi tomto typu pojisténi mad lognormalni

rozdéleni.

Obrazek 5 znazornuje vypoctovou tabulku. V prvém sloupci jsou uvedena potadova
¢isla j, v druhém jsou vzestupné usporadana puvodni data (viz tabulka ¢. 1).Ve tfetim
sloupci jsou hodnoty pfedpoklddané distribuéni funkce vypocitané v hodnotich X

2

s odhadnutymi parametry u;0° (metodou maximalni vérohodnosti). Hodnoty

pfedpokladané distribu¢ni funkce byly vypoc€itdny pomoci funkce LOGNORMDIST

v programu Excel.
Ve ¢tvrtém a patém sloupci jsou uvedeny hodnoty empirické distribu¢ni funkce.

Posledni dva sloupce obsahuji absolutni rozdily hodnot empirické a predpokladané

distribu¢ni funkce v bodech nespojitosti. Pomoci funkce MAX byla ztéchto dvou
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sloupcti ziskdna maximalni absolutni odchylka, kterd ptedstavuje hodnotu testovaciho

kritéria.

V naSem piipadé¢ je hodnota testovaciho kritéria d,,, = 0,08673 . Kriticka hodnota byla

vypocitana podle vztahu d,.,_,

1,358
Jn

, tim se dostane jeji hodnota d,,, 45 = 0,12397 .

Protoze d,,, < 050065, Muzeme nulovou hypotézu ptijmout. Vyska pojistnych plnéni ma

lognormalni rozdéleni s odhadnutymi parametry u, o°.

j X Fix) F120 (xj) F120 (xj+1) ABS1 ABS2
1 3 0,00014 0,00000 0,00333 0,00014 000320
2 1 000265 0,00533 0 01667 000566 001389
3 2 001415 001667 0,02500 000252 0,01085
4 36 002256 002500 0,03333 0,00244 001078
] 47 003375 003333 004167 0,00045 000735
a] 43 0035585 004167 0,05000 000577 001411
7 54 0,04124 0,05000 0,05533 0,00576 0,01709
g 7 005647 005333 0 06667 0,00513 0,00020
e Pl 006757 0 06667 0,07500 0,00050 0,00743
10 g5 007524 007500 0,05333 0,00025 0,00504
11 104 0,05602 008333 009167 0,01269 000435
12 121 011414 009167 0,10000 002247 001414
13 130 012353 0,10000 0,10533 002353 001520
14 138 013174 0,10833 0, 11667 002341 001505
15 139 013477 0,1 1667 0,12500 001610 000777
16 140 013378 012500 013333 000575 0,00045
17 143 0,13682 0,13333 014167 0,00349 000435
18 1583 0,14652 014167 0,15000 000515 000515
19 193 0,153452 0,1:5000 0,15533 0,03452 002645
20 195 0,15664 0,15833 0, 16667 002531 001997

Obrazek 5: Kolmogorov-Smirnovov test pro lognormalni rozdéleni (Zdroj: vlastni)

2) Pomoci testu Kolmogorovova-Smirnovova (K-S) na hladiné¢ vyznamnosti o = 0,05

sme ovétili hypotézu, zda vyska pojistnych plnéni pfi tomto typu pojisténi ma gama

rozdéleni.

Postup vypoctu a vypoctové tabulky (viz obrazek 6) je analogicky jako

Vv pfedchozim ptipad€ pro lognormalni rozdéleni, s tim rozdilem, ze ptfedpokladana

distribucni funkce (viz obrazek 5, tfeti sloupec) s odhadnutymi parametry «, f

(metodou momenttil), byla vypocitand pomoci funkce GAMMADIST.
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Opét pomoci funkce MAX v poslednich dvou sloupcich byla zjiSténa maximalni
absolutni odchylka, ktera je hodnotou testovaciho kritéria. V nasem piipad¢ je hodnota

testovaciho kritéria d,,, =0,28002 . Kriticka hodnota byla vypocitina podle vztahu

Aoy = 1’\?;%8 =0,12397 .Protoze d, > dy,0 05, zamitdme nulovou hypotézu, ze vyska
pojistnych plnéni ma gama rozdéleni s odhadnutymi parametry «, £ .
i X F(x) F120 (xj) | F120 (xj+1) ABS1 ABS?
1 3 014174 0 0,00533 014174 0,13340
2 11 0,19907 0,00833 0,01667 0,19074 0,15240
3 27 025163 001667 002500 0,23501 0, 2668
4 36 027128 002500 003333 024629 023795
5 47 0,29030 003533 004167 025747 024913
] 43 029397 0,04167 0,05000 025230 024357
i 54 0,30150 005000 005533 025150 024317
& 77 0,5353062 0,05833 0,06667 027229 0263596
=, Bl 0,33173 0,06667 0,07500 026507 025673
10 g5 0,33521 0,07500 0,08333 0,26421 025585
11 104 0,357 41 008333 009167 0,27408 026575
12 121 0,37163 009167 0,10000 0 23002 027163
13 1350 0,537864 0,10000 0,10833 0,27564 027030
14 135 0,35452 010833 0,11667 027618 026785
15 135 0,38523 0.11667 0,12500 026857 026023
16 140 0,38595 0,12500 0,13335 026035 025261
17 143 0,35505 013333 014167 025473 0,24640
15 153 0,39455 014167 0,15000 0,25321 024455
19 193 0.41917 0,15000 0,15533 026917 0 26054
20 1595 0 42025 0,15833 0,16667 0,26135 025361

Obrazek 6: Kolmogorov-Smirnovov test pro gama rozdéleni (Zdroj: vlastni)

3) Pomoci K-S testu na hladiné vyznamnosti o = 0,05 byla ovétena hypotéza, ze vyska

pojistnych plnéni pfi tomto typu pojisténi ma Paretovo rozdéleni.

Postup vypoctu a vypoctova tabulka (viz obrazek 6) je stejna jako v piedchozich dvou
pfipadech, stim rozdilem, Ze ptedpokladand distribuéni funkce byla vypocitana

V hodnotéch x s parametry «, A odhadnutymi metodou momentt podle vztahu:

l a
F() :1_(/1+xj

Opét pomoci funkce MAX v poslednich dvou sloupcich byla zjist€éna maximalni

absolutni odchylka, kterd je hodnotou testovaciho kritéria. V naSem piipadé€ vysla hodnota
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testovactho kritéria d;,, =0,09920 . Kritickd hodnota, vypocitana podle vztahu

1,358
n;l-a \/ﬁ

hypotézu piijmout. Vyska pojistnych plnéni ma proto Paterovo rozdéleni s parametry

d je rovna d,ge5 = 012397 . Protoze d,, <dj,405, mizeme nulovou

a, A, odhadnutymi metodou momenti.

i X F(x) F120 (xj) | F120 (xj+1) ABS1 ABS?2
1 3 0,00235 0,00000 0,00833 0,00235 0,00598
2 11 0,00855 0,00833 0 01667 0,00025 0,00809
3 7 0,02088 001667 0,02500 0,00422 0,00412
4 3 0,02771 0,02500 0,03333 0,00271 0,00562
5 47 0,03597 0,03333 004167 0,00263 0,00570
B 49 0,03746 004167 0,05000 0,00421 0,01254
7 54 0,04117 0,05000 0,05833 0,00883 001716
] 77 0,05801 005833 0 OBE67 0,00033 000866
5 78 0,05673 0 DBEE7 0,07500 0,00794 0,01627
10 85 0,06377 0,07500 008333 001123 0,01957
11 104 0,07725 008333 009167 0 00RO 0,01441
12 121 0,08910 009167 0,10000 000257 0,01090
13 130 0,09525 0,10000 0,10833 0,00472 0,01305
14 138 0,10073 0,10833 011667 000760 0,01593
15 139 010141 011667 0,12500 001525 0,02359
16 140 0,10209 0,12500 0,13333 0,02291 0,03124
17 143 0,10412 0,13333 014167 002922 0,03755
15 153 0,11083 014167 0,15000 0,03083 0,03917
19 193 0,13702 0,15000 0,15833 0,01298 002132

20 195 0,13830 0,15833 0, 16667 0,02004 0,02857

Obrazek 7: Kolmogorov-Smirnovov test pro Paretovo rozdéleni (Zdroj: vlastni)

Na zékladé¢ K-S testu bylo zjisténo, Ze vySka pojistnych plnéni ma lognormalni

a Paretovo rozdéleni. Pro gama rozdéleni byla nulova hypotéza zamitnuta.
Pro srovnani testovacich kritérii a kritické hodnoty slouZi tabulka 10.

Tabulka 10: Vysledky Kolmogorova-Smirnovova testu (Zdroj: vlastni)

Testovaci kritérium | Kriticka hodnota | Nulova hypotéza

Lognormalni rozdéleni 0,08673 0,12397 prijima se
Gama rozdéleni 0,28002 0,12397 zamita se
Paretovo rozdéleni 0,09920 0,12397 piijima se
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6.4 Ukazka odhadu parametri a ovéieni vhodnosti rozdéleni
v systému STATGRAPHICS Centurion XV

Vzhledem Kk vypo¢tové naroCnosti, spojené stesty dobré shody empirickych
a teoretickych rozdéleni, stejn€¢ jako s maximdlné¢ vérohodnymi odhady parametra
teoretickych rozdéleni je vyhodné pouziti procedury Distribution Fitting systému
STATGRAPHICS Centurion XV.

Znovu bylo pouzito 120 pojistnych plnéni z portfolia pojistek, kterych vyska je uvedena

v tabulce 1.

Histogram

120 £ T T T ™

100 |- .

©

S
T
|

60 | .

frequency

40 .

20 F .

ok . . . ]
0 1 2 3 4
(X10000,0)

Obrazek 8: Histogram rozdéleni ¢etnosti vysky pojistnych plnéni (Zdroj: vlastni)

Box-and-Whisker Plot

4
(X 10000,0)

Obrazek 9: Box-and-Whisker Plot (Zdroj: vlastni)
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Nejdiive bylo potiebné ziskat konkrétni pfedstavu o empirickém rozdé€leni vybérovych
udaji, kterd se ziskala pomoci histogramu (obrazek 8) a grafického zndzornéni charakteristik

empirickych dat pomoci Box-and-Whisker Plot (obrazek 9).

Daéle byly vypocitany zakladni charakteristiky vysky pojistnych plnéni pomoci procedury

Summary Statistics. Vypocet naznacuje nasledujici obrazek ¢. 10:

r —
STATGRAPHICS Centurion - data.sgp W=
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: B H 4R L
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7] . b3
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Obrazek 10: Zakladni charakteristiky vysky pojistnych plnéni (Zdroj: vlastni)
Tabulka 11 uvadi vypocitané zakladni charakteristiky vysky pojistnych plnéni.

Tabulka 11: Zakladni charakteristiky vy$ky pojistnych plnéni (Zdroj: vlastni)

Count (rozsah) 120
Average (aritmeticky prumer) 2020,29
Median (median) 868,5
Variance (vybérovy rozptyl) 1,56014E7
Standard deviation vybérova smérodatna odchylka) 3949,86
Coeff. of variation v % (varia¢ni koeficient) 195,509
Minimum (minimalni hodnota) 3,0
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Maximum (maximalni hodnota) 32043,0
Range (variacni rozpéti) 32040,0
Lower quartile (horni kvartil) 269,0

Upper quartile (dolni kvartil) 1746,0
Skewness (koeficient Sikmosti) 5,1623
Stnd. Skewness (standardizovany koef. Sikmosti) 23,0865
Kurtosis (koeficient $picatosti) 33,0954
Stnd. Kurtosis (standardizovany koef. §picatosti) 74,0037

Ze zakladnich informaci o rozdéleni vysky pojistnych plnéni na zéklad¢ histogramu,
krabicového grafu a vyberovych charakteristik lze tvrdit, ze vétSina pojistnych plnéni ma
nizké hodnoty, jde o pravostranné (pozitivn€¢) zeSikmené rozdéleni, protoze hodnota
koeficientu Sikmosti (Skewness = 5,1623) je vétSi nez nula. Vyskytuji se vSak 1 extrémné
vysoké hodnoty a to zptisobuje velkou variabilitu pojistnych plnéni, coz ndm ukazuje hodnota

varia¢niho koeficientu (Coeff. of variation = 195,509%).

Jako vhodny model vySky pojistnych plnéni z pravostranné zeSikmenych rozdéleni byly

vybrany tyto tii rozdéleni pravdépodobnosti: lognormdlni, gama a Paretovo rozdéleni.
6.4.1 Lognormalni rozdéleni

Pomoci procedury Distribution fitting (testy dobré shody) byl nejdfive ovéten
pfedpoklad, zda vySky pojistnych plnéni maji lognormalni rozdéleni s maximalné

vérohodnym odhadem parametrti x, 0. Vysledky odhadd parametrii uvadi tabulka 12.

Tabulka 12: Odhady parametri pro lognormalni rozdéleni (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Lognormal

mean = 2382,01

standard deviation = 7147,91

Log scale: mean u=6,62417

Log scale: std. dev. o* = 1,51758
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Histogram for x
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Obrazek 11: Histogram Cetnosti a hustota lognormalniho rozdéleni vysky skod (Zdroj:vystup

STATGRAPHICS)

Quantile-Quantile Plot
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Obrazek 12: Quantile-Quantile Plot (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Pomoci Kolmogorova-Smirnova testu a y° -testu byla na hladiné vyznamnosti o = 0,05
oveéfena hypotéza, zda vysSky pojistnych plnéni maji lognormalni rozd€leni. Vysledek testu

znazornuji tabulky 13 a 14.

53



Tabulka 13: Kolmogorov-Smirnov Testu (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Lognormal
DPLUS 0,0520834
DMINUS 0,0867263
DN 0,0867263
P-Value 0,329632

Tabulka 14: Vysledky Chi-Squared test (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Lower Upper Observed Expected Chi-Squared
Limit Limit Frequency Frequency
at or below 3000,0 101 98,26 0,08
3000,0 6000,0 9 11,46 0,53
6000,0 9000,0 7 4,16 1,94
9000,0 12000,0 1 2,04 0,53
above 12000,0 2 4,09 1,07

Chi-Squared = 4,13625 with 2 d.f. P-Value = 0,126423

Hodnota P-Value je u obou testll vétsi nez zvolena hladina vyznamnosti a lze tedy piijat
ptedpoklad, ze vySky pojistnych plnéni maji lognormalni rozdé¢leni, nebo Ze lognormalni

rozdéleni je jejich vhodnym pravdépodobnostnim modelem.

Postup testi dobré shody v systtmu STATGRAPHICS Centurion XV znazoriiuje
obrazek 13.
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Obrazek 13: Ukazka vypo¢tu v systému Statgraphics pro lognormalni rozdéleni (Zdroj: vlastni)

6.4.2 Gama rozdéleni

Pomoci stejné procedury a stejnym postupem byl ovéfen piedpoklad, zda vySky

parametrll «, . Vypocet je zobrazen na obrazku 14:
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Obrazek 14: Ukazka vypoctu v systému Statgraphics pro gama rozdéleni (Zdroj: vlastni)

Vysledky odhadu parametrti jsou uvedeny v tabulce 15.

Tabulka 15: Odhad parametri gama rozdéleni (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Gamma

shape = 0,622724

scale = 0,000308235

Grafické znazornéni pomoci histogramu a grafu Quantile-Quantile poskytuji obrazky 15 a 16.
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Obrazek 15:Histogram (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)
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Obrazek 16:Quantile-Quantile Plot (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Pomoci Kolmogorova-Smirnova testu a y°-testu byla na hlading vyznamnosti a = 0,05
ovéfena hypotéza, zda vySky pojistnych plnéni maji gama rozdéleni. Vysledek testu

znazornuji tabulky 16 a 17.
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Tabulka 16: Kolmogorov-Smirnov test (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Gamma
DPLUS 0,139438
DMINUS 0,0502106
DN 0,139438
P-Value 0,0188136

Tabulka 17: Chi-Squared test (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Lower Upper Observed  |Expected Chi-
Limit Limit Frequency |Frequency Squared
at or below 2000,0 94 79,51 2,64
2000,0 4000,0 10 21,83 6,41
4000,0 6000,0 6 9,61 1,35
6000,0 8000,0 4 4,55 0,07
8000,0 10000,0 3 2,23 0,27
above 10000,0 3 2,28 0,23

Chi-Squared = 10,973 with 3 d.f. P-Value =0,0118721

Hodnota P-Value u obou testl je nizs§i nez hladina vyznamnosti, tedy dochazi k zamitnuti
nulové hypotézy, ze vysky pojistnych plnéni maji gama rozdéleni. Gama rozdé€leni jako

model vysky pojistnych plnéni neni vhodny.
6.4.3 Paretovo rozdéleni

Analogickym postupem byl ovéfen posledni predpoklad, zda vySky pojistnych plnéni
maji Paretovo rozdéleni s maximalné vérohodnym odhadem parametrii «, A . Postup vypoctu

znazornuje obrazek 17.
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Obrazek 17: Ukazka vypoctu v systému Statgraphics pro Paretovo rozdéleni (Zdroj: vlastni)

Vysledky odhadu parametri uvadi tabulka 18.

Tabulka 18: Odhad parametri (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)
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brazek 18: Histogram (Zdroj: vlastni)
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Vizuélni posouzeni shody histogramu a hustoty pfedpokladaného Paretova rozdéleni
umozituje obrazek 18. Pomoci Kolmogorova-Smirnova testu a y°-testu byla na hlading
vyznamnosti o = 0,05 ovéfena hypotéza, zda vySky pojistnych plnéni maji Paretovo

rozdeleni. Vysledek testu znazoriuje nasledujici tabulky 19 a 20:

Tabulka 19: Kolmogorov-Smirnov test (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Pareto (2-Parameter)
DPLUS 0,213195
DMINUS 0,396166
DN 0,396166
P-Value 0,0

Tabulka 20: Chi-Squared test (Zdroj:vystup STATGRAPHICS)

Lower Upper Observed Expected Chi-Squared
Limit Limit Frequency Frequency
at or below 2000,0 94 83,01 1,46
2000,0 4000,0 10 4,36 7,29
4000,0 6000,0 6 2,31 5,90
6000,0 10000,0 7 2,68 6,98
10000,0 16000,0 1 2,25 0,70
above [16000,0 2 24,39 20,55

Chi-Squared = 42,8732 with 3 d.f. P-Value = 2,61835E-9

Hodnota P-Value je u obou testt nizsi nez hladina vyznamnosti, tedy dochazi k zamitnuti
nulové hypotézy, ze vysSky pojistnych plnéni maji Paretovo rozdé€leni. Z toho vyplyva, ze

Paretovo rozdéleni jako model vysky pojistnych plnéni neni vhodny.
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6.4.4 Srovnani vysledku ziskanych v systému Statgraphics Centurion XV

Hodnoty P-Value testi dobré shody, kde pomoci systému Statgraphics Centurion XV byl

proveden Kolmogorov-Smirnov test a y? - test znazorfiuje tabulka 21:

Tabulka 21: Hodnoty P-Value (Zdroj: vlastni)

Chi-Square Kolmogorov- Nulova
Smirnov hypotéza
Lognormalni rozdéleni 0,12642 0,32963 prijima se
Gama rozdéleni 0,01187 0,01881 zamita se
Paretovo rozdéleni 2,61835E-9 0,00000 zamita se

Z téchto vysledkti vyplyva, ze vhodnym modelem vysky pojistnych plnéni je pouze

lognormalni rozdéleni.

Vvysledky, které byly ziskany pomoci programu Excel a syst¢tmu STATGRAPHICS

Centurion XV jsou porovnany v nasledujici kapitole.
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6.5 Porovnani vysledku ziskanych pomoci programu Excel

a systemu Statgraphics Centurion XV

Tato kapitola se zabyva porovnanim vysledkt, které byly ziskany z piredchozich vypocti
pomoci jiz zminovanych programl. Pro piehlednost byly tyto vysledky uvedeny do

nasledujici tabulky.

Tabulka 22: Porovnani vysledki programu Excel a systému Statgraphics (Zdroj: vlastni)

Program Excel Systém Statgraphics

Lognormalni rozdéleni vhodné vhodné
Gama rozdéleni nevhodné nevhodné

Paretovo rozdéleni vhodné nevhodné

Na zaklad¢ odhadu parametrii rozdéleni a ovéfeni vhodnosti dan¢ho rozdéleni byla
provedena aproximace kolektivniho modelu rizika. Vysledky v programu Excel jsou takové,
ze vhodnym modelem vysky pojistnych plnéni je lognormalni a Paretovo rozdéleni.
V porovnani s vysledkem systému STATGRAPHICS Centurion XV je vhodnym modelem

pouze lognormalni rozdéleni. Rozdilnost vysledkli ma toto odlivodnéni:

e Pro lognormalni rozdéleni se odhady parametrii a pfijmuti vhodnosti rozdéleni
pro model vySky pojistnych plnéni shoduji. Pro odhady parametrii byla
v programu Excel zvolena jak metoda momentd, tak i metoda maximalni
vérohodnosti. Pro Kolmogorov-Smirnov test byly pouzity pouze odhady
ziskané metodou maximalni vérohodnosti, kterou pouzivd 1 systém
STATGRAPHICS Centurion XV. Na zakladé toho jsou vysledky obou
programu stejné. Pro ukazku bylo v systému STATGRAPHICS Centurion XV

pouzit i dalsi test shody, a to y°- test. Tento test ma znanou vypodetni

pracnost, ztoho divodu nebyl proveden v programu Excel. | tento test
potrvrdil, Ze lognormalni rozdéleni je vhodnym modelem vySky pojistnych

plnéni.

e Pro gama rozdéleni se vysledky odhadu parametri 1isi. Jak je jiz znamo,

odhady ziskané metodou momentli nejsou tak vydatné jako odhady ziskané
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metodou maximalni v€rohodnosti. V programu Excel je aplikovana pouze
metoda momentl, protoze metoda maximalni veérohodnosti ma velkou
vypocetni pracnost. Proto byl odhad parametrii touto metodou proveden
v systtmu STATGRAPHICS Centurion XV. To je pfi¢inou rozdilnosti
vysledkii odhadu parametrd. Na zékladé¢ toho jsou pouzity jiné hodnoty
parametril v nasledném ovéteni vhodnosti rozdéleni. V obou programech je
vSak gama rozdéleni zamitnuto, proto neni vhodnym modelem vysky

pojistnych plnéni. V kone¢ném vysledku se oba programy shoduji.

e U Paretova rozdéleni se ziskané vysledky také lisi. V programu Excel byla
provedena metoda momentii i metoda maximalni vérohodnosti pro odhad
parametr. Pro Kolmogorov-Smirnov test byly pouZity pouze odhady metodou
momentd a tento test potvrdil nulovou hypotézu, ze Paretovo rozdé€leni je
vhodnym modelem vysky pojistnych plnéni. Na zékladé tohoto vysledku byla
v programu Excel provedena aproximace kolektivntho modelu rizika.
V systtmu STATGRAPHICS Centurion XV, ktery je zalozen na metodé¢
maximalni vérohodnosti, vysledky testd dobré shody vedly K piijmuti
alternativni hypotézy, ze Paretovo rozdéleni neni vhodnym modelem vysky
pojistnych plnéni. Opét se ukazuje, Ze pouZitim metody momentl ¢i metody
maximalni vérohodnosti se ziskaji takové odhady, které mohou vést

k odlisnym vysledktim.

Na zaladé dosazenych vysledkid testi dobré shody byla aplikovana v programu Excel
aproximace kolektivniho modelu rizika normalnim a posunutym gama rozdélenim pro
lognormalni a Paretovo rozdéleni vysi individudlnich poistnych plnéni. Prakticka ukazka

aproximace je popsana v kapitole 6.
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7. Prakticka ukazka aproximace kolektivhiho modelu rizika

v programu Excel

V prostfedi programu Excel byla provedena aproximace kolektivniho modelu rizika
normalnim rozdélenim a posunutym gama rozdéleni. Tato aproximace se v praxi castO
pouziva na uréeni tzv. rizikové ptirazky @ K Cistému pojistnému, kterym se rozumi stfedni

hodnota E(S) kolektivniho rizika.

V této kapitole je popsan postup aproximace kolektivniho modelu rizika S, kdy pojistné
plnéni X; mé bud’ lognormalni ¢i Paretovo rozdé€leni a nasledné vypocitana rizikova prirdazka.
Rizikova pfirdzka predstavuje konstantu, ktera zaruCuje, ze piijem z pojistného se rovna

hodnoté zvoleného kvantilu (napt. 95. percentil S gs) rozdéleni celkového pojistného plnéni S.

V ptipadé kdy primérné pojistné plnéni E(S) je tzv. Cisté (netto) pojistné, pozaduje se,

aby se rizikové pojistné
RP = (1+0)E(S)
rovnalo 95. percentilu Sp g5 rozdéleni S. Toto vyjadiuje zapis [12]:

P(S < Spes )= P(S < (1+6)E(S)) =095

Pro rizikovou piirazku 6 dostavame vyjadieni

Pfi normalni aproximaci rozdéleni kolektivniho rizika S dostaneme tento vztah pro

rizikovou piirazku 6 [12]:

0 z,0(S)
E(S)

kde zp9s je 95 percentil (obecné z, kvantil) normovaného normalniho rozdéleni.

a o(S) =,/D(S) .
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Uvazujeme ptipad, kdy celkové pojistné plnéni S ma slozené Poissonovo rozdé€leni
pravdépodobnosti, pfiCemz pojistné plnéni X; maji lognormalni rozdé€leni pravdépodobnosti

s parametry, kterych odhad :

1 = 6,82768
o’ =1,56664

Vypocitali se charakteristiky E(S), D(S) a y1 celkového pojistného plnéni S, za

predpokladu, ze pro parametr Poissonova rozdeleni A* plati A* = 1000.

Pro poc¢éate¢ni momenty lognormalniho rozdéleni plati vztah:

2
kp+k? 2

E(x*)=e "

Na zékladé tohoto vztahu byly vypocitany prvni tfi pocate¢ni momenty:

Tabulka 23: za¢ateéni momenty (Zdroj: vlastni)

1 7,611 2 020,292
2 16,789 19 552 940,142
3 27,533 906 554 660 446,952

Dale byly vypocitany zakladni charakteristiky celkového pojistného plnéni S postupem,
uvedenym v kapitole 3.3.

Tabulka 24: Zakladni charakteristiky S (Zdroj: vlastni)

E(S) 2 020 291,66667
D(S) 19 682 951 584,71930
p3 (s) 343 762 075 166 119,00000
O] 0,12449
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a) Aproximace kolektivniho modelu rizika normdlnim rozdélenim

Tabulka 25: aproximace normalnim rozdélenim a urceni rizikové prirazky (Zdroj: vlastni)

0,90 2 199 493,36484 0,08870
0,95 2 250 294,55623 0,11385
0,98 2307 471,13124 0,14215
0,99 2 345 589,14262 0,16102

Hodnoty S,y ve druhém sloupci byly vypocitany pomoci funkce NORMINV. Pro tuto

funkci jsou zapotiebi tyto tii hodnoty: pravdépodobnost p, stfedni hodnota E(S) a rozptyl
D(S); které byly ziskany v pfedchozich vypoctech. Hodnota S;, je vyjadiena pro

90.,95.,98. a 99. percentil. Posledni sloupec ptedstavuje urceni rizikové ptirazky.

b) Aproximace kolektivniho modelu rizika posunutym gama rozdélenim

Nejdiiv byly vypocteny parametry a, 3, k. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 26.

Tabulka 26: Hodnoty parametri o, B, k (Zdroj: vlastni)

@ 258,11589
B 0,00011
k -233 700,91177

Nasledné byla provedena aproximace posunutym gama rozdélenim a urceni rizikové

prirazky. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 27:

Tabulka 27: Aproximace posunutym gama rozdéleni a urceni rizikové p¥irazky (Zdroj: vlastni)

0,90 1026881,28383 2203721,39735 0,09079
0,95 1085861,35268 2262701,46620 0,11999
0,98 1154838,18439 2331678,29791 0,15413
0,99 1202367,53746 2379207,65098 0,17766
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Druhy sloupec piedstavuje hodnotu kvantilu, ktera byla vypocftena pomoci funkce
GAMAINV. Pro tuto funkci jsou zapotiebi tyto tfi hodnoty: pravdépodobnost p, a a B, které

byly ziskany v ptedchozich vypoctech. Posledni sloupec obsahuje hodnoty rizikové ptirazky.

Vysledky rizikovych ptirazek se 1iSi, je to zplisobeno horSi aproximaci rozdéleni

S normalnim rozdélenim jako pfi aproximaci posunutym gama rozdélenim.

Tabulka 28: Srovnani rizikovych pFirazek jednotlivych rozdéleni (Zdroj: vlastni)

0,08870 0,09079
0,11385 0,11999
0,14215 0,15413
0,16102 0,17766

Dale uvazujeme ptipad, kdy celkové pojistné plnéni S ma sloZené Poissonovo rozdeéleni
pravdépodobnosti, pficemz pojistné plnéni X; maji Paretovo rozdéleni pravdeépodobnosti
s parametry:

a=2,70862

A=3451,91073
Vypocitali se charakteristiky E(S) a D(S) celkového pojistného plnéni S, pokud platilo

pro parametr Poissonova rozdéleni A* = 1000.

Pro zacatecni momenty m; a m,plati tyto vztahy:

m_/l
Yoa-1

m, = D(X)+m?

aX

(-1 (e-2)

kde D(X) = . Potom dostavame D(X) = 7 834 109,24809, odkud

m; =2 020,29167

my =11 915 687,66649
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Dale byly vypocitany zakladni charakteristiky celkového pojistného plnéni S postupem,

popsanym v kapitole 3.3.

Tabulka 29: Zakladni charakteristiky S

E(S)

D(S)

11 915 687 666,48860

2 020 291,66667

a) Aproximace kolektivniho modelu rizika normalnim rozdélenim

0,9 2160184,556 0,06924391
0,95 2199842,247 0,08887359
0,98 2244476,848 0,11096674
0,99 2274233,478 0,12569562

Ptitom byl pouZit stejny postup jako v piedchozim ptipadé.

b) Aproximace kolektivniho modelu rizika posunutym gama rozdélenim

Z dtiivodu, Ze a < 3, nemohl byt vypocitan tfeti moment a tim nebyla mozna aproximace

posunutym gama rozdélenim
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8. ZAVER

Cilem této diplomové prace bylo definovat kolektivni model rizika, vysvétlit jeho
vyznam, popsat teoreticky zdklad aproximace kolektivniho modelu rizika se zamétenim na
aproximaci normalnim rozdélenim a posunutym gama rozdélenim a v praktickych ukéazkach
aplikovat dané postupy v prostfedi programu Microsoft Excel a syst¢tmu STATGRAPHICS
Centurion XV.

V tvodni ¢asti prace byly vymezeny zakladni pojmy, pfedevsim pojem riziko a nezivotni
pojisténi. Dalsi Cast prace byla vénovéna kolektivnimu modelu rizika, jeho definice, rozdéleni
a charakteristiky. Pak byla popsédna aproximace kolektivniho modelu rizika. Nejvétsi
pozornost byla zaméfena na aproximaci normdlnim rozdélenim a posunutym gama

rozdélenim. V préci jsou vSak uvedeny i dal$i moznosti aproximace.

Na zékladé¢ teoretickych poznatkli byly provedeny dané postupy v praktickych ukazkéch.
Nejdiive bylo zapotiebi odhadnout parametry pifedpokladaného rozdé€leni individudlnich
pojistnych plnéni, kterymi bylo lognormalni, gama a Paretovo rozdé¢leni. K t¢émto odhadim
byl pouzit program Microsoft Excel i systtm STATGRAPHICS Centurion XV. V programu
Excel byly provedeny dvé metody odhadi, a to metoda maximalni vérohodnosti u
lognormalniho a Paretova rozdéleni a metoda momentii u vSech rozdéleni. Na zakladé téchto
odhadli nasledovalo ovéfeni vhodnosti daného rozdéleni pomoci testd dobré shody.
V programu Excel byl pouzit pouze Kolmogoroviv-Smirnovuv test. Pro vypocetni pracnost
téchto odhadil k ovéfeni dobré shody byl pouzit systém Statgraphics. Tento systém je zalozen
pouze na maximalné vérohodném odhadu parametrii a to byl diivod, pro¢ se vysledky

z programu Excel a STATGRAPHICS lisi.

V programu Microsoft Excel byli pro ovéfeni vhodnosti pfedpokladaného rozdéleni
pouzity Kolmogorov-Smirnov test a Pearsontiv y -test. Na zakladé téchto testll byla pfijata
hypotéza, Ze jako vhodny model individualnich pojistnych plnéni muze byt pfijato
lognormalni rozdéleni a Paretovo rozdéleni. Pomoci systému STATGRAPHICS Centurion
XV bylo jako vhodny model pojistnych plnéni piijato pouze lognormalni rozdéleni. Pfi¢inou
odli$nosti téchto vysledki je to, Ze u Paterova rozd¢leni byla pro odhad parametr v programu
Excel pouzita metoda momenti a v systtmu STATGRAPHICS Centurion XV metoda

maximalni vérohodnosti.
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Po téchto krocich nésledovala samotna aproximace kolektivniho modelu rizika a urceni

rizikové prirazky v programu Excel.

Ziskané vysledky pak slouzi k posouzeni rizik, které na sebe pojistovna piebird od vSech
pojisténych. K jejich posouzeni musi pojistovna piistupovat velmi zodpoveédné, protoze jde
0 velmi naro¢ny problém, od kterého feSeni se vyviji stanoveni pojistného a tim i zajistného.

Hlavnim pfinosem diplomové prace je teoreticky postup aproximace kolektivniho
modelu rizika i praktické ukdzky jeho aplikace pomoci vhodnych programu. V pfislusnych

kapitolach jsou vypoctové tabulky téchto programt uvedeny pouze ve zkracené verzi.

Z divodu velkého objemu dat jsou vypoctové tabulky uvedeny v ptiloze.
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PRILOHY

CD - vypocetni postup v programu Excel
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