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Abstract: The paper deals with the problem of optimal workshift scheduling in the 2-turn case
(12 hours day turn — night turn) or 3-turn case (8 hours morning turn — afternoon turn — night
turn). It is supposed that 4 teams are scheduled in four weeks i.e. 28 days. Several practical
constraints and objectives are treated.
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1. Uvod
V bé&Zném Zivote se slovo sména pouZiva ve dvou smyslech:
skupina pracovnika, ktefi spolecné nastupuji do prace a spolecné ji kongi,

Casovy interval, v némz takovao skupina pracuje, napi. 6:00-18:00 denni sména,
18:00-6:00 no¢ni smeéna, nebo 6:00-14:00 ranni smena, 14:00-22:00 odpoledni sména,
22:00-6:00 noc¢ni smeéna.

Abychom se vyhnuli moZznym nejasnostem, budeme toto slovo pouzivat jen v prvnim
smyslu a uvedené ¢asoveé intervaly budeme nazyvat sluzba.

Ve verginych sluzbéch miZe jit o rizné pohotovosti (v dopravé, zdravotnictvi, pozarni
ochrang), o strézni sluzbu apod. V podnicich se stouto problematikou setkavame tam kde je
nepretrzita vyroba nebo pohotovostni sluzba.

Budeme piedpokladat, Ze smény se stridaji v ¢innosti nepietrzité, tzn. Ze v tydnu musi
obsadit 14 dvanéctihodinovych nebo 21 osmihodinovych sluzeb. Déle je ziejmé, Ze 168 hodin
sedmidenniho tydne je v takovém pripadé dobré obsazovat ¢tyimi sménami A, B, C, D,
v dlouhodobém praméru tak na jednu sménu vyjde 42 pracovnich hodin za tyden. Ty se pak
mohou proplécet jako 40 hodin béZného pracovniho ¢asu a 2 hodiny prestasi.

Ani ¢isdlo 14, ani 21 nejsou délitelné ¢islem 4. Ztoho vyplyva, Ze ani u
dvanactihodinovych, ani u osmihodinovych sluzeb neni mozné dosahnout, aby v jednom
tydnu kazda sména méla stejny pocet sluzeb. Tyden je proto piilis kratka doba na to, abychom
vramci tydenniho rozvrhu sluzeb zatiZili vSechny smény A-D stejné. Napiiklad u
osmihodinovych sluZeb je jasné, Ze bude nutné tvorit az 4-tydenni rozvrhy, protoze 4~ 21 =
84 je nejmensi nasobek ¢isla 21, ktery je délitelny ¢tyrmi.

Pokud bychom za jedinou vlastnost ,spravedlivého* rozvrhu povazovali stejny pocet
sluzeb pro kazdou sménu, u 12-hodinovych sluzeb a toho mozné dosahnout uz u dvou tydni,
které obsahuji 28 smen. Jenze tam bychom nemohli zgjistit, aby kazda sména me¢la presné
stejnou konfiguraci sluzeb a mohly by vzniknout projevy nespokojenosti stim, Ze vSichni
nemaji stejné podminky. Proto i u dvanactihodinovych sluzeb bude potiebné rozvrhovat az 4-
tydenni celky.

Dluzno podotknout, Ze spravedlivost rozvrhu nespociva jen ve stejném poctu smeén, ae i
v jgjich poloze. Neni to pritom jediny poZadavek, ktery nutno piti jeho tvorbé brét v avahu.
Objevuji se je&te dalsi, napriklad dostatecna doba na odpocinek, ,,rozumné* volno o vikendu,
ne piiliS dlouhd doba volna vcelku (maZe zpuasobit problémy pii predavani sluzby,
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odevzdavajici musi upozornit prebirgjiciho na pfilis mnoho zmén a dalSich dulezitych
skutec¢nosti, které nastaly od ukoncéeni jeho posledni sluzby).

2. Matematicky model

Matematicky Ize vidét podobnost problému optimalniho rozvrhovani smén
srozmistovanim skoro pravidelnych mnohouhelniki na kruznicich, jak je pojednavano
v ¢lanku [1], dale v knize [2] - ¢&st 532 a 533 — a ¢astecné v knize [3] — ¢ast 13.2.7. Muzeme
S predstavit kruznici a na ni pravidelné rozmisténo bud’ 56 bodu, predstavujicich 56 12-
hodinovych sluzeb, nebo 84 predstavujici 8-hodinové sluzby. Tyto body — vrcholy
pravidelného 56- resp. 84-Uhelnika je nutno pokryt ¢tyifmi mnohouhelniky o ¢tvrting vech
bodti, predstavujicimi sluzby &tyi smén. Zel, prozatim se ukazuje, Ze metody, popsané v
citovanych pramenech, nevedou pii feSeni naSeho problému k uspokojivym vysledkim a
nutno je fesit jinak.

K popisu vysledného rozvrhu miZzeme vyuZit dvé moznosti. Prvni z nich, ozna¢me jgj
zpusob (P), predstavuje posloupnost smen, tak, jak po sob¢ prebiraji sluzbu — napiiklad

R=11TABi C,Di ABi C,DiABiiCDiABiiCDiABI CDiABICDiiTABI CDii (P)

Tato posloupnost piedstavuje stiidani 12-hodinovych smeén béhem dvou tydnu, kde ¢arka
oddéluje denni sluzbu (vlevo od ni) od no¢ni (vpravo), jednoduché lomitko oddéluje dny

stejného typu (pracovni od pracovnich, vikendové od vikendovych), kdezto dvojité oddéluje
dny rizného typu .

Druhou moznosti je zpasob, jenZ oznatime (M). Je to vyjadieni rozvrhu pomoci matice o
¢tyrech fédcich, kazdy pro jednu sménu — pro nés priklad je to
aéOOO1000100010001000100010000
_(;O 1'0 O'O 1'0 O'O 1|0 O'O 110 O'O 1'0 O'O 1'0 0|0 1'0 0|+
% 0:1 O:O O:l O:O 0/1 O:O 0|1 O:O O:l O:O 0:1 0|0 O:l o
0/0 110 0/0 1/0 0/0 110 0/0 110 0/0 110 010 1|0 0!0 1|4

(M)

Zde dvojice sloupci predstavuje jeden den, z toho levy denni sluzbu na kterou se ten den
nastupuje a pravy nocni. Cérkované jsou oddéleny dny stejného typu, plnou &arou dny
razného typu. Jedni¢cka znamena, Ze prislusnd smeéna obsazuje tu sluzbu, nula Ze nikoli.
Napiiklad jednicka v tietim radku a sedmém sloupci znamena, Ze sména C mav prvni ¢tvrtek
denni sluzbu.

Pro praktika je zpisob (P) daeko prehlednéjSi nez (M). Hned na ném vidi zakladni
vlastnosti, napt. kolik ma ktera sména sluzeb a jakych, jak mé obsazeny vikendy, jaké ma
intervaly mezi po sob¢ nasledujicimi sménami apod. M&|i viak pocita¢ kvantifikovat stupen
splnéni jednotlivych pozadavkn piimo na zapisu typu (P), bude muset pouzit i fadu logickych
operaci typu if-then, or apod., kdezto u typu (M) se mnohé podminky daji ovérit operacemi
vektorové algebry, anebo jinymi operacemi, béZnymi pro tabulkové procesory (MS Excel
apod.). Napiiklad:

poc¢et vSech sluzeb dané smény dostaneme, kdyZz jeji radkovy vektor skalarné
vynasobime vektorem ze samych jedni¢ek, napt. pro 2-sménné sluzby béhem jednoho
tydne

(10010001000100)(11111111111111)=4

pocet no¢nich sluzeb dané smeény dostaneme skaldrnim vynésobenim jejiho fadkoveého
vektoru vektorem, kde na lichych mistech jsou nuly a na sudych jednicky:
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(10010001000100.(01010101010101)=3

pocet vikendovych sluzeb zase dostaneme vynasobenim vektorem, ktery mé jednicky
v mistech vikendovych sluzeb

(10010001000100.00000000001111=1

nejveétsi interval mezi sluzbami jedné smény dostaneme, kdyZ z radkového vektoru
matice vytvorime vektor indext sloZzek, kde ma jedni¢ky a potom vypocéteme rozdily
sousednich slozek, pricemz za nasledujici slozku po posledni sloZce povazujeme prvni
slozku zvétSenou o celkovy pocet sluZeb, na které se sestavuje rozvrh.

Muzeme tedy piedpokléadat, Ze pro kazdy rozvrh R a kazdé kritérium K, i = 1, ..., n méme
danou hodnotu fi(R) vyjadiujici miru nesplnéni kritéria K; rozvrhem R. Rovnéz
piedpokladame, Ze zadavatel optimalizatni Ulohy stanovi vahové koeficienty w; pro kazdé
kritérium K;. Potom naSi optimaliza¢ni Glohu mazeme formulovat takto:

Najit rozvrh sluzeb R takovy, ktery minimalizuje hodnotu funkce

f(R) = wafy(R) + ... + wifn(R)

Dluzno poznamenat, Zze nékdy se v praxi formuluje omezeni f(R) £ by, kde by je dana
konstanta. Potom ve funkci f(R) miZeme funkci fy(R) nahradit funkci

9(R) = max{0; f(R) — b}

a koeficient wy ve s¢itanci wigk(R) zvolit tak velky, aby se do optimalniho reSeni nemohl
dogtat rozvrh R, pro ktery by platilo g«(R) > 0, tj. fy(R) > by
3. Metody optimalizace

Mame-li napiiklad 56 sluzeb pro 4 smeny, je vdech moznych rozvrha

2002801 3004107

G0 aag

coz signalizuje, Ze prohlédnuti a posouzeni vSech variant je naprosto neredlné. Autori
pochybuji i o tom, Ze by se dala pouzit n¢jaka exaktné optimalni metoda na baze
backtrackingu nebo vétveni a hranic.

Proto je potiebné najit nékterou vhodnou heuristiku. V Gvahu pripada néktera z metod
postupného zlepSovani vychoziho feSeni, za néjZz se miZe vzit absolutné pravidelné stridani
Ctyf smén, a’ se jedna o 56 smén 12-hodinovych nebo 84 smén 8-hodinovych. Za
matematicky ,sousedni“ rozvrh R¢ k rozvrhu R povaZzujeme ten, ktery vznikne zaménou
obsazeni nékteré dvojice sousednich sluzeb. Metoda je potom takovéto:

1° krok (inicializacni): Vytvoiime vychozi rozvrh R a ur¢ime v ném hodnotu Ucelove
funkce f(R).

2° krok (rekurzivni): K rozvrhu R vyhledame vSechny sousedni rozvrhy a vybereme z nich
ten rozvrh RG ktery ma nejmensi hodnotu f(R9. Pokud plati f(R9 3 f(R) povaZzujeme R za
vysledek reSeni. Pokud f(R9 < f(R), zménime oznateni R¢na R a pro tento novy rozvrh R
zopakujeme rekurzivni krok 2°.

4. Rozvrhovani 12-hodinovych suzeb

Jako vychozi zde muze slouzit absolutné pravidelné stridani smén béhem dvou tydna
(béhem ¢tyi tydni by se konfigurace opakovala) — tuto variantu si oznacime R1:

T7TABI C,Di ABi C,Di ABii C,Di ABiT C,Di ABi C,Di ABi C,DiTABi CDi1
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Toto stiidani zgjist'uje dostatecny odpocinek, dosahuje absolutniho minimai maxima délky
volna v délce 36 hodin a rovnéz spliiuje poZzadavek stejného poctu 7 sluzeb pro kazdou
sménu. Sogatnimi poZadavky je to horsi — smény A a C maji jen denni, B a D jen no¢ni
sluzbu, kazda sména ma ,pokazeny” kazdy vikend. Pokud dédme pomérné vysoky vahovy
koeficient pro kritérium stejného poctu dennich a no¢nich smén (tzn. bychom chtéli odstranit
jen prvni z téchto nedostatkii), da ndm metoda vysledek, v némz je zména poradi od tietiho
pondélka (uvadime uz kompletni 4 tydny) — tuto variantu oznac¢ime R2:

TTABIC,DiABiC,DiABiiCDiABITCDiABICDiABICDiTABICDii
11B,Ai D,Ci B,Ai D,Ci B,Ai'i D,Ci B,Ai'i D,Ci B,AI D,Ci B,AI D,Ci i B,AI D,Ci'i
Zde uz kazda sména ma béhem ¢ty tydna v pondéli jednu denni a jednu noc¢ni sluzbu,

podobng v Gtery, stiedu atd. aZ nedéli. Minimélni volno klesne jednou za 4 tydny na 24 hodin
amaximalni stoupne zase jednou za 4 tydny na 48 hodin, coZ oboji je (snad) akceptovatelné.

Chceme-li navic dosahnout, aby kazda sména méla volny jeden nebo dva vikendy, je
moZnost takového feSeni zavisla natom, jaké miniméni a maximéni volno pripustime, neboli
jak velky véhovy koeficient pro kritérium rozdila mezi délkami volna zvolime. . Pokud je tak
maly, Ze ,ptiliS nevadi* 12 a 84 hodin, staci nam udélat zménu denni na no¢ni ve stiedu a o
vikendech nechat slouZit vZdy jen jednu dvojici smén — tuto variantu oznatime R3:

TTABI C,Di ABi C,Di ABiiABiABiiCDiABID,CiBAID,CiiD,CiD,Cii

17B,AT D,Ci ABi C,Di B,Ai'i B,Ai B,AI'i D,Ci B,AI C,Di ABI C,Dii C,Di C,Dii

Jenze obé ty hodnoty, 12 i 84, mohou byt nepiijatelné. Pokud by se tomuto kritériu zvysil
vahovy koeficient a naopak sniZil koeficient pro volné vikendy, da se dospét k ieSeni R4, kde
kazda smeéna ma jen jeden vikend cely volny:

TTABIC,Di ABi C,DiABiiC,DiACiT1B,DiACiB,DIACIBDiTACIBAIT

17D,Ci B,AI D,Ci B,Ai D,CiiB,Ai D,Bii C,Ai D,Bi C,Ai D,Bi CAIi D,Bi C,Dii

V ném je minimalni volno 24 h a maximalni 48 h, podobn¢ jako u R2. Pritom ma navic

kazda sména jeden volny vikend, ato na Ukor toho, Ze jiny jeden vikend slouzi v sobotu denni
a z nedéle na pondéli no¢ni.

5. Rozvrhovani 8-hodinovych suzeb

Postup hledani riznych variant rozvrhu bude podobny, jako u 12-hodinovych sluzeb.

Jako vychozi zde mize slouzit absolutné pravidelna varianta W1 (uvadéna bez cérek
abychom u&etiili misto:

17 ABCi DABI CDAi BCDi ABCi i DABiI CDAI i BCDi ABCi DABi CDAI BCDi i ABCi DAB
-

17 CDAI BCD1 ABCi DABiI CDAI i BCDi ABCi i DABT CDAI BCDi ABCi DABI i CDAI BCD
-

Zde, zcela pochopitelng, kazda sména ma stejny pocet 7 rannich, odpolednich i no¢nich
sluzeb a minimalni i maximalni doba odpocinku je 24 h. Nevyhodou je, Ze kazda sména
slouzi kazdy vikend, pri¢emz kazdy druhy vikend dokonce oba dny. Dale se zde povaZzuje za

nevyhodu to, Ze ani dva dny za sebou nemaji stejny typ sluzby. Z tohoto pohledu se vhodnym
kompromisem jevi varianta W2:

17T ABCi ABCi DBCi DACI DABI T DACT DACI i BDAT BDAI CDAI CBAI CBD1 1 CBAI CBA
ii
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17 DCBi DCBi ACBi ADBi ADCi i ADBT ADBI T
CADi CAD1 BADiT BCD1 BCAI i BCDi BCDi i

V ni kaZzda sména ma stejny pocet 7 rannich, odpolednich a no¢nich sluzeb, kazda sména
dohromady 14 dni ma stejnou sluzbu jako den piedtim, 7 dntt ma jinou a 7 dni mé volnych,
z toho 2 vikendové vcelku, dva pracovni vcelku a 3 pracovni jednotlivé. Miniméni interval
mezi sluzbami je 16 hodin a maximalni 48 h.

V konkurenci varianty W2 sotva obstoji ob¢as v praxi pouzivana varianta Wa3:

17 DBCi ABCi ABCi ABCi ADCi i ADBi ADBI T
CDAI BDAI BDAI BDAI BCAI i BCDi BCDi i

17T ACBi DCBi DCBi DCBi DABI i DACi DACI i
BADi CADi CADi CAD1 CBDi'i CBAI CBAT i

| zde kazda sména mé stejny pocet 7 rannich, odpolednich a no¢nich sluzeb, kazda sména
ma dokonce 16 dnia stejnou sluzbu jako den predtim, 5 dni mé jinou a 7 dni ma volnych,
z toho 3 pracovni vcelku, dva vikendové vcelku a dva pracovni jednotlivé — tedy z téchto
dvou hledisek je lepsi, jako W2, sniz ma stejny minimani odpocinek 16 h, ale dojem kazi
maximélni odpocinek 96 h, ktery pti béZnych volbach vahovych koeficienti heuristika
zamita
6. Rozvrhovani 8-hodinovych duzeb se , &abni duzbou*

Zdanlivé nevyznamny rozdil oproti minulé Uloze je v tom, Ze jednu sluzbu tydné (napr.
ranni v nedéli) neobsazuje Zadné ze smén A-D, ale , &tab" — napi. velitel méstskych stréznik
+ jeho zastupce + z&stupce starosty mésta, nebo zvl&stni smeéna podnikovych manazeri,
Urednikd nebo Udrzbéra. Motivem muaZe byt napi. to, aby pracovnici ze smén neméli
prescasove hodiny.

V takovéto situaci je celkem prijatelné reSeni v ramci 4-tydennich rozvrha W2 resp. W3
nahradit prislusnou sménu pismenem S Zejména pokud jde o takto upravenou variantu W2
|ze ocekavat, Ze se sotva najde lepsi feSeni:

i1 ABCi ABCi DBCi DACi DABI i DACi SACi i BDAI BDAi CDAi CBAI CBDi i CBAI SBAI

i1 DCBi DCBi ACBi ADBi ADCi i ADBi SDBi i
CADi CADi BADi BCDi BCAi i BCDi SCDi'i .
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