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In this article are showed fundamental relations of torso-forming vector fields on 
Riemannian spaces order two and a proof of a sentence delivering another results for 
concircular fields on Riemannian spaces order two.  

 

1. Úvod 
Riemannovým prostorem 2. řádu Vn

2 asociovaným s Riemannovým prostorem Vn v bodě 
Mo∈ Vn  nazýváme Riemannův prostor s metrickým tenzorem: 

βα
αβ yyRgg jiijij
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1+=                             (1) 

kde jiij Rg
oo

αβa   jsou hodnoty komponent metrického a Riemannova tenzoru prostoru 
Vn v bodě Mo. Soustava souřadnic (y1, y2, �, yn) je Riemannovou ve V2

n v bodě yh=0 [1]. 
V této souřadnicové soustavě mají komponenty Christoffelových objektů tvar: 
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Souřadnice yh ve Vn
2 budeme nazývat kanonickými. Prostory Vn

2 jsou aproximací 
Riemannových prostorů  Vn druhého řádu vzhledem ke kanonickým souřadnicím.  

Vektorové pole λh v Riemannovém prostoru Vn nazval K. Yano [2], [3] torso-formním, 
jestli�e platí    

,ai
hh
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h
i, λµδλ +=                           (3) 

kde �,� je kovariantní derivace ve Vn, µ je skalární funkce, ai je kovektor a h
iδ  je 

Kroneckerovo delta. 

 
• Práce je napsána v rámci zadání grantu č. 201/99/0265 GA ČR. 

       Jestli�e vektor ai je gradientní, pak torso-formní pole generuje koncirkulární vektorová 
pole [2]. Tato vektorová pole na Riemannových prostorech  2. řádu Vn

2 studoval K. Esenov 
[4], [5], [6]. Zde je dokázáno, �e kdy� existuje koncirkulární pole ve Vn

2  Riemannův tenzor 

hijkR
o

 má formu:  
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                             )gggg(MR ijhkikhjhijk
ooooo

−=  ,   kde  M   je konst. 

Přitom tento prostor Vn
2 je subprojektivní prostor ve smyslu Kagana [7]. 

 

2. Torso-formní vektorové pole ve Vn
2 

Uvedený výsledek K. Esenova se pokusíme zobecnit pro torso-formní vektorová pole. 
Necht´vektor λh  je torso-formní ve Vn

2, tj. pro něj platí rovnice (3). Budeme předpokládat, �e 
v kanonických souřadnicích Vn

2 geometrické objekty  λh, µ, ai  mají třídu hladkosti C3
.  Potom 

platí: 

 

Věta   Jestli�e ve Vn
2 (n>8) existuje neizotropní torso-formní vektorové pole λh při podmínce 

µ(0)≠0, pak  

hkijijhkhjikikhjhijk CgCgCgCgR
ooooo

−−+= ,      (4) 

kde ,gC jiij

o
ij λλβα +=  (i, j) označuje symetrizaci,  α, β jsou konst, iλ  je vektor 

s konstantními komponentami. 
 

Dal�í text věnujeme důkazu této věty. 

 

    a) Analýza absolutních a lineárních členů rovnic torso-formních polí 
vzhledem ke kanonickým souřadnicím.  Necht´ve Vn

2 existuje torso-formní 
vektorové pole  λh.  Pak vyjádříme funkce λh, µ, ai  ve tvaru řad: 
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Rovnice (3) vyjádříme v následujícím tvaru: 

ijijijij aggg α
α

α
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α λµλλ +=Γ+∂ ,     kde   ii
y∂
∂≡∂   . 

   Dosaďme  (5) do těchto rovnic: 
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Z rovnosti absolutních členů v (6) získáme vztah:  ijijij agg λµλα
α +=

1
, kde 

j

okjk g λλ = , zde a dále budeme psát: .RR,,,gg,aa hijkhijk
hh

ijijii
o
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≡≡≡≡≡ µµλλ . 

Odtud vyplývá    

                                                   i
hh

ii
h aλδµλ +=

1
 .                            (7) 

Z rovnosti koeficientů u   yk    v (6)  získáme vztah: 
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ten kontrahujeme tenzorem jhg   ( || jhg || = || ijg || � 1)  a získáme vztah: 
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Nyní dosadíme do rovnice (9) za αλ i1
 vztah (7) a provedeme alternaci [i,k]. Po 

úpravách  získáme vztah: 
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Proto�e 0=jkRαβ
βα λλ , pak po kontrakci (10) vektorem 

iλ získáme vztah:  
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kde 0≠≡ αβ
βα λλλ g .  

Nyní dosadíme (11) do rovnice (10): 
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αλ ),MMMgMg jkkjijikkij ( λλλ
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−+− 1

  (12) 

a poté formule (8) budou mít formu: 
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b) Analýza členů 2. řádu rovnic torso-formních polí vzhledem ke 

kanonickým souřadnicím.   
     Z rovnosti koeficientů u yk yl v rovnici (7) získáme vztah: 
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kde  
l,k

S   značí symetrizaci po indexech k, l.     

        

Provedeme tedy symetrizaci dle indexů k, l a dosadíme výraz (7), (11), (12) a (13). Tím 
předchozí rovnici upravíme na tvar:  

++−−+−= )gaga(M)Ma(gRg likkilj)lk(klijj)kl(iiklj 3
1

3
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kde  ,aaMaMaaA kikiikkik µµ +++≡
3
2

1
 iklA  je nějaký tenzor. 

Dále výraz (14) alternujeme po  i, k   a získáme následující vztah:    

,BMAAgCgCgR ikljl]ik[j]ik[jlilkjklijiklj +++−= λµ                   (15)  

kde iklkl)lk(klkl B,AMaC −−≡
3
1

2

2 µ    je určený tenzor. 

Symetrizací (15) po  l  a  j  se přesvědčíme, �e platí  
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++−+− ]ik[jlijklkjililkjklij AgCgCgCgCg 2   
  ,BMABMA ikjlj]ik[likljl]ik[j 0=++++ λλ             (16) 

 

Jestli�e 0≠]ik[A  pak existuje bivektor kiξς  tak, �e platí 0≠]ik[
ki Aξς . 

Kontrahujeme (16) s tímto bivektorem. Lehce se přesvědčíme, �e 8 Rang ≤ijg , co� je spor 

s předpokladem, �e n>8. Tudí� ná� předpoklad byl nesprávný. Tedy 0=]ik[A . Na základě 

analýzy formulí, které definují ikA  zjistíme, �e  0
1

=]jk[a  a pak z (11) vyplývá 

0=− jkkj MM λλ . Odsud plyne:  

kk MM λ= ,    (17) 

kde M je některé číslo. Formule (10) nabývají formu: 

     =ijkRα
αλ )gg(M jikkij λλ − .       (18) 

     Podobně se zjednodu�í formule (15) takto: 

,ACgCgR l]ik[jilkjklijiklj λ+−=                           (17)  

kde klC    je některý symetrický tenzor,  Aijk je některý tenzor. 

      Srovnáním (18) a výsledku kontrakce (17) s lλ  zjistíme, �e k
l

kl MC λλ =  a také 

0=l
l]ik[A λ . 

Symetrizací (17) po  l  a  j  se přesvědčíme, �e platí  

.AACgCgCgCg j]ik[ll]ik[jijklkjililkjklij 0=++−+− λλ      (19) 

Kontrakcí (19) s lλ  získáme, �e  ))MgC()MgC(A kjkjiijijkj]ik[ ( −−= − λλ
λ
1 . Po 

vyloučení těchto výrazů kontrakcí (19) s ijg se přesvědčíme, �e .gC lkklkl λελχ +≡   
 Dosazením do (17) se přesvědčíme o správnosti formulí (4) a tímto je uvedená 
věta dokázána úplně.  

Poznámka: Při detailněj�í analýze lze podmínku na dimenzi prostoru zmírnit. 
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