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1. Uvod

Dopravné elementy sa spravidla neprepravuju jednotlivo, ale v urCitych miestach
sa z nich vytvaraju supravy alebo davky, ktoré vstupuju do dopravnej siete. Hlavnym dé-
vodom je, Ze preprava viacerych elementov su€asne je z ekonomického hfadiska lacnej-
Sia ako preprava elementov po jednom. Z tohto pohfadu je teda vZzdy potrebné zhromaz-
dit (naakumulovat) urcity po€et elementov na prepravu. Désledkom procesu zhromazdo-
vania elementov je spomalenie ich prepravy, ¢o vyrazne ovplyviiuje ekonomiku dopravy.

Dopravny element sa pri svojej preprave aspoh raz dostane do procesu zhromaz-
dovania, kedy neproduktivne stoji. Velkost’ Casovej straty z neproduktivneho prestoja za-
visi aj od toho, ako dlho pred ukon&enim zhromazdovania sa element do akumulaéného
procesu dostal. Podla sp6sobu ukon&enia procesu zhromazdovania mbzeme v zasade
hovorit o zhromazd'ovani na mnozstvo alebo o zhromazdovani na ¢as.

Zhromazdovanie na mnozstvo alebo m-zhromazdovanie prebieha dovtedy, kym sa
nedosiahne vopred stanovena hranica velkosti supravy alebo davky, ktora moéze byt ur-
&ena napr. celkovou hmotnostou, po&tom elementov, dizkou ap. Ak je vopred uréena
doba trvania — resp. okamih ukon&enia — procesu zhromazdovania, ide o zhromazdova-
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nie na ¢as alebo t-zhromazdovanie. V oboch pripadoch sa pritom jedna o poskytovanie
skupinovej obsluhy, ktorej velkost je podmienena kapacitou supravy alebo davky
vyClenenej na spolo¢nu prepravu naraz.

Charakteristickym rysom vacsiny procesov zhromazdovania je nahodny charakter
prichodov zhromazdovanych elementov na miesto ich akumulacie pred prepravou.
Hfadaniu ciest, ako poskytovanie prepravnych sluZieb efektivne prispésobit’ vznikajucim
poziadavkam na prepravu, sa venovalo viacero autorov. Problém sa skimal najma z hla-
diska potrieb Zelezni¢nej ndkladnej dopravy, a to z viacerych uhlov pohladu a s pouZitim
réznych matematickych postupov. Struény prehlad modelov a pristupov je napr. v [4].
V suvislosti s t-zhromazZdovanim existuje niekolfko dostatocne znamych ,spojitych“ mode-
lov zhromazdovania, ked mnozstvo prichadzajucich elementov za Casovy Usek sa popi-
suje spojitou nahodnou veli¢inou a samotné zhromazdovanie kon¢i uplynutim daného ¢a-
sového intervalu. Spojité modely zhromazdovania na €as sa uplathuju napriklad v
systémoch pravidelnej osobnej €i nakladnej dopravy [1], ale aj pri riadeni &erpania a pre-
pus-tania vody z priehradnych nadrzi [2]. Modely zhromazdovania na mnozstvo sa vyuzi-
vaju najma v niektorych 3pecialnejSich systémoch prepravy nakladov (spojité modely)
alebo os6b (diskrétne modely), pripadne v postupoch kombinujucich m- a t-zhromazdo-
vanie.

S rastom poctu firiem zaoberajucich sa prepravou zasielok kusového, paletového
¢i kontajnerového charakteru sa stava aktualnou potreba vyvijat postupy na urCovanie
optimalneho riadenia diskrétneho procesu -zhromazdovania, pripadne na navrh jeho op-
timalnych kapacitnych parametrov. Pod pojmom diskrétny proces f-zhromazdovania ro-
zumieme taky proces zhromazZdovania na ¢as, ked mnozZstvo prichadzajucich elementov
za Casovy usek sa popisuje nezapornymi ¢iselnymi hodnotami z konecnej, prip. nekonec-
nej mnoziny celych Cisiel.

V dalSom texte bude predstaveny pristup k rieSeniu problému optimalizacie kapa-
city zhromazdovacieho priestoru v diskrétnom procese zhromazdovania na €as s aplikac-
nym zameranim na kontajnerovu dopravu.

2. Zostavenie modelu diskrétneho procesu zhromazd’ovania na ¢as

Pre zostavenie matematického modelu diskrétneho procesu zhromazdovania na
Cas zavedieme najprv potrebné pojmy a vztahy. Potom ukaZzeme dva pristupy k modelo-
vaniu ¢innosti diskrétneho systému t-zhromazdovania.

Ako uz bolo povedané, elementy prichadzajuce na miesto, odkial ich treba prepra-
vit' dalej, su ur€iti dobu zhromazdované (a teda aj skladované) vo vyhradenom priestore
a po jej uplynuti sa nalozia a odvazaju na miesto uréenia. Proces prichodu elementov do
systému t-zhromazdovania — tak ako v kazdom inom obsluZznom systéme — vyrazne
ovplyviiuje jeho celkové charakteristiky. Predpokladajme pri tom, Ze elementy vstupujice
do systému su homogénne, vzajomne zamenitelné (napr. kontajnery Standardnych roz-
merov). Budeme sa zaoberat len takym pripadom, ked vstupny prud elementov do sys-
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tému tvori Poissonov proces {X(t).t > O} s intenzitou 4 > 0. Pocet elementov, ktoré pridu

za dobu T, reprezentovany nahodnou veli¢inou X(T) bude mat Poissonovo rozdelenie

pravdepodobnosti s pravdepodobnostami 7z, (T)= P{X(T)=r}= @e” (r=012..)a

strednou hodnotou AT < +o0 elementov.

Cinnost systému t-zhromazdovania je mozné rozdelit na fazu akumulécie ele-
mentov a na fazu uvolnenia nazhromazdenych elementov na prepravu. Faza akumulacie
je obdobie, kedy systém prijima elementy na vstupe, kym faza uvolnenia je akt odvozu
elementov z miesta ich zhromazdovania, €o je vlastne poskytnutie obsluhy davke ¢akaju-
cich elementov. Velkost davky byva spravidla obmedzena urcitym poctom M elementov,
ktoré mézno odviezt naraz.

Predpokladajme, Ze cyklus akumulacie a uvolfiovania elementov sa periodicky
opakuje az do skon&enia &innosti systému. Casovy interval medzi dvomi po sebe nasle-
dujucimi uvolneniami davok elementov na prepravu nazveme periédou zhromazZdovania.
Trvanie n-tej periédy oznaéime symbolom T,. Dalej sa budeme zaoberat len takym pri-
padom, ked trvanie vSetkych periéd je rovnaké, tj. T, = T, n = 1,2,.... Dizka periédy
zhromazdovania by mala byt taka, aby sa minimalizovali naklady spojené s prepravou
elementov a ich ¢akanim na odvoz (s pripadnym zahrnutim nakladov manipulécie s ele-
mentmi na mieste zhromazdovania). Optimalizacia dizky periédy zhromazdovania [3,4]
umoziuje organizovat Cinnost systémov zhromazdovania tak, aby bola ekonomicky
efektivna.

Obsluha zhromazdenych elementov prebieha po skupinach s uréitym pocétom ele-
mentov. Predpokladéame, Ze po ukonceni fazy akumulacie je systém schopny obsluzit
najviac M >1 elementov. Hodnotu M budeme nazyvat kapacitou obsluhy. Kapacita
obsluhy umoZznuje obsluZzit bud' v8etky zhromazZdené elementy, ak ich celkovy pocet ne-
presiahne M, alebo prave M elementov, ak ich celkovy pocet je vacsi ako M. V prvom
pripade systém zacina nasledujucu fazu akumulacie s prazdnym zhromazdovacim pries-
torom, v druhom pripade zvySné neobslizené elementy Cakaju po€as celej nasledujucej
fazy akumulacie na poskytnutie obsluhy.

Maximalny pocet elementov, ktory sa mdze nachadzat v zhromazdovacom priesto-
re, oznadime symbolom K a nazveme kapacitou zhromazdovacieho priestoru. Budeme
predpokladat, Ze M < K. Ak je na zaciatku periédy akumulacie systém prazdny, tak po¢as
fazy akumulacie moéze prijat najviac K elementov. Hodnota rozdielu K-M udava
maximalny pocet elementov, ktoré ako neobsluzené zostavaju Cakat' v systéme do nasle-
dujucej obsluhy. Ak v priebehu fazy akumulacie dosiahne pocCet zhromazdenych ele-
mentov kapacitu K, je vstup dalSich elementov do systému zakazany. V takom pripade
hovorime o odmietnuti alebo strate elementu. Strata elementu je vo vacsine pripadov len
fiktivna, nakolko element, ktory ma odmietnuty vstup do zhromazdovacieho priestoru,
spravidla zostane Cakat niekde mimo a méze spbésobovat komplikacie tym, ze blokuje

Scientific Papers of the University of Pardubice
Series B - The Jan Perner Transport Faculty 10 (2004) -153 -



prijazdové cesty, alebo je uloZzeny na nejaké doCasné miesto a neskor, po odvoze ele-
mentov, je premiestneny do zhromazdovacieho priestoru. Takto vznikaju zbytocné eko-
nomické straty, pretoze dochadza k nadbyto€nej manipulécii, ktord vyZaduje urlity ¢as
a zvySuje naklady na skladovanie. Ak priestorové moznosti umozhuju skladovat dosta-
tone velky pocCet elementov (a nedochadza teda k odmietaniu ich vstupu), mbéZzeme
predpokladat, ze hodnota K nadobuda fubovolne velki hodnotu (K - +oo). Vtedy hovori-

me o modeli zhromazdovania s neobmedzenym zhromazdovacim priestorom.

V praxi oakavame, ze zhromazdovanie elementov a ich obsluha budu prebiehat
dlhodobo a bez preruSeni. Pri tomto spdsobe €innosti systému t-zhromazdovania pred-
pokladame, Ze sa postupne straca vplyv poradia prebiehajiucej periédy a pociatocnych
podmienok, pri ktorych systém zacinal svoju €innost. Doba postupne;j stabilizacie, uréena
poétom periéd aich dizkou, je ovplyvnena parametrami systému, ktorych vzajomnu

vazbu vyjadruje koeficient zataZenia p = % .

Model zhromazd’'ovania na ¢as s neobmedzenym zhromazd’ovacim priestorom

Vychadzajuc z predo$lej ¢asti, predpokladajme rovnaku dizku T > 0 trvania perio-
dy zhromazdovania. Dalej predpokladajme, Ze M je celé kladné &islo a priestor vyhrade-
ny na akumulovanie prichadzajucich elementov ma dostato¢ne velku kapacitu na prijatie
lubovolného mnozZstva elementov, takZe jeho kapacita K je neobmedzena.

Stavom systému t-zhromazZdovania na konci n-tej periédy zhromaZdovania,
neN={2..}, ktory ozna¢ime symbolom S,, budeme rozumiet mnoZstvo
nazhromazdenych elementov v okamihu ukonCenia n-tej periddy tesne pred ich uvolne-
nim na prepravu. Symbolom A, oznacime velkost davky elementov odoslanych na pre-
pravu na konci n-tej periédy a symbolom X, poCet elementov prichadzajucich do systému
poCas n-tej periody. Neodvezeny zvySok elementov, ktory zostane v zhromazdovacom
priestore po uvolneni davky elementov na prepravu na konci n-tej periddy, ozna¢ime ako
Z,.. Situaciu a dianie v systéme t-zhromazdovania na zaciatku jeho ¢innosti budu odrazat
veli¢iny Sy, Ag, Zo. MnoZina moznych hodn6t stavu systému pri neobmedzenej kapacite
zhromazdovacieho priestoru je mnoZina | = {0,1,2,...}. KedZe kapacita obsluhy nedovoluje
odviezt viac ako M elementov, plati pre velkost davky uvolnenej na prepravu vztah
A, =min{S,,M},n e N, = {0,12....}. Neodvezeny zvySok elementov je potom pre n e N,
dany predpisom Z, =S, -A, =S, —min{Sn,M}: max{O,Sn —M}. Spravanie sa systému
t-zhromazdovania popisuje prechodova rovnica

S,=S,,-A, +X,=Z,,+X, =max{0,S, , ~M}+X,, neN. (1)
Pocet X, elementov, €o pridu do systému poc€as n-tej periddy, je ndhodny. Vzhfadom na
vlastnosti Poissonovho procesu (stacionarnost, nezavislé prirastky) je pravdepodobnost-
né rozdelenie nahodnej veliginy X, pre kazdé ne N = {12,...} dané pravdepodobnostami

P{X, =r}=P{X(nT)-X(n-1T)=r}=P{X(T)=r}=z,(T), re{o12..}, kde T>0.
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Stochasticky charakter prichodu elementov spdsobuje, Ze veli€iny S,, A,, Z,, n € N,, su

nahodné veliiny. Vyvoj systému t-zhromazZdovania v ¢ase reprezentuje nahodny proces
{Sn,n € No}, ktory je Markovovym retazcom s diskrétnym ¢asom so stacionarnymi prav-

depodobnostami prechodu p, ; = P{S,, = j|Sn_1 = i},i,j el,neN, vtvare:

z,(T) i<M,j>0,

p;; =10, i>M,j<i-M, (2)

Zon(T) P>M,j2i-M.
To, ze nahodny proces {Sn,n € NO} ma Markovovu vlastnost
PIS,=1[Ss 1m0, S, =l g1 Sy=iy, So=ig | = PIS,=i|S =i} Vi iviy_seeesiysiy € 1,90 € N,
vyplyva z prechodovej rovnice (1) a vlastnosti Poissonovho procesu prichodu elementov.
KedZe stavy procesu {Sn,n eNO} nadobudaju hodnoty z diskrétnej mnoziny I, pricom
C¢asova mnozina, na ktorej sa sleduje vyvoj procesu, je diskrétna mnozina N, a
pravdepodobnosti prechodu su stacionarne, je nahodny proces {S,,,n € NO} homogén-
nym Markovovym retazcom s diskrétnym ¢asom.

Ozna&me symbolom p j"] pravdepodobnost, Ze stav systému na konci n-tej periédy

zhromazdovania nadobuda hodnotu j, teda pl=P{S, =j}jelneN,, pricom
pravdepodobnostné rozdelenie hodnét pociatoéného stavu S, je zname a za beznych

okolnosti je dané pravdepodobnostami p([)o] =1, p}o] =0,j >1. Na zaklade vety o Uplnegj

pravdepodobnosti mozno pravdepodobnosti pE."] pocitat podla rekurentného vztahu

pll =Pis, = j}-= ép{sn = IS4 =ilP{S,, =i}= LY pl i jer={012. neN.

Za predpokladu, ze koeficient zatazenia je menSi ako 1, t.j. p= (/IT)/M <1, systém ft-
zhromazdovania s neobmedzenym zhromazdovacim priestorom sa postupne stabilizuje
a existuje pref limitné rozdelenie hodn6t pravdepodobnosti stavu p; :liglpj[”],jel,
nezavislé od pociatoénych podmienok (ddkaz je v [3]).

Pouzijuc skrateny zapis 7z, miesto z,(T) pre j=012.. , mozeme tieto
pravdepodobnosti vyjadrit’ sustavou rovnic v tvare

o M M J
ij =1 P :”ozpiv P; :ﬂjzpi +Zﬂ-/—kpM+k1 Jj=12.... 3)
=0 i-0 i-0 k=1

Uvodna rovnica Py + Py +p, +...=1 vsustave (3) vyjadruje podmienku, ktori hfadané
Cisla p;,jel, musia spinat, aby boli pravdepodobnostami. Pre uplnost velmi struéne

predstavime beZne pouzivany postup rieSenia sustavy (3) pomocou vytvarajucich funkcii
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D(z)=Y 7,2/ =" F(z)=3p,z’ podla [1], ktorého detaily st v [3]. Ak kazdu
j=0 j=0

rovnicu sustavy (3) okrem Gvodnej rovnice vynasobime odpovedajicou mocninou z’, po

Upravach dostaneme

N

M- -1

N

ol -2, Sl -2b,
F(Z) = M (D(Z) = MelT(1—z) 1 : (4)

Derivovanim vytvarajucej funkcie (4) vbode z=1 odvodime stredni hodnotu poctu
elementov E(S) v systtme na konci periody zhromazdovania, ktora je jednou z
charakteristik Cinnosti systému f-zhromazdovania v stabilizovanom reZime. Tak
dostaneme

o) M S o

|z:1
pricom praktické pouzitie (5) je viazané na vypoCet korefiov z,,k=1..M-1,

1-z)

charakteristickej rovnice (p(z) =z" —e M2 — o odvodenej z menovatela zlomku v (4).

Numericky vypocet korenov charakteristickej rovnice (p(z) =0 je pomerne naro¢ny

na presnost. Stanovenie potrebnych charakteristik ¢innosti systému t-zhromazdovania sa
M-1

zjednodusi pouzitim dostato&ne presnej aproximacie vyrazu 2(1 -z, )’1 linearnou alebo
k=1

kvadratickou funkciou zatazenia systému p podla [3, 4]. Pre dosiahnutie prakticky pouzi-

tefnych vysledkov nam bude postaovat aj linearna aproximacia tohto vyrazu v tvare
M-1
> (1-z,)" ~a,(M)p+a,(M), ktorej koeficienty zavisia od hodnoty kapacity obsluhy M

k=1
podfa vztahov
a,(M)=0,4045M -0,6609 a a,(M)=0525M -05114 . (6)

Strednu hodnotu E(S) poctu elementov v systéme na konci periédy zhromazdovania mo-
Zeme potom ziskat z (5) s vyuzitim linearnej aproximacie a koeficientov (6) v tvare

M-(M-ATF o M--aT

A
ES)=—7F7—"=—
) 2(M - AT) 2(M - AT)
Stredna hodnota E(Z) zvySku elementov po odvoze na konci periédy zhromazdovania

+a1(M)%+aO(M). (7)

bude (v stabilizovanom rezime &innosti systému) dana vztahom
M- (w2 - (7))
2(M - aT)

E(Z)=E(S)-E(X(T)) = E(S)-AT = +a, (M)% +a,(M).  (8)
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Model zhromazd’'ovania na ¢as s obmedzenym zhromazd'ovacim priestorom

Model diskrétneho procesu t-zhromazdovania s neobmedzenym akumulaénym
priestorom mozno pouzit na popis ¢innosti systému t-zhromazdovania vtedy, ak je kapa-
cita zhromazdovacieho priestoru dostatocne velka na skladovanie znaéného poctu pre-
pravovanych elementov. V opacnom pripade treba prikro€it k vytvoreniu modelu diskrét-
neho procesu t-zhromazdovania s obmedzenym akumulaénym priestorom, ktorého ka-
pacita bude K <+ elementov. Ostatné parametre modelu (kapacita obsluhy, dizka pe-
riody zhromazdovania, proces prichodu elementov) zostand zhodné s modelom, kde
akumulaény priestor nie je obmedzeny. Je prirodzené uvaZovat, Ze kapacita zhromazdo-
vacieho priestoru K je aspori taka velka ako kapacita obsluhy M, teda K > M >1. Kazdy
element, prichadzajuci k miestu zhromazdovania v situacii, ked je akumulaény priestor
celkom zaplneny, bude odmietnuty. Pri zachovani oznagenia a vyznamu veli€in popisuju-
cich ¢innost systému t-zhromazdovania mézeme potom mnozinu hodnét stavu systému
Specifikovat ako mnoZinu /, = {0,1,...,K}. Spravanie sa systému vyhovuje prechodovej
rovnici

S,=min{S, -A, +X,,K}=min{Z, .+X,,K}=min{max{0,S, .-M}+X,,K,neN. (9)
Vyvoj systému v Case je reprezentovany nahodnym procesom {Sn,neNo}, ktory je
Markovovym retazcom s diskrétnym ¢asom so stacionarnymi pravdepodobnostami pre-

chodu. Z prechodovej rovnice (9) a vlastnosti Poissonovho procesu prichodu elementov
vyplyva, Zze nahodny proces {Sn,n € NO} ma Markovovu vlastnost a vzhladom na stacio-

narnost pravdepodobnosti prechodu a diskrétny charakter stavovej mnoziny /, a asovej

mnoziny N,, ide o homogénny Markovov retazec s diskrétnym ¢asom. PouZijuc skratené

zapisy z; miesto z,(T) pre j=012..,a R, miesto R (T)=>" z,(T) pre M<L<K,

j:L”j

mdzeme vyjadrit maticu P pravdepodobnosti prechodu takto

Ty Wy Ty W3 v Tkp kg Ry
Ty Wy M, Wy v Tk, Tk Ry
P- Ty Wy M, Wy v Tk, Tk Ry
0 7y m 7y = 7xs 7k, Ry
0 0 7z, = - 7k 7xs Rio
0 0 0 O - 7y, 7y, Ry

Matica P, v ktorej sme vyznacili pravdepodobnosti prechodu pre prechody zo stavov 0, 1,
ey M, M1, M+2, ..., Kdo stavov 0, 1, 2, 3, ..., K—2, K-1, K je Stvorcovou maticou (K+1)-
ho radu.
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Ozna&me symbolom p j"] pravdepodobnost, Ze stav systému na konci n-tej periédy
zhromazdovania nadobuda hodnotu j, teda pl" =P{S, =j}jel,neN,, pricom

rozdelenie pravdepodobnosti hodnoty podiatoéného stavu S, je zname. Na zaklade vety
(napr. v [5]) pre homogénne Markovove retazce s diskrétnym ¢asom, ktoré maju kone¢nu

stavovu mnozinu, mozno predpokladat existenciu limit p; = lim pg.”],j € l,, pre pravdepo-
n—oo

dobnosti jednotlivych moznych hodnét stavu retazca.

Limitnym prechodom rekurentného vztahu
K K
P =PIS, = J}= 2 P8, = Sys = iPIS,s =i} =2 p oy el = i Khn e,

dostaneme nasledujucu sustavu linearnych algebraickych rovnic pre limitné pravdepo-
dobnosti  p;,jel,, hodnbt stavu systému t-zhromazdovania s obmedzenym

zhromazdovacim priestorom:

M
Po :ﬁozpi’
i=0
M I .
pj:ﬂ'jzpi'i‘zﬂ'j,kpMJrk; _/:1,2,.-.,K_M,
i-0 k=1
M K-M
P, =7, 2P+ D27 Py J=K-M+1LK-M+2,. . K-2,K-1, (10)

-0
M
Pk = RKZIDI + 2 Rk kP

Posledna rovnica sustavy (10) vyjadruje podmienku, ktoru hfadané Cisla p,, j € /., musia

spifat, aby boli pravdepodobnostami. RieSenie sustavy (10) — vyznamne ovplyvnené
hodnotami parametrov M a K — je detailne popisané v [3] (str. 65 — 84). Ziskané hodnoty
pravdepodobnosti stavu systému (v stabilizovanom rezime jeho C&innosti) su v3ak len
v Ciselnom vyjadreni a zakladné charakteristiky €innosti systému ~zhromazdovania s ob-
medzenym akumulaénym priestorom musime pocitat iba pomocou jednoduchych, nizSie
uvedenych vzorcov bez moznosti hibSej analyzy zavislosti ich hodnét od vstupnych pa-
rametrov systému.

Strednd hodnotu E(S) poctu elementov v systéme pred odvozom na konci periédy

zhromazdovania mézeme dostat zo vztahu
K
E(S)=Y jp, (11)
j=0

a strednd hodnotu E(Z) zvy8ku elementov v systéme po odvoze na konci peridédy zhro-
mazdovania mdézeme vyjadrit vztahom
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E2)= 3 (j-M)p, (12)

3. Optimalna kapacita zhromazd'ovacieho priestoru

Ak mame moznost ovplyvnit’ priestorové rieSenie miesta zhromazdovania doprav-
nych elementov, mdéZzeme pri navrhu kapacity K zhromazdovacieho priestoru pouZit dva
pristupy. Prvy vychadza z toho, zZe ¢innost systému t-zhromazdovania bude modelovana
diskrétnym procesom zhromazdovania na ¢as s obmedzenym zhromazdovacim priesto-
rom, kym druhy predpoklada modelovanie diskrétnym procesom zhromazdovania na ¢as
s neobmedzenym zhromaZzdovacim priestorom. V prvom pripade sa snazime zniZit' riziko
odmietania prichadzajucich elementov z dévodu zaplnenia zhromazdovacieho priestoru,
v druhom pripade chceme dosiahnut prijatefnd zhodu medzi pouzitym modelom s neob-
medzenym zhromazdovacim priestorom a realnym systémom s kone¢nou kapacitou
zhromaZzdovacieho priestoru.

Kapacita vzhfadom na pravdepodobnost’ odmietnutia
Kapacita K zhromazdovacieho priestoru je dana maximalnym po¢tom dopravnych
elementov, ktoré v iom mozZno skladovat. Ak aktualny pocet elementov v zhromazdova-
com priestore dosiahne hodnotu K, su vSetky dalSie prichadzajuce elementy odmietnuté.
Nech t, oznaCuje dobu od zaliatku periody zhromazZdovania po okamih, ked v
zhromazdovacom priestore bude K elementov. Pri periéde zhromazdovania o dizke T
dojde k odmietnutiu novych elementov vtedy, ked t, <T . Pravdepodobnost’ odmietnutia

prichadzajuceho elementu p.,, je teda pravdepodobnost P{tK <T}. Nech veli¢ina S
reprezentuje stav systému f~zhromazdovania (dany po¢tom ¢akajucich elementov) pred
odvozom elementov na konci periédy zhromazdovania v stabilizovanom rezime Cinnosti
systému. Potom zrejme plati rovnost P{S = K}= P{tK < T}. KedZe veliCina t, je spojita
nahodna veli¢ina, mézeme pisat p,y, = P{tK < T}= P{tK < T}= P{S = K} = px . Budeme
pozadovat, aby pravdepodobnost odmietnutia neprekroc€ila zvolenu kriticku droveri p, .
To znamena, Ze kapacita K musi spifiat vztah p, < p,,. Za optimalnu kapacitu Kot

zhromazdovacieho priestoru budeme povazovat najmenSiu kapacitu K, ktora je aspon
také velka ako kapacita obsluhy M a vyhovuje vys8ie uvedenému pravdepodobnostnému
optimalizaCnému kritériu, Cize

Koy =min{K e N:K > M,py < P |,
kde symbol N oznaluje mnozinu celych kladnych Cisiel, tj. N = {12} K urceniu
optimalnej kapacity zhromazdovacieho priestoru musime tak zostavit modely diskrétneho
procesu zhromazdovania na ¢as s obmedzenou kapacitou zhromazdovacieho priestoru
pre rozne velkosti kapacity K od hodnoty M aZ po hodnotu, kedy sa prvykrat spini poZia-
davka p, < p..,takze K=K, < (pK < Puit APy > pkm).

opt
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V nasledujucich tabulkach su uvedené optimalne hodnoty kapacity zhromazdova-
cieho priestoru K pre niektoré hodnoty M a zatazenia p. Za kriticku uroven pravdepodob-
nosti odmietnutia boli zvolené hodnoty p,, =005, resp. p,; = 0,01, €o pre praktické
pouzitie obyCajne postacCuje. Tabulky ukazuju, Ze naroky na velkost kapacity zhromaz-
dovacieho priestoru sa zvacsuju s rastom hodnoty zatazenia systému a su vysSie pri niz-
Sej kritickej urovni pravdepodobnosti odmietnutia.

Tab. 1 Optimélne kapacity pre p,; = 0,05
Fig. 1 Optimal capacities for p,; = 0,05

M=1 M=4 M=7 M=10

Kopt Pk Kopt Pk Kopt Pk Kopt Pk
p=0,1 2 10,0051 4 10,0008 7 0,0000 10 |0,0000

p=02 | 2 |0,0209 4 10,0091 7 10,0006 10 |0,0000
p=04 3 10,0182 5 10,0251 7 10,0244 10 |0,0083
=06 | 4 10,0265 6 |0,0491 9 10,0328 12 10,0216
p=08 6 |0,0376 9 10,0438 12 10,0436 15 |0,0376

Tab. 2 Optimalne kapacity pre p,; = 0,01
Fig. 2 Optimal capacities for p; = 0,01

M=1 M=4 M=7 M=10
Kopt Pk Kopt Pk Kopt Pk Kopt Pk
p=0,1 2 |0,0051 4 10,0008 7 10,0000 10 |0,0000
p=02 3 |0,0018 4 10,0091 7 10,0006 10 |0,0000
p=04 4 10,0037 6 |0,0069 8 10,0083 10 |0,0083

6 8
9

p=06 0,0039 0,0082 11 10,0062 14 |0,0046
pr=08 0,0098 0,0075 16 | 0,0076 19 10,0071

-
w

Kapacita vzhladom na zhodu medzi modelom a realitou

K rieSeniu problému optimalizacie dizky periédy zhromazdovania [3,4] potrebujeme
poznat hodnoty charakteristik ¢innosti systému t-zhromazdovania v zavislosti od hodn6t
parametrov systéemu A, T, M, resp. p. Takéto vyjadrenie hodn6t charakteristik poskytuje
len model diskrétneho procesu zhromazdovania na ¢as s neobmedzenym zhromazdova-
cim priestorom. V realnom systéme t-zhromazdovania s obmedzenym zhromazdovacim
priestorom chceme navrhnut taku kapacitu K zhromazdovacieho priestoru, aby zhoda
medzi realnym systémom a modelom s neobmedzenym zhromazdovacim priestorom
bola ¢o najvacésia. Na to mdézeme pouzit' kritérium absolutnej hodnoty rozdielu charakte-
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ristik ziskanych z modelu s neobmedzenym akumulaénym priestorom az modelu s
obmedzenym akumulaénym priestorom. Ako charakteristiku vyuzijeme strednd hodnotu
stavu systému (v stabilizovanom reZime jeho €innosti). Budeme poZadovat, aby absolut-

na hodnota rozdielu neprekrodila uréita uroven & Nech E(S”) oznacuje strednu hodnotu

stavu systému pri neobmedzenom zhromazdovacom priestore a E(SK ) strednu hodnotu

stavu systému pri obmedzenom zhromazdovacom priestore s kapacitou K. Potom mé-
zeme povazovat model s neobmedzenym akumulaénym priestorom za dostatoCne
presnu aproximaciu redlneho systému s obmedzenym akumula&nym priestorom, ak plati

|E( w)—E(SKl < ¢. Za vhodnu velkost zhromazdovacieho priestoru, teda za optimalnu

kapacitu K, zhromaZdovacieho priestoru, zoberieme najmensie K> M spifajuce

rozdielové optimalizaéné kritérium, t.j.

K =minK e N:K = M|E(S”)-E(s¥ | < o, kde N = f12..}.

Pre presnost aproximacie ¢ = 0,01 su hodnoty K, uvedené v nasledujucej tabulke.

Tab. 3 Optimalne kapacity pre kritérium ‘E(S‘“’)— E(SK ] <001
Fig. 3 Optimal capacities for the criterion |E(S°°)—E(SK ] <001

M 12| 3| 4|5 |6 |7 ]|8]|9][1]11]12
p| K
p=005| 1|2 | 3| 4|5 |6 |7 |89 /[10]11]12
p=01 | 2 | 2 | 3| 4|5 |6 |7 |89 |[10]11]12
p=02 | 2 | 3 |3 | 4|5 |6 |7 |89 |[10]11]12
p=03 | 3| 4 | 4|5 |6 |6 | 7|89 [1]11]12
p=04 | 4 | 5|5 |6 |7 |7 |8 ]9 1011112
p=05 | 5 | 6 | 7 | 7 |8 ]9 1011 |11 ]|12]|13] 14
p=06 | 7 | 8 | 8 | 9 10|11 |12 |13 |13 | 14| 15 | 16
p=07 | 10 | 11 [ 12 [ 12 [ 14 | 14 [ 15 | 16 | 17 | 17 | 18 | 19
p=08 | 17 | 18 | 19 | 20 | 20 | 21 | 22 | 23 | 23 | 24 | 25 | 26
p=09 |>30|>30|>30|>30|>30|>30|>30|>30 | >30 | >30 | >30 | >30
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Resumé

OPTIMALIZACIA KAPACITY ZHROMAZDOVACIEHO PRIESTORU
PRE DISKRETNY PROCES ZHROMAZDOVANIA

Julius REBO, Ondrej BARTL

V ¢lanku je analyzovany diskrétny proces zhromazdovania dopravnych elementov pred pre-
pravou, ked doba zhromazdovania je pevne stanovena ako periéda zhromazdovania T. Pri Pois-
sonovom procese prichodu elementov na miesto zhromazdovania mozno vyvoj akumulaéného pro-
cesu reprezentovat homogénnym Markovovym retazcom s diskrétnym ¢asom. PrisluSny matema-
ticky model je popisany ako pre pripad neobmedzenej, tak aj obmedzenej kapacity zhromazdova-
cieho priestoru. Model umozhuje ziskat’ charakteristiky ¢innosti akumulaéného procesu v zavislosti
od jeho parametrov pri nekone&nej kapacite akumulaéného priestoru, resp. v numerickej podobe pri
konec¢nej akumulacnej kapacite.

V redlnych podmienkach je kapacita zhromazdovacieho priestoru kone¢na, ¢o vedie k od-
mietaniu novych elementov, ked je akumula&ny priestor zaplneny. Clanok rozobera dve moZnosti
urCenia optimalnej konec¢nej kapacity zhromazdovacieho priestoru. V prvej ide o dosiahnutie prija-
telnej urovne pravdepodobnosti odmietnutia prichadzajucich elementov a v druhej o dosiahnutie
prijatelnej zhody medzi modelom s nekonecnou akumulacnou kapacitou a realnym systémom
s kone¢nou kapacitou akumulaéného priestoru. Model s neobmedzenym zhromazdovacim priesto-
rom mozno potom vyuZit pri hfadani optimalnej dizky periédy zhromazdovania.

Summary

OPTIMIZATION OF THE ACCUMULATION SPACE CAPACITY
FOR THE DISCRETE ACCUMULATION PROCESS

Julius REBO, Ondrej BARTL

Transport elements (e.g. containers) are usually transported in groups, because batch
transportation is more effective than individual one. It requires gathering elements on an
accumulation site in order to form groups that are then transported as batches of elements. The
accumulation process for a particular batch can be stopped either if a given amount of elements is
gathered (mass accumulation or m-accumulation), or if a given time interval is elapsed (time
accumulation or t-accumulation). As elements are counted in pieces, the accumulation process is
discrete.

The discrete t-accumulation process is analysed in the paper for two alternatives of the size
of the accumulation site: one with an unlimited accumulation capacity and the other with a limited
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accumulation capacity K. Transport elements arrive to the accumulation site at random points of
time and the Poisson process with rate 1 is supposed to describe the arrival stream of elements.
A batch of gathered elements is released for transport as soon as the time interval T (called the
accumulation period) has elapsed since a previous transport. The size of a batch of elements to be
transported is finite, limited by the service capacity M. The number of elements waiting on the
accumulation site before the transport of an accumulated batch at the end of the accumulation
period is called the state of the accumulation system. A method to find out the limiting system state
probabilities as well as the expectation of the system state is briefly described for the case with an
unlimited accumulation capacity. The method, based on the employment of the probability
generating function and a proper approximation of the resulting expression for the expected value
of the system state, enables us to get performance measures of the accumulation system in the
form of a function of system parameters A, T, M. In the case of a limited accumulation capacity, the
way to obtain the limiting probabilities and system performance measures is represented by
numerical calculation, where no formula-like relationship with system parameters exists.

A model of the discrete t-accumulation process with an infinite accumulation capacity can be
used when the real accumulation site has enough space to accept all arriving transport elements.
But, if the real accumulation space is limited then the model with a finite accumulation capacity
must be used. In this case, new elements are rejected as non-accepted if they arrive when the
accumulation site is filled up to its capacity by waiting elements. We want to find a proper value of
the accumulation capacity that reduces the risk of rejection. As the rejection probability can be
calculated from the model with a finite accumulation capacity for any value of the capacity, we are
able to determine an optimal accumulation capacity as the least capacity value when the
corresponding rejection probability does not exceed a pre-specified critical value of the rejection
probability.

If we want to optimize the duration of an accumulation period, we need a model with an
infinite accumulation capacity, where the performance measures of the accumulation system are
expressed in terms of the system parameters A, T, M. In this case, we want to find the value of a
finite accumulation capacity in the real system that ensures good agreement between an infinite
capacity model and the real system. Here, the criterion of the absolute value of the difference
between the expectation of the system state in an infinite capacity model and a finite capacity
model is used to determine a proper capacity value. The least accumulation capacity such that the
above-mentioned difference does not exceed a pre-specified value ¢ is considered to be a desired
optimal accumulation capacity.

The results of illustrative calculations of optimal accumulation capacities are summarized in
the tables for both the rejection probability criterion and the difference criterion.

Zusammenfassung

OPTIMIERUNG DER KAPAZITAT DES AKKUMULATIONSRAUMS
FUR DEN DISKRETEN AKKUMULATIONSPROZESS

Julius REBO, Ondrej BARTL

Im Artikel ist der diskrete Akkumulationsprozess der Verkehrselemente vor dem Transport
analysiert, falls die Akkumulationszeit als eine Akkumulationsperiode T festgestellt ist. Beim
Poissonschen Prozess der Ankiinfte der Elemente auf den Akkumulationsplatz kann die
Entwicklung des Akkumulationsprozesses mit einer homogenen Markowschen Kette mit diskreter
Zeit dargestellt sein. Das dazugehoérige mathematische Modell ist fir den Fall einer unbeschrankten
sowie einer beschrankten Kapazitat des Akkumulationsraums beschrieben. Das Modell erméglicht
die Charakteristiken der Tatigkeit des Akkumulationsprozesses in der Abhangigkeit von seinen
Parametern bei einer unendlichen Kapazitdt des Akkumulationsraums, bzw. in der numerischen
Form bei einer endlichen Akkumulationskapazitat, zu erweben.

In realen Bedingungen wird die Kapazitat des Akkumulationsraums endlich. Das fihrt zur
Ablehnung neuer Elemente, wenn der Akkumulationsraum ganz belegt ist. Der Artikel analysiert
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zwei Moglichkeiten der Ermittlung der optimalen endlichen Kapazitat des Akkumulationsraums. Es
geht um die Erreichung eines annehmbaren Niveaus der Verlustwahrscheinlichkeit in der ersten
Méglichkeit und um die Erreichung der annehmbaren Ubereinstimmung zwischen dem Modell mit
einer unendlichen Akkumulationskapazitat und dem realen System mit einer endlichen Kapazitat
des Akkumulationsraums in der zweiten Mdoglichkeit. Das Modell mit einem unbeschrankten
Akkumulationsraum kann bei der Suche der optimalen Dauer der Akkumulationsperiode verwenden
sein.
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